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STANFO^ 


Vorrede. 


Wenn  ich  bei  der  Herausgabe  des  zweiten  Bandes  der  „Vorlesungen 
Ober  die  Theorie  der  elliptischen  Modulfunctionen"  noch  einmal  die 
Gelegenheit  zu  einigen  einleitenden  Worten  ergreife,  so  lasse  ich  mich 
dabei  durch  eine  didactische  Absicht  leiten.  Infolge  des  nicht  geringen 
ümfanges,  den  die  Bearbeitung  der  Modulfunctionen  angenommen  hat, 
liegt  nämlich  einigermassen  die  Gefahr  vor,  dass  zumal  dem  Studieren- 
den bei  der  Leetüre  des  Werkes  und  bei  der  Aufsuchung  seiner  Haupt- 
gedanken die  Zeit  mangelt  oder  die  Kraft  erlahmt.  Nun  ist  ja  freilich 
die  Umfanglichkeit  des  vorliegenden  Buches  zum  guten  Teil  eine  Folge 
jener  Breite  der  Darstellung,  deren  ich  mich  eben  zur  Erleichterung 
des  einführenden  Studiums  von  vornherein  befleissigt  habe.  Andrer- 
seits stellen  doch  zahlreiche  Entwicklangen  nur  eine  Art  Concessiou 
an  sonstige  Auffassungsweisen  unserer  Gegenstände  vor,  andere  Unter- 
suchungen wieder  haben  nur  den  Charakter  von  Einzelausführungen, 
denen  ein  systematisches  Studium  ohne  Einbusse  für  das.  Gesamtver- 
ständnis wenigstens  nicht  überall  gewidmet  zu  werden  braucht.  Dabei 
ist  es  zweifellos  für  den  Anfänger  nicht  immer  leicht,  einer  gerade 
vorliegenden  Untersuchung  sogleich  mit  sicherem  Urteil  anzusehen, 
welche  Stellung  derselben  im  Gesamtaufbau  des  Buches  zukommt; 
ich  glaube  demnach  der  Brauchbarkeit  des  letzteren  nur  dienen  zu 
können,  wenn  ich  hier 'in  der  fraglichen  Hinsicht  ein  paar  Finger- 
zeige zu  geben  mir  erlaube. 

Jedenfalls  denke  ich  es  mir  weitaus  am  zweckmässigsten,  das 
Studium  des  Buches  mit  den  drei  ersten  Kapiteln  des  zweiten  Ab- 
schnitts zu  beginnen,  wobei  man  gern,  wenn  man  will,  die  auf  Ab- 
schnitt I  zurückbezüglichen  §§  6  bis  8  im  Kapitel  H,  1  zuvörderst 
überspringen  mag.  Immerhin  wird  §  9  verständlich  sein,  wenn  man 
sich  nur  den  Begriff  der  Modulsubstitution  aus  Abschnitt  I  aneignen 
will*).     Demnächst  würde  das  systematische  Studium  des  Kapitels  I,  .•> 

*)  Zur  Auffindung  der. betreffenden  Stellen  bediene  man  sich  des  am  Schlüsse 
vorliegenden  Bandes  angefügten  Sachregisters. 
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IV  Vorrede. 

^zuempfehlen  sein^  insofern  in  den  vier  bis  nun  genannten  Kapiteln 
das  eigentliche  Fundament  für  die  Theorie  der  Modulfunctionen  zu 
erblicken  ist.  Wenn  sich  übrigens  im  zuletztgenannten  Kapitel  1,  3 
zahlreiche  Beziehungen  teils  auf  vorangegangene  Entwicklungen  teils 
auf  die  Vorlesungen  über  das  Ikosaeder  finden,  so  hoflfe  ich  sollen 
dieselben  mehr  anregen  als  das  Verständnis  erschweren. 

Die  Bezugnahme  auf  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  in 
ihrer  hergebrachten  Gestall  weist  aus  dem  wesentlichen  Gedankenkreise 
des  Buches  hinaus.  In  diesem  Sinne  kann  ich  nur  sehr  betonen,  dass 
die  Kapitel  I,  1  und  I,  2  sowie  Teile  von  I,  4  in  keiner  Weise  zu  den 
grundlegenden  zu  rcu^hnen  sind,  dass  ihnen  vielmehr  nur  eine  beiläufige 
Bedeutung  zuzurechnen  ist.  Ich  kann  demnach  auch  nur  raten,  man 
wolle  sich  beim  anfänglichen  Studium  nach  Absolvierung  der  vier 
oben  genannten  Kapitel  II,  1,  2,  3,  I,  3  sogleich  die  beiden  Grund- 
probleme der  Modullehre  zu  eigen  machen,  wie  sie  im  Kapitel  I,  4 
Seite  139  ff.  entwickelt  sind,  um  demnächst  in  einer  gleich  zu  bezeich- 
nenden Weise  das  Studium  fortzusetzen.  Im  übrigen  wird  der  Kenner 
der  Ikosaedertheorie  schon  von  selbst  nach  der  ausführlichen  Begrün- 
dung jener  beiden  Grundprobleme  i^  den  §§  6  bis  13  des  Kapitels  I,  4 
greifen.  Dass  aber  durch  das  Kapitel  I,  2  sowie  durch  die  Anfangs- 
paragraphen von  I,  4  die  Wünsche  der  Differentialgleichungsiheoretiker 
ausreichende  Berücksichtigung  gefunden  haben,  darf  ich  gewiss  hoffen. 

Als  ganz  wesentliche  Erörterungen  muss  ich  jetzt  weiter  diejenigen 
bezeichnen,  welche  den  Inhalt  der  beiden  Kapitel  II,  4,  5  ausmachen. 
Zumal  sind  'es  die  geometrischen  Überlegungen  und  Massnahmen,  die 
hier  durch  immer  erneute  Einübung  zur  Gewohnheit  werden  sollen;  . 
und  es  ist  eine  durchaus  missverständliche  Auffassung,  wollte  man  in 
den  fraglichen  Kapiteln  der  Geometrie  nur  eine  nebensächliche  Rolle, 
etwa  als  Mittel  der  Veranschaulichung  sonstiger  (analytischer)  Mass- 
nahmen, zuerteilen.  Die  hier  bezweckte  Schulung  in  der  auschauungs- 
mässigen  Behandlung  gruppen theoretischer  und  functionentheoretischer 
Gegenstände  ist  namentlich  auch  für  die  Theorie  der  automorphen 
Functionen  (auf  welche  unser  Buch  doch  vorbereiten  soll)  von  der 
allergrössten  Wichtigkeit. 

Weit  eher  dürfte  in  den  beiden  folgenden  Kapiteln  II,  6,  7  eine 
Kürzung  der  Leetüre  zulässig  sein;  ich  kann  hier  als  unentbehrlich 
geradezu  nur  die  drei  ersten  Paragraphen  von  II,  6  und  die  fünf 
ersten  von  II,  7  bezeichnen.  Alles  übrige,  sowie  namentlich  auch  die 
beiden  Kapitel  II,  8  und  II,  9  haben  den  Charakter  von  Einzelaus- 
führungen. Hiermit  soll  diesem  Specialentwicklungen  die  Bedeutung, 
welche  sie  für  sich   haben   mögen,  keineswegs    abgesprochen  werden; 


Vorrede.  V 

es  wäre  ja  in  der  That  unzweckmässig  gewesen^  hätten  wir  bis  dahin 
beständig  Hülfsmittel  auf  HHlfsmittel  flir  künftige  Untersuchung  ge- 
häuft, wenn  wir  deren  Brauchbarkeit  nun  nicht  auch  unmittelbar  an 
der  Materie  unserer  Untersuchung  aufweisen  wollten.  Gleichwohl  muss 
man  es  einigermassen  dem  Leser  überlassen,  aus  den  mannigfachen 
gruppentheoretischen  Einzelheiten  der  genannten  Kapitel  nach  eigenem 
Urteil  und  Geschmack  eine  Auswahl  zu  treffen.  Es  sei  nur  noch  be- 
tont, dass  die  halbmetacjclischen  Untergruppen  von  pag.  460  in  den 
späteren  Teilen  des  Werkes  immer  wieder  eine  Rolle  spielen,  und 
dass  vor  allem  der  pag.  489  formulierte  ^^underbare  Satz  von  Galois 
im  Verein  mit  seinen  künftigen  Anwendungen  (pag.  646  und  749 
im  ersten  Bande,  pag.  419  des  zweiteti  Bandes)  wohl  die  schönste 
Zierde  der  Theorie* der  Modulfunctionen  geliefert  hat. 

•ie  functionentheoretischen  Ausführungen  betreflfend,  so  greifen 
die  beiden  Kapitel  III,  1,  2,  und  dann  zugleich  auch  ihre  Fortsetzung 
im  zweiten  Bande  (Kapitel  VI,  1,  2  daselbst)  über  dfe  eigentliche 
Gedankenentwicklung  der  Modulfunctionen  hinaus,  insofern  die  ge- 
nannten Kapitel  einen  für  sich  stehenden  Abriss  der  allgemeinen  Rie- 
mann'schen  Theorie  der  algebraischen  Functionen  liefern.  Dass  in 
der  Fortentwicklung  der  Modulfunctionen  übrigens  immer  nur  einzelne 
Resultate  der  genannten  allgemeinen  Theorie  zur  Verwertung  kommen, 
durfte  nicht  hindern,  dem  Leser  die  Kenntnisnahme  auch  des  Weges, 
der  zu  diesen  Resultaten  hinführt,  wenigstens  zu  ermöglichen.  Aber 
ich  kann  nicht  zweifeln,  dase  ein  Leser,  welcher  sich  nur  den  Sinn 
der  Existenztheoreme,  die  Eigenart  der  Functionen,  q)*,  sowie  endlich 
einiges  Wenige  über  die  curventheoretische  Vorstellungsweise  zu  eigen 
gemacht  hat,  in  den  Abschnitten  III,  IV,  V  kaum  Schwierigkeiten 
finden  wfrd.  Das  volle  Verständnis  der  allgemeinen  Theorie  der  alge- 
braischen Correspondenzen  und  der  Modularcorrespondenzen  setzt  in- 
dessen durchaus  einen  etwas*  weiter  gehenden  Überblick  über  di^  Theorie 
der  algebraischen  Functionen  voraus  und  erfordert  das  eingehendere 
Studium  der  genannten  Kapitel. 

Die  Anwendbarkeit  der  allgemeinen  Riemann'schen  Existenztheo- 
reme auf  das  functionentheoretische  Grundproblem  der  Modallehre 
führt  im  Kapitel  III,  3  zur  allgemeinen  Auflösung  dieses  Problems, 
und  man  darf  in  diesem  Sinne  das  Kapitel  III,  3  als  den  wesentlichen 
Mittelpunkt  des  ganzen  Werkes  ansehen.  Von  den  weiter  folgenden 
vier  letzten  Kapiteln  des  dritten  Abschnitts  gilt  wieder  dasselbe,  wie 
von  den  Schlusskapiteln  des  zweiten  Abschnitts,  nämlich  dass  sie 
Einzelausführungen  darstellen,  und  zwar  hier  von  der  allgemeinen 
Theorie  in  III,  3.     Dass    hierbei  die   weitaus   interessanteste  Theorie 


VI  *  Vorrede. 

der  siebenten  Stufe  an  die  letzte  Stelle  gelangte^  hat  seineu  Grund 
in  der  Absicht,  dass  ihr  gegenüber  Entwicklungen,  wie  die  zur  achten 
und  sechzehnten  Stufe  gehörenden,  die  doch  zumal  auch  historisch 
einiges  Interesse  beanspruchen,  nicht  gar  zu  sehr  in  den  Hintergrund 
gedrängt  erscheinen  möchten. 

War  schon  im  bisherigen  dem  Leser  mehrfach  anheimgestellt, 
gemäss  seinen  eigenen  Zwecken  eine  Auswahl  aus  dem  dargebotenen 
Stoffe  zu  treffen,  so  gilt  dies  in  noch  weit  höherem  Grade  von  dem 
gesamten  Inhalte  des  zweiten  Bandes.  Umfangreiche  Partieen  sind  hier 
als  zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen  gehörig  anzusehen,  und 
dies  gilt  in  erster  Linie  Tom  grössten  Teile  des  vierten  Abschnitts. 
Die  Transformationstheorie  nimmt  hier  im  Gegensatze  zur  Teilung 
der  doppeltperiodischen  Functionen  den  breiteren  Raum  ein:  und  ich 
will  nicht  unterlassen,  das  Kapitel  IV,  2  sowie  die  Paragraphen  »6,  7, 
8  und  9  im  Kapitel  IV,  3  als  die  wichtigsten  zu  bezeichnen.  Mit 
den  fünf  ersten  Paragraphen  des  Kapitels  IV,  3  aber  ist  es  ein  eigen 
Ding.  Zur  systematischen  Ableitung  der  in  der  Transformationstheorie 
höherer  Stufe  eintretenden  Fragen  erschien  mir  die  Einschaltung  der 
abstracten  und  folglich  schwierigen  Überlegungen  in  §§  3  und  4  des 
in  Bede  stehenden  Kapitels  nötig;  aber  die  Möglichkeit  der  Trans- 
formationsgleichungen und  speciell  der  Modulargleichungen  in  „Special- 
fällen" von  Congruenzmoduln  höherer  Stufe  wird  man  mit  Hülfe  der 
§§  6  ff.  von  IV,  3  sicher  auch  ohne  die  allgemeinen  Principien  in 
§§  3,  4  klarlegen  können.  Als  zwei  weiterhin  gar  nicht  mehr  zur 
Verwendung  kommende  Entwicklungen  möchte  i^h  endlich  die  in  §.10 
und  11  des  fraglichen  Kapitels  bezeichnen. 

Es  wäre  wohl  nutzlos,  die  Anweisungen  für  das  Studium  des  vor- 
liegenden Werkes  in  der  bisherigen  detaillierten  Weise  fortzuführen. 
Es  wird  sich  aus  den  übrig  bleibenden  Kapiteln  des  zweiten  Bandes 
auch  ohnedies  der  Geometer  die  Theorie  der  elliptischen  Normalcurven 
und  die  der  Correspondenzen  herausgreifen,  der  Analjrtiker  aber  die 
Darstellungen  in  den  Kapiteln  V,  2  bis  V,  4,  zumal  die  merkwürdigen 
Potenzreihen  in  V,  3.  Es  findet  des  ferneren  der  Arithmetiker  die 
mannigfachen  Anwendungen  auf  die  Theorie  der  binären  quadratischen 
Formen  und  ihre  Classenzahlrelationen  vor,  während  endlich  für  den 
Functionentheoretiker .  der  Ausbau  der  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen nach  Seite  der  Modulargleichungen  und  -Correspondenzen  in 
Betracht  kommt. 

Nur   in   letzterer  Beziehung  sei  hier   noch   eine  Bemerkung  ge-  * 
stattet.    Man   wird   vielleicht   finden,   dass  die  Theorie  der  Modular- 
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gleichungen  in  Abschnitt  V  zu  weit  in  die  Einzelheiten  hineingetrieben 
sei.  Ich  kann  hierauf  —  wenn  anders  es  überhaupt  einer  Abwehr 
bedarf  —  nur  mit  dem  gleichen  Gedanken  antworten,  den  ich  mir 
oben  schon  einmal  erlaubte:  waä  hilft  die  wiederholte  Angabe,  durch 
die  Theorie  der  Modulfunctionen  seien  die  überkommenen  Probleme 
der  elliptischen  Functionen  ein  gut  Teil  weiter  gelöst,  wenn  wir  nicht, 
wo  es  angeht,  zeigen,  dass  dem  wirklich  so  ist! 

Unserer  Behandlung  der  Modularcorrespondenzen  entspringt  viel- 
leicht der  gegenteilige  Vofwurf,  nicht  hinreichend  weit  den  Einzel- 
enf Wicklungen  gerecht  zu  werden,  die  hier  einmal  vorliegen.  Der 
Kundige  weiss  ja,  dass  es  sich  hier  um  das  vielumworbene  Gebiet 
der  0--Relationen  und  irrationalen  Modulargleichungeu  handelt.  Gewiss 
sei  gleich  zugegeben,  dass  nur  ein  sehr  begrenzter  Ausschnitt  aus  den 
vielfachen  hierher  gehörenden  Untersuchungen  directe  Berücksichtigung 
(in  YI,  6)  finden  konnte.  Aber  hier  lag  es  auch  durchaus  nicht  im 
Sinne  unseres  Werkes,  das  Überkommene  durch  neue  Einzelresultate 
zu  überbieten;  vielmehr  lag  aller  Nachdruck  darauf,  an  einer  enge 
umgrenzten  Auswahl  von  Beispielen  die  neue  Auffassung  der  irratio- 
nalen Modulargleichungeu  klarzulegen,  die  dann  künftighin  ihren  Weg 
auch  zu  den  übrigen  '&- Relationen  finden  mag.  Und  der  Wert  dieser 
neuen  Auffassung  schien  darin  zu  bestehen,  dass  die  irrationalen 
Modulargleichungeu  nicht  als  unverstandene  Producte  einer  zufällig 
geleiteten  analytischen  Rechnung  erschienen,  dass  sie  vielmehr  als 
Darstellungsformen  gewisser  Modularcorrespondenzen  und  damit  als 
notwendige  Glieder  einer  geometrisch -algebraischen  Gedankeneniwick- 
lung  auftraten,  deren  wirksame  Zugkraft  man  in  sonstigen  Gebieten 
der  Functiouentheorie  nicht  in  Frage  stellt.  — 

Vielleicht  sollte  ich  hier  am  Schlüsse  des  Vorwortes  mir  noch  eine 
kurze  Mitteilung  über  die  geplante  Fortsetzung  der  „Vorlesungen  über 
die  Theorie  der  Modulfunctionen"  erlauben;  aber  ich  könnte  doch 
nur  wiederholen,  was  in  Anbetracht  einer  künftigen  Behandlung  der 
„automorphen  Functionen"  in  den  Schlusszeileu  unseres  gegenwärtigen 
Buches  in  Aussicht  genommen  ist. 

Kiel,  den  31.  Juli  1892. 

Robert  Frioke. 
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Vierter  Abschnitt 


Einfahrang  von  Teilangs-  und  Transformationsgrössen  und 

deren  algebraischen  Relationen. 

Erstes  Kapitel. 

Die  Teilwerte  doppeltperiodiseher  Functionen  und  die 

speciellen  Teilungsgleiclinngen. 

In  der  Einleitung  zum  ersten  Abschnitt  unserer  Entwicklungen 
über  die  Modulfunctionen  haben  wir  bereits  auf  die  enge  Beziehung 
der  letzteren  zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen  hingewiesen.  Es 
trat  aber  diese  Beziehung  im  weiteren  Fortgang  der  gruppentheoreti- 
schen sowie  functionentheoretischen  Erörterungen^  wie  sie  im  zweiten 
und  dritten  Abschnitt  zu  entwickeln  waren^  durchaus  zurück.  Nunmehr 
aber  wollen  wir  jene  Beziehung  wieder  aufnehmen  und  es  geradezu 
als  wesentlichsten  Zielpunkt  unserer  künftigen  Entwicklungen  hinstellen, 
dass  wir  das  Ineinandergreifen  der  beiden  genannten  mathematischen  Dis- 
ciplinen  insoweit  beschreiben  wollen,  als  uns  das  heutzutage  vorliegende 
Untersudiungsmaterial  die  Mittel  dam  giebt  Man  wird  dabei  zuvörderst 
die  im  ersten  Bande  gewonnenen  functionen-  und  gruppentheoretischen 
Anschauungsweisen  auf  ihre  Brauchbarkeit  prüfen  wollen^  welche  ihnen 
bei  der  Auflösung  der  für  uns  in  Betracht  kommenden  Probleme  der 
überlieferten  Theorie  der  elliptischen  Functionen  zukommt.  Indem  wir 
diese  Absicht  zu  einem  Teile  im  gegenwärtigen  vierten  Abschnitt 
durchführen,  werden  wir  von  den  in  Rede  stehenden  Problemen  und 
ihrer  Auflösung  nicht  nur  ein  in  manchem  Betracht  inhaltvolleres, 
sowie  der  Natur  möglichst  gemässes  Bild  entfalten,  sondern  wir  werden 
auch  in  einer  zielbewufsten  Fortentwicklung  jener  Probleme  über  den 
Rahmen  der  Überlieferung  hinaus  geführt  werden.  Im  folgenden 
fünften  Abschnitt  sollen   uns  dann  umgekehrt  die  doppeltperiodischen 
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Functionen  Hilfe  leisten^  um  die  functionentheoretische  Betrachtung 
der  Congruenzmoduln  und  die  Lösung  unserer  algebraischen  Funda- 
mentalaufgaben bis  zu  demjenigen  Abschluss  zu  führen,  welcher  nach 
den  bezüglichen  Entwicklungen  im  ersten  Bande  erwünscht  sein  muss. 
Endlich  soll  der  sechste  Abschnitt  für  ein  vom  vierten  her  bleibendes 
Problem  die  Erledigung  bringen,  die  wir  darum  hinausschieben  müssen, 
weil  sie  sich  erst  nach  Einschaltung  gewisser  allgemeiner  Unter- 
suchungen gestalten  lässt;  es  werden  diese  letzteren  Untersuchungen 
eine  Weiterführung  jener  grundlegenden  functionentheoretischen  Ent- 
wicklungen darstellen,  mit  denen  wir  den  dritten  Abschnitt  begannen. 
Sei  übrigens  vorweg  noch  folgende  Bemerkung  gestattet.  Eine 
erschöpfende  Behandlung  aller  somit  in  Aussicht  genommenen  Unter- 
suchungen ist  gegenwärtig  für  uns  weder  möglich  noch  erforderlich. 
Überall  werden  wir  uns  vielmehr  damit  begnügen  dürfen,  durch  Be- 
schreibung der  zur  Zeit  wirklich  ausgeführten  Untersuchungen  den 
Weg  gewiesen  zu  haben,  den  eine  für  die  Zukunft  anzustrebende 
allseitige  Durchführung  unseres  Programms  zu  gehen  hätte.  Ein 
tieferes  Eingehen  auf  die  überlieferte  Theorie  der  elliptischen  Fimctionen 
selbst  erachten  wir  gleichfalls  nicht  als  zu  unserer  Aufgabe  gehörig; 
wir  dürfen,  was  die  Einzelheiten  der  früheren  Entwicklung  angeht, 
auf  die  älteren  Lehrbücher,  vornehmlich  aber  auf  die  umfassende  ge- 
schichtliche Darstellung  des  Enneper'schen  Werkes  verweisen*).  Auf 
der  anderen  Seite  wollen  wir  schon  hier  auf  das  neuerdings  erschie- 
nene Buch  von  Hrn.  H.  Weber  über  ,^EUiptische  Functionen  und 
algebraische  Zahlen^^  aufmerksam  machen**),  in  welchem  namentlich 
der  dritte,  arithmetische  Teil  manchen  bislang  schwieriger  zugäng- 
lichen Gegenstand  dem  allgemeinen  Verständnis  gewonnen  hat. 

§  1.     Gruppentheoretisohe  Grundlagen  für  die  Theorie  der 

elliptisohen  Ftmotionen. 

Die  doppeltperiodischen  Functionen  p  und  p'  lernten  wir  in  I 
p.  149  u.  f.***)  als  von  den  drei  Argumenten  u,  cDi,  cog  abhängige 
Functionen  kennen ,  die  unverändert  blieben  einerseits  bei  Ausübung 
einer  beliebigen  homogenen  Modulsubstitution  (also  einer  linearen  Sub- 
stitution  der  (Ol,  (Dg  allein),    andererseits  bei  Vermehrung  des  u  um 


*)  Eaneper,   Theorie  und  Geschichte  der  elliptischen  Functionen,  2.  Aufl., 
bearbeitet  von  Felix  Müller  (Halle,  1890). 
**)  Braunachweig,  1890. 

*♦♦)  Wir  geben  die  Citate  auf  den  ersten  Band  stets  in  dieser  Form;  Citate 
mit  blosser  Seitenzahl  beziehen  sich  immer  auf  den  vorliegenden  Band. 
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ganzzahlige  Vielfache  der  Perioden  cd^,  cog*  Die  beiderlei  auf  die  Ar- 
gumente ausgeübten  Umänderungen  ziehen  wir  dadurch  in  eins  zu- 
sammen, dass  wir  auf  die  drei  Variabelen  u,  cd^,  cd,  ^ne  beliebige  tertiäre 
ganjszahlige  Substitution  der  Determinante  1  und  der  Gestalt: 

(1)     tt'  =  M  +  Wifl>i  +  W2CD2 ,     cd/  =  aa^  +  /ScDg ,     cd/  ="  y(Oi  +  dco^ 

ausgeübt  denken.  Diese  Substitutionen  bilden  in  ihrer  Gesamtheit 
eine  temäre  Gruppe,  die  V^^^  heisse,  und  es  gelten  für  die  Combination 
zweier  in  ihr  enthaltenen  Operationen  in  einer  sofort  verständlichen 
Bezeichnungsweise  die  Regeln: 

w/  +  m^a  +  m^y\     w/'  =  w/  +  w^/J'  +  Wg*', 

-f-/Sy,   ß^'=^aß>-jr  ßd'y    y'=ya-{'dy,   d"=yj3'-f- *^. 

Alle  Operationen  der  P  ^  von  der  Gestalt: 

(3)  u  =  M  -f-  m^cD^  -f-  nigCDg;      cd/  =  cDi  ,      (o^  =  cog 

bilden  eine  in  der  f^^^  enthaltene  ausgezeicJinete  unäre  Untergruppe, 
die  wir  f^^^  nennen;  und  auf  der  anderen  Seite  bilden  alle  Operationen: 

(4)  u  =  u,     cDi'  =  ocGJi  -f-  /SiDg,      CÖ2'  =  yc»!  +  ä(o^ 

eine  ni(M' ausgezeichnete  binäre  Untergruppe  T^^\  die  wir  direct  als  die 
homogene  Modulgruppe  auffassen  können.  Hier  können  wir  nun  durch 
Anwendung  der  Begriffsbestimmungen  der  Gruppentheorie  auf  f^'^  für 
die  Theorie  der  doppeltperiodischen  Functionen  in  derselben  Weise 
ein  systematisch  geordnetes  Bild  gewinnen,  wie  wir  dies  bislang  durch 
entsprechende  Betrachtungen  auf  dem  engeren  Gebiete  der  elliptischen 
Modulfanctionen  allein  gethan  haben.  Es  mögen  hier  einleitend  die  Grund- 
lagen einer  solchen  Betrachtungsweise  in  aller  Kürze  skizziert  werden. 
Fürs  erste  können  wir  nach  den  Untergruppen  der  f^*^  fragen. 
Dabei  ist  es  freilich  nicht  der  allgemeinste  Ansatz,  aber  es  reicht  doch 
für  unsere  Zwecke  völlig  aus,  wenn  wir  folgenden  zuvörderst  an  die 
r^     anknüpfenden  Gedankengang  einschlagen.    Die  Untergruppen  eines 

endlichen  Index  der  Gruppe  f^^^  sind,  wie  man  sofort  bemerkt,  aus- 
nahmslos Congruenzgruppen,  und  wir  können  deren  Gesamtheit  durch 
den  bereits  in  I  p.  320  u.  f.  ausgebildeten  Entwicklungsgang  in  Er- 
fahrung bringen.  In  diesena  Sinne  reduciere  man  f^^^  modulo  n  auf 
eine  endliche  Gruppe  6r»*  der  Ordnung  n*,  welch'  letztere  nunmehr  in 
ihre  Untergruppen  zu  zerlegen  ist.  Unter  den  n^  modulo  n  incon- 
gruenten  Zahlenpaaren  m^,  m^  giebt  es  aber  im  ganzen  q>{n)  *  •^(n) 
solche  Paare,  bei  denen  der  grösste  gemeinsame  Teiler  von  m^,  m^ 
prim  gegen  n  ist*).   Jede  zugehörige  Substitution  m'  =  w  -j-  m^  ajj  +  m^  (o^ 

*)  Die  Bedeutung  von  9  und  iff  findet  man  in  I  p.  460  angegeben. 
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erzeugt  modulo  n  eine  cyclische  ö«,  welche  offenbar  noch  aus  q){n)  —  1 
weiteren;  in  ihr  enthaltenen  Substitutionen  dieser  Art  hätte  hergestellt 
werden  können.  Wir  finden  solcherweise  innerhalb  der  G«»  im  ganzen 
^(w)  cyclische  6r„,  denen  wir  ebenso  viele  Untergruppen  f«^  der  f^^^ 
zuordnen;  diese  ^(w)  Congruenzgruppen  f«  sind  zwar  nicht  inner- 
halb der  r^*^  gleichberechtigt,  sie  werden  es  jedoch  innerhalb  r^^\ 
wie  wir  nebenher  bemerken.  Hierüber  hinaus  notieren  wir  auch  noch 
die  Hauptcongruenzgruppe  w*®'  Stufe  r|^\\  welche  der  identischen  Sub- 
stitution der  Gn*  zuzuordnen  ist. 

Indem  wir  auf  der  anderen  Seite  die  f^^^  für  sich  einer  analogen 
Betrachtung  unterziehen,  kommen  wir  direct  zum  ursprünglichen 
gruppentheoretischen  Modulproblem  zurück.  Es  wird  sich  dann  aber 
weiter  darum  handeln,  durch  Combination  der  Untergruppen  von  f^^^ 
mit  denen  von  f^^^  tern'are  Untergruppen  von  f^'^  zu  gewinnen,  und 
in  diesem  Betracht  findet  sich  eine  gewisse,  wenn  auch  nicht  weit 
reichende  organische  Beziehung  zwischen  den  beiden  Gruppen  f  und 
r^^\  Combinieren  wir  nämlich  eine  jener  ^(«)  Gruppen  f»^  mit  einer 
Untergruppe  fif^  von  f^*^  und  verlangen^  ddss  die  ersten  Zeilen  in  den 
Substikitionen  der  so  erzeugten  Gruppe  nur  Operationen  der  Vn^  aufweisen 
sollen,  so  muss  fl?^  in  einer  gewissen  der  ^(n)  gleichberechtigten  Congruenz- 
gruppen n*®'  Stufe  r^^,.  enthalten  sein  (cf.  1  p.  461).    Ist  z.  B.  f«  ^  durch 

m^^O,  (mod.  n)  definiert,  so  folgern  wir  aus  (2),  dass  die  soeben 
formulierte  Bedingung  nur  unter  der  Voraussetzung  y'^0,  (mod.  n) 
erfüllt  sein  kann;  durch  diese  letztere  Congruenz  ist  aber  gerade  eine 
jener  Gruppen   r|!^,  .   festgelegt.     Indem  wir  die  Vn^  einzeln  geradezu 

mit  ihren  zugehörigen  fS^  combinieren,  entspringen  ^(n)  gleichbe- 
rechtigte temäre  Congruenzgruppen  n*®'  Stufe  T^^i/^)  •  —  Neben  ihnen 
merken  wir  vor  allem  noch  die  temäre  Hauptcongruenzgruppe  n**'  Stufe 

# 

an,  die  alle  modulo  n  zur  Identität  congruenten  temären  Substitutionen 
(1)  umfasst,  und  deren  Index  in  der  gesamten  V  sich  zu  n*9(n)^(w) 
berechnet.  Durch  Zerlegung  der  zugehörigen  endlichen  Gn*<pxp  in  ihre 
Untergruppen  könnten  wir  in  bekannter  Weise  alle  ternären  Congruenz- 
gruppen w*®'  Stufe  ableiten.  Die  hier  zu  Tage  tretende  endliche 
Gruppe  Gn*(pxf/  ist  im  Falle  n  =  2  eine  G^^  vom  Oktaedertypus,  im 
Falle  w  =  3  eine  G^^q  ,  die  eine  auch  von  anderer  Seite  her  bekannte 
Structur  zeigt  u.  s.  w.*). 

*)  Untergruppen  der  V^^\  welche  nicht  mehr  allein  dnrch  Congnienzen  be- 
züglich eines  festen  Zahlmoduls  definierbar  sind,  haben  wir  hier  ganz  ausser  Acht 
gelassen;  es  würden  andernfalls  unsere  gleich  zu  entwickelnden  functionentheore- 
tischen  Formulierungen  zu  weit  über  das  hergebrachte  Schema  der  elliptischen 
Functionen  hinausgreifen. 
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Für  das  Studium  der  Untergruppen  von  f  kanu  mau  von  der 
Faralleloyrammteilung  der  u-Ebene  genau  denselben  Gebrauch  macheU; 
zu  welchem  wir  beim  gruppentheoretischen  Grundproblem  des  zweiten 
Abschnitts  die  Modulteilung  heranzogen.  Die  Fundamentalpolygone 
der  U-Ebene  sind  dabei  in  einfachster  Weise  stets  Parallelogramme, 
deren  gegenüberliegende  Seiten  jeweils  auf  einander  bezogen  sind. 
Insbesondere  aber  werden  wir  der  ternären  Hauptcongruenzgruppe 
^n^  xi)  ^^^  Fundamentalbereich  ein  Faar  von  Polygonen  zuweisen;  das 
eine  ist  ein  Parallelogramm  der  tt-Ebeue,  das  aus  n^  Elementarparal- 
lelogrammen besteht,  das  andere  ist  das  in  der  CD-Halbebene  gelegene 
Polygon    der   Hauptcongruenzgruppe    n*®'   Stufe    fif,),,^.     In   analoger 

Weise  gestaltet  man  auch  für  die  ^  Gruppen  Vn]p  Paare  von  Poly- 
gonen der  U-Ebene  und  der  o-Halbebene  zu  Fundamentalbereichen. 

§  2.     Hinzutretende  funotionentlieoretisclie  Momente.     Entwicklung 
der  Grundprobleme  der  Theorie  der  elliptisohen  Functionen. 

Den  voraufgehenden  gruppentheoretischeu  Überlegungen  reihen 
sich   nun   unmittelbar   die   nachfolgenden   functionentheoretischen    an: 

Eine  eindeutige j  homogene  Function  der  drei  Argumente  u,  coi,  cog 
benennen  tmr  stets  und  nur  unter  den  drei  folgenden  Bedingungen  als 
eine  doppeltperiodische  oder  elliptische  Function  n*®'  Stufe: 

sie  muss  ungeändert  bleiben,  wenn  man  auf  ihre  Argumente  eine 
Operation  der  Hauptcongruenzgruppe  r|^^,^      ausübt; 

sie  soU,  bei  stehenden  cd^  ,  ca^  ois  Function  von  u  gedeutet,  im  Funda- 

mentalparällelogramm  der  r|^V  wesentlich  singulare  Punkte  nicht  aufweisen; 

sie  soll  endlich  für  constante  Werte  des  u  als  Function  der  ca, ,  cog 
den  Charakter  einer  algebraischen  Modulform  w*®'  Stufe  besitzen  (cf.  I 
p.  616  u.  f.)*). 

Als  die  beiden  Grundprobleme  der  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen aber  können  wir  die  folgenden  anreihen:  Erstlich  soll  man 
elliptische  Functionen  erster  und  höherer  Stufe  wirMich  bilden,  fürs  zweite 


*)  Man  vergl.  übrigens  hiermit  die  Definitionsweise  der  hyperelliptischen 
Fnnctionen  bei  Barkhardt,  Systematik  der  hyperelUpttschen  Functionen  (nach 
Vorträgen  von  F.  Klein),  Math.  Ann.  Bd.  35  p.  217  ff.  (1889);  die  betreffende 
Definition  kann  dort  allerdings  nicht  ganz  so  principiell  gefasst  werden,  wie  hier 
im  Texte  für  die  elliptischen  Functionen  geschieht,  weil  man  im  Falle  der  hyper- 
elliptischen Functionen  immer  mit  Functionen  mehrerer  Variabelen  zu  thun  hat, 
deren  algebraische  Singularitäten  sich  minder  einfach  charakterisieren  lassen, 
anch  statt  der  Fnndamentalpolygone  Fundamentalräume  in  Betracht  zu  ziehen 
sind,  deren  Eigenart  man  noch  nicht  beherrscht. 
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aber  die  zwischen  allen  diesen  Grössen  bestehenden  Beziehungen  der  Unter- 
suchung unterwerfen. 

In  dieser  principiellen  Weise  ist  das  Problem  der  elliptischen 
Functionen  explicit  wohl  noch  nicht  gestellt  worden.  Inzwischen  hat 
sich  die  historische  Entwicklung  der  Theorie  thatsächlich  in  der  somit 
bezeichneten  Richtung  bewegt ,  wobei  eine  directe  Auflösung  allerdings 
nur  für  die  beiden  niedersten  Fälle  der  ersten  und  zweiten  Stufe  ge- 
geben wurde:  für  die  erste  Stufe  liegt  die  Weierstrass'sche  Theorie 
vor,  für  die  zweite  aber  die  Jacobi'sche  (womit  zugleich  das  gegen- 
seitige Verhältnis  dieser  beiden  Theorien  auf  das  einfachste  gekenn> 
zeichnet  ist).  In  der  That  erkennt  man  sofort  in  p{u  \  m^,  co^), 
p'{u  I  (D|,  iDj),  ^2  7  99  elliptische  Functionen  erster  Stufe  und  hat  um- 
gekehrt den  Satz,  dass  jede  solche  Function  erster  Stufe  rational  in 
Pf  iP\9%}9z  darstellbar  ist.  Der  zweiten  Stufe  liegt,  wie  wir  bemerkten, 
eine  temäre  6^24  ^^™  Oktaedertypus  zu  Grunde,  und  in  letzterer  giebt 
es  bekanntlich  drei  gleichberechtigte  Q^^  welche  zusammengefügt  die 
ausgezeichnete  Vierergruppe  innerhalb  der  G^  bilden.  Diesen  G^  ent- 
sprechen ebenso  viele  gleichberechtigte  temäre  1^^^  zweiter  Stufe. 
Indem  wir  ihnen  drei  zweckmässig  gewählte,  gleichberechtigte  doppelt- 
periodische Functionen  zweiter  Stufe  zuweisen  und  selbige  durch  Zu- 
fügung  geeigneter  Factoren  homogen  von  der  Dimension  Null  gestalten, 
werden  wir  zu  den  drei  Jacobi'schen  Functionen  sin  am  u,  cos  am  u, 
A  am  tt  geführt.  Da  in  der  Jacobi'schen  Theorie  überhaupt  allent- 
halben an  der  Dimension  Null  festgehalten  wird,  so  muss  zugleich  an 
Stelle  der  Formen  g^y  g^  erster  Stufe  hier  die  M^oAvlfunction  zweiter 
Stufe  k  treten,  welche  nun  aber  wieder  im  Verein  mit  sin  am,  cos  am, 
A  am  zur  rationalen  Darstellung  aller  elliptischen  Functionen  zweiter 
Stufe  der  Dimension  Null  ausreicht. 

Eine  entsprechende  Theorie  dritter  oder  höherer  Stufe  liegt,  wie 
bereits  angedeutet,  bislang  nicht  ausgebildet  vor,  obgleich  es  nicht 
schwer  wäre,  eine  solche  zu  entwerfen  (vgl.  die  Entwicklungen  des 
fünften  Abschnitts)*).  Dagegen  kennt  man  seit  lange  zweierlei  Mittel, 
auf  indirectem  Wege  aus  elliptischen  Functionen  niederer  Stufe  solche 
einer  höheren  Stufe  herzustellen.  Wir  geben  diese  Hilfsmittel  hier 
kurz  an,  indem  wir  sie  ausschliesslich  auf  die  Functionen  erster  Stufe 
anwenden.    Fürs  erste  bezeichnen  wir  als  n-Teilung  den  Übergang  von 

P(U  I   ©1,  ©,),      P\U  I  ©1,  CD,) 

ZU  den  neuen  Functionen 


*)  Vgl.  auch  den  Aafsats  von  Klein:  Über  unendlieh  viele  Normalformen 
des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung  in  den  Sitzungsberichten  der  Münchener 
Akademie  von  1880  (abgedruckt  in  Bd.  17  der  Mathematischen  Annalen). 
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(U         S^V ii ®i;  «^2/?     P\ n ^u^ijf 

wobei  k,  (JL  irgend  zwei  ganze  Zahlen  sein  sollen.  Ohne  für  den  Augen- 
blick auf  die  Natur  dieser  Grössen  (1)  des  näheren  einzugehen, 
bemerken  wir  hier  nur,  dass  sie  wirklich  in  unserem  Sinne  doppelt- 
periodische Function  n^  Stufe  vorstellen.  Auf  der  anderen  Seite  be- 
nennt man  als  Transformation  n*®'  Ordnung  den  Übergang  von 

zu  den  Grössen 

(2)      p(u  I  n©!,  Og),     p'(u  I  ncDi,  ©,),    ^^^(wcDi,  cdj),    ö'sCwcDi,  cd^)  . 

Die  so  gewonnenen  Grössen  gehören  als  Functionen  von  u  zu  der 
durch  Wj  E=  0,  (mod.  n)  definierten  Congruenzgruppe  Pn  ;  als  ellip- 
tische Functionen  n^  Stufe  gehören  sie  zur  bezüglichen  ternären 
riv'(n)-  Da  i™  Gegensatz  zur  Teilung  die  Transformation  n*®'  Ord- 
nung eine  auf  die  Perioden  (und  zwar  ausschliesslich  auf  diese)  an- 
gewandte Operation  vorstellt,  so  unterliegen  derselben  selbstverständ- 
lich auch  g^  und  g^,  und  mau  kann  sich,  wenn  man  will,  auf  Be- 
trachtung der  Transformation  allein  von  g^  und  g^  beschränken;  man 
wolle  diesen  Umstand  für  später  festhalten.  Die  hiermit  definierten 
Operationen  der  Teilung  und  Transformation  n*®'  Ordnung  lassen  sich 
zwanglos  auch  auf  beliebige  doppeltperiodische  Functionen  höherer 
Stufe  anwenden;  wir  werden  in  diesem  Sinne  später  von  einer  Teilung 
bez.  Transformation  n*®'  Ordnung  m^  Stufe  sprechen. 

Wir  bezeichneten  die  Herstellung  geeigneter  doppeltperiodischer 
Functionen  oben  als  das  erste  Problem;  als  zweites  Problem  aber 
gaben  wir  an,  dass  die  Beziehungen  zwischen  den  elliptischen  Func- 
tionen der  verschiedenen  Stufen  der  Untersuchung  unterworfen  werden 
sollen.  Der  hierbei  eintretende  Hauptsatz  ist  aber  der,  dass  eine 
elliptische  Function  n^  Stufe  stets  eine  algebraische  Function  von 
Pf  P'y  927  99  ^^'  ^^^  kann  diesen  Satz  mit  Hilfe  Riemann'scher 
Principien  beweisen;  inzwischen  werden  wir  die  Durchführung  dieses 
Nachweises,  sowie  auch  eine  präcisere  Ausgestaltung  und  Verallge- 
meinerung des  Satzes  als  Untersuchungsgegenstände  einer  ausführ- 
lichen Theorie  der  elliptischen  Functionen  ansehen  dürfen.  Für  uns 
sollen  hier  ausschliesslich  die  bei  der  Teilung  und  Transformation 
n^  Ordnung  auftretenden  algebraischen  Relationen  in  Betracht  kommen. 
Aber  auch  diese  Relationen  werden  wir  weiterhin  nur  insoweit  zu 
berücksichtigen  haben,  als  sie  in  das  engere  Modulprogramm  hinein- 
gehören. Wir  wollen  demnach  an  Stelle  der  Teilung  schlechtweg  die 
sogenannte  „specieUe^^  Teilung  setzen;  die  letztere  beschäftigt  sich  mit 
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denjenigen  Functionen  von  o,,  cj^  allein,  die  aus  den  Grössen  von  der 
Art  (1)  durch  die  Substitution  w  =  0  entspringen.  Dass  diese,  als 
w**  Teilwerte  zu  bezeichnenden  Modulformen  wirklich  algebraische  sind, 
werden  wir  späterhin  noch  explicite  nachweisen.  Wir  wollen  des 
ferneren  an  Stelle  der  Transformation  n**"  Ordnung  schlechtweg  die 
specidle  Transformation  einer  Modulfundion  oder  Modulform  treten  lassen. 
Während  wir  aber  die  Teilung  nur  der  ersten  Stufe  und  auch  diese  nur 
nebenher  durchführen  wollen,  soweit  es  für  die  Zwecke  einer  allge- 
meinen Orientierung  sowie  für  spätere  Anwendungen  erforderlich 
scheint,  werden  wir  die  Transformation  w*®'  Ordnung  nicht  nur  für 
die  erste,  sondern  auch  für  die  höheren  Stufen  ausführlicher  besprechen. 
Diese  verschiedenartige  Berücksichtigung  zweier  coordinierter  Probleme 
ruht  nicht  auf  principiellen  Erwägungen,  sondern  ist  wesentlich  durch 
den  Stand  der  Vorarbeiten  bedingt. 

§  3.    Grappentheoretische  Untersnohung  der  n^°  Teilwerte  fx^i  einer 

doppeltperiodischen  Function  erster  Stufe. 

Ist  f{u  I  CD, ,  Gjg)  irgend  eine  doppeltperiodische  Function  der 
ersten  Stufe,  so  wolle  man  sich  deren  n^  Teilwerte  herstellen  und 
bezeichne  dieselben  durch: 

(1)  /i,/«'(®n  ö>2)  =/'(^--^-^*^  i  «öl,  Ö2), 

wobei  A,  ft  offenbar  auf  ein  System  von  n^  modulo  n  incongruenten 
Zahlenpaaren  eingeschränkt  werden  darf.  Als  besonders  wichtige  Bei- 
spiele von  Teilwerten  dieser  Art  haben  wir  diejenigen  der  ^-Func- 
tion px,^iy  sowie  die  ^o'x,i^,  und  jedenfalls  lässt  sich  fx^^  mit  Hilfe  von 
9%y  9d  i^  P^,fif  P^,fi  rational  darstellen.  Aber  infolge  des  besonderen 
Charakters  der  p-  und  ^'-Function  haften  diesen  letzteren  Teilwerten 
particuläre  Eigenschaften  an,  die  wir  um  der  Allgemeinheit  willen 
von  den  fx^^^  vorab  nicht  voraussetzen  wollen.  Man  nehme  also  von 
f  an,  dass  es  als  Function  von  u  weder  gerade  noch  ungerade  sei, 
dass  ferner  keine  der  Zahlcombinationen  (A,  fi)  infolge  Verschwindens 
oder  Unendlichwerdens  von  /x,^  auszulassen  ist;  letzterer  Umstand 
tritt  offenbar  bei  den  px^fi,  pi^fi  für  die  Combination  A  =  |x  «=  0  ein. 
Nach  diesen  Festsetzungen  mögen  die  n*  Teil  werte  fx^^^  als  Functionen 
von  CD},  CD2  nach  einander  der  gruppentheoretischen  und  functionen- 
theoretischen  Betrachtung  unterzogen  werden. 

Die  durchzuführende  gruppentheoretische  Betrachtung  steht  nun 
in  engster  Beziehung  zu  den  Entwicklungen  in  I  p.  460  u.  f.,  wenn  wir 
uns  die  letzteren,  was  keine  Schwierigkeit  hat,  für  homogene  Modul- 
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Substitutionen  durchgeführt  denken*).  Man  ziehe  nämlich  zunächst 
den  besonderen  Teilwert  /o,i  heran  und  übe  auf  denselben  eine  beliebige 
Modulsubstitution  aus.     Es  folgt: 

(2)  /i,i  (a  CD,  +  /3(D2 ,  y(o^  +  ö  (Da)  =  /;,  ö  (»1 ,  »2)  7 

und  also  wird  ^,l  nur  durch  die  n  modulo  n  unterschiedenen  Opera- 
tionen 1,  5,  S^,  . . .,  5"""^  in  sich  transformiert.  Nach  den  L  c,  gegebenen 
Sätzen  gehört  somit  /o,i  zu  einer  homogenen  Congruenzg^nppe  r,^(n)t^(„) 
der  n**°  Stufe  und  ist  deshalb  eine  unter  g)(n)ilf(n)  mit  einander  gleich- 
bereditigten  Modulformen  «*®'  Stufe.  Aus  (2)  können  wir  unter  Röck- 
sicht auf  die  in  I  p.  390  ff.  durchgeführte  Überlegung  diese  9>(n)^(n) 
Moduln  n*®'  Stufe  sofort  angeben:  Es  sind  einfach  alle  diejenigen  Teil- 
werte  /z,/i  I  bei  denen  der  grösste  gemeinsame  Factor  t  von  k  und  ft  prim 
gegen  n  ist.  Aber  es  giebt,  wie  wir  wissen  ^  im  ganzen  nur  ^(n)  gleich- 
berechtigte Gruppen  f^y/;  daJier  müssen  zu  jeder  dieser  Untergruppen  ins- 
gesamt q)(n)  unserer  Modulformen  fx^fi  gehören.  So  gehören  z.  B.  die 
<p(n)  Moduln  /o,^;  in  denen  fi  ein  System  incongruentef  und  gegen 
n  primer  Zahlen  durchläuft^  gemeinsam  zu  derjenigen  f^i//,  die  sich 
mod.  n  auf  die  n  Substitutionen  S^  reduciert.  Solche  q>(n)  zusammen- 
gehörige Teilwerte'  werden  unter  einander  permutiert  durch  die  Opera- 
tionen einer  derjenigen  Gruppen  G(p(n),  welche  mit  der  bezüglichen 
Gn  combiniert  die  zugehörige  metacycliache  Gn(p{n)  bilden  (cf.  I  p.  461). 
Verbindungen  jener  q>{n)  Teil  werte,  welche  gegenüber  den  Operationen 
der  Gfp{n)  unveränderlich  sind,  werden  uns  also  Grössen  liefern,  die  zu 
der  metacyclischen  G„(p(n)  oder,  besser  gesagt,  zur  bezüglichen  Con- 
gruenzgruppe  r,^(«)  gehören,  was  wir  hier  nebenher  bemerken  wollten**). 
Haben  jetzt  weiter  A,  ft,  n  den  grössten  Teiler  t  >  1  gemeinsam, 

(^1  \  ter 
I      Teilwert  und   gehört  demnach  zur 

AI 

Stufe  -— •    Zur  Sicherstellung  der  voraufgehenden  Entwicklungen  haben 

wir  also  den  Zusatz  zu  machen:  Eigentlich  zur  n^^  Stufe  gekoren  über- 
haupt nur  jene  q>(n)il}{n)  gleichberechtigten  Teilwerte,  von  denen  ^,l  ein 
einzebier  war.    Indem  aber  die  Gesamtzahl  der  eigentlich  und  uneigent- 


*)  Für  homogene  Substitutionen  kommt  übrigens,  wie  man  sich  leicht  über-, 
zeugt,  die  damalige  Bedingung  n  >-  4  in  Fortfall.  Im  Falle  n  «=  1  wolle  man 
übereinstimmend  9  o«  t/^  «»  l  nehmen. 

*•)  Diese  letzteren  Verhältnisse  sind  in  ausgiebiger  Weise  von  Hm.  Kiepert 
verfolgt  in  der  Arbeit:   Über  Teilung  und  Transformation  der  elliptischen  Func- 
tionen, Math.  Ann.  Bd.  26  (1885).    Der  einfachste  Fall  ist  der,  dass  der  Teilungs 
grad  n  eine  Primzahl  q  ist;  alsdann  werden  die  Gruppen  O  ,^x,  wie  wir  wissen, 
cycliscb,  was  im  allgemeinen  keineswegs  der  Fall  ist. 
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lieh  zur  n**"*  Stufe  gehörenden  Teilwerte  /i,^,  wie  wir  fanden  ^  v?  ist, 
entspringt  die  Gleichung: 

(3)  2''>(t)*(t)-»'. 

t 

wo  Über  die  gesamten  Teiler  x  von  n  zu  summieren  ist;  für  r  =  n 
haben  wir  die  Grosse  erster  Stufe  /i,o,  welche  natürlich  in  Formel  (3) 
mitgezählt  ist. 

Die  für  die  Functionen  ^(i^);  ^X^)  eintretenden  Besonderheiten 
kann  man  nunmehr  leicht  angeben.  Hier  fallen  erstlich  die  Werte 
Fo,o;  ^0,0  aus,  die  beide  oo  sind.  Überdies  kommen,  weil  ^  eine  gerade, 
j?'  aber  eine  ungerade  Function  von  u  ist,  direct  die  I  p.  460  für 
nicht-homogene  Modulsubstitutionen  gegebenen  Abzahlungen  zur  Gel- 
tung; wir  haben  also  i9?(w)^(n)  eigentlich  zur  ri^  Stufe  gehörende 
^t,^  und  ebenso  viel  wesentlich  verschiedene  ^i,|t,  während  wir  ein- 
fach durch  Zeichenwechsel  dieser  Moduln  die  andere  Hälfte  der  ri^ 
Teil  werte  ^^^  erhalten.  Eine  bekannte  Ausnahmerolle  spielt  hier 
nur  wieder  der  Fall  n  =  2,  wo  wir  nicht  ^9?(w)^(w),  sondern  direct 
g)(M)^(n)  =  3  verschiedene  Teilwerte  haben.  Doch  gilt  dies  letztere 
Resultat  nur  für  ^;  denn  die  Function  ^'(u)  wird  an  den  drei  Stellen 

u  =  — ^2"^  °ii^  Null  identisch,  so  dass  wir  überhaupt  keine  zweite 
^'- Teil  werte  besitzen.  Die  Gesamtzahl  der  wesentlich  verschiedenen 
beim   n*^  Teilungsgrad    entspringenden  Teilwerte  von  ^  und  ^'  ist 

sonach  — - —  für  ungerades  n;  dagegen  haben  wir  bei  geradem  n  im 
ganzen       "T     Teilwerte  ^t,^  und  — - —  wesentlich  verschiedene  ^i,/*. 

§  4.    Die  zu  den  Teüwerten  fx^^  gehörenden  Teüungsglelohungen. 

Im  allgemeinsten  Falle  der  am  Anfang  des  vorigen  Paragraphen 
gedachten  Modulformen  fx^^  war  ein  eigentlich  zur  n*®°  Stufe  ge- 
hörendes /i,^  eines  unter  ^(n)^(ti)  gleichberechtigten.  Indem  wir 
sogleich  im  folgenden  Paragraphen  den  ausführlichen  Beweis  der  alge- 
braischen Natur  der  Moduln  fi^^  nachholen,  haben  wir  hier  als  wich- 
tiges unmittelbares  Ergebnis  der  in  Bd.  I  entwickelten  Principien :  T^s 
ist  fx^ft  Wunsd  einer  irreducibelen*)  algebraischen  Gleichung  des  Grades 
q>(n)t(n): 

*)  Die  Irreducibilität,  wie  die  sogleich  anzugebende  Monodromiegruppe,  be- 
zieht sich  hier  stets  auf  den  Rationalitätsbereich  g^,  g^*  Übrigens  wird ,  indem 
wir  uns  auf  die  allgemeinen  Principien  von  Bd.  1  beziehen,  ein  neues  Moment  in 
die  Theorie  der  Teilungsgleichungen  eingeführt;  man  hat  bisher  die  Existenz  der 
Teilungsgleichungen  immer  ausschliesslich  aus  dem  Addition siheorem  der  doppelt- 
periodischen Functionen  abgeleitet. 


and  specielle  Teilangsgleiclinngen.  11 

(1)  f9y^+  B,{9,,9;)f^^'-'+R,{9,,  ^3)/*^^-'+  •  •  •  +  Ii^rp{9,,9,)  =  0, 

deren  Coeffieienten  rationale  Functionen  von  9^  und  9^  sind.  Wir  be- 
zeichnen diese  Relation  als  eine  Teilun9S9leichun9  oder  auch  genauer 
als  eine  specielle  Teilun9S9leichun9  für  den  n^^  Teilungsgrad,  wobei  wir 
durch  letztere  Bezeichnung  die  vorliegende  Relation  (1)  von  der  allge- 
meinen Teilungsgleichung  unterscheiden  wollen,  die  im  Sinne  des  im 
vorletzten  Paragraphen  (p.  7)  namhaft  gemachten  Hauptsatzes  bei  der 
Teilung  der  doppeltperiodischen  Functionen  auftritt.  Durch  die  hier 
gewählte  Herleitung  ist  zugleich  ohne  weiteres  evident,  dass  die  Tei- 
Iun9sgleichun9  (1)  eine  Besolvente  des  hei  der  n*^  Stufe  auftretende^}, 
Galois'schen  Froblems  2^(w)*^  Grades  ist,  und  wir  können  also  um- 
gekehrt sagen,  die  Gleichung  (1)  habe  eine  Galois'sche  Gruppe*)  der 
Ordnung  2(i{n),  So  gehört  als  Galois'sche  Resolvente  der  Gleichung  (1) 
des  fünften  Teilungsgrades  die  homogene  Ikosaedergleichung  zu,  der- 
jenigen des  siebenten  Grades  aber  etwa  das  homogene  Problem  der 
Ay  vom  Grade  2-168  (cf.  I  p.  740  (7)).  Ist  n  eine  zusammengesetzte 
Zahl,  so  könnte  man  alle  auf  die  Teiler  von  n  als  Teilungsgrade  be- 
züglichen Gleichungen  (1)  mit  einander  multiplicieren,  um  solcherweise 
eine  Gleichung  vom  Grade  n*  zu  erhalten,  welcher  alle  beim  Teilungs- 
grad n  auftretenden  Teilwerte  genügen.  Wir  wollen  diese  Gleichung 
fernerhin  im  Gegensatze  zu  der  irredudbelen  Gleichung  (1)  kurz  als 
die  zum  Teilungsgrade  n  gehörende  redudbele  Teilungsgleichung  be- 
zeichnen. 

Ist  f(u)  eine  ungerade  Function,  so  fallen  in  (1)  alle  Coeffieienten 
Hr  mit  ungeraden  Exponenten  als  identisch  verschwindend  aus;  solches 
tritt  z.  B.  für  p'x^^  ein.  Ist  f{u)  gerade,  wie  z.  B.  i«?(t«),  so  tritt  eine 
Modification  unserer  bisherigen  Untersuchung  für  alle  Teilungsgrade 
n  >  2  ein.  Hier  wird  offenbar  (1)  reducibel,  indem  die  linke  Seite 
«dieser  Gleichung  in  das  Quadrat  eines  Ausdrucks  vom  Grade  ^  ^>{n)'^{n) 
übergeht.     Dieser  Ausdruck,  für  sich  gleich  Null  gesetzt: 

(2)  f^f^+  Ii,(9„9,)f^'"'-'-\-  •  •  •  +  Ri<,,p{9„9>)  =  0, 

liefert  uns  jetzt  die  irreducibele  Teilungsgleichung,  deren  Gruppe  er- 
sichtlich die  Ordnung  fi(n)  besitzt. 

Um  auch  die  reducibele  Teilungsgleichung  für  p  bez.  p'  in  Bezug 
auf  ihren  Grad  sogleich  näher  zu  charakterisieren,  müssen  wir  wieder, 
wie  am  Schluss  des  vorigen  Paragraphen,  ein  ungerades  n  von  einem 


*)  Gemeint  ist  hier  wieder  die  Monodromiegrappe.  Auch  die  eigeDtliche 
Gkdoi8*sche  Qrnppe  ist  wenigstens  för  einige  Teilungsgleichnngen  näher  untersucht 
worden;  man  sehe  die  hierauf  bezügliche  Note  des  folgenden  Paragraphen. 
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geraden  sondern.  Für  ungerade  n  wird  die  vom  allgemeinen  Falle 
f\fi  her  bekannte  Gleichung  vom  Grade  n^  deshalb  zuvörderst  auf  den 
Grad  (w*  —  1)  sinken,  weil  die  eine  der  in  Betracht  kommenden 
Wurzeln  pofi  bez.  ^o,o  den  Wert  oo  hat;  ausserdem  aber  wird  die  linke 
Seite  der  Gleichung  für  p  das  Quadrat  eines  Ausdrucks  vom  Grade 

— 2  —  •    Bei  geradem  n  tritt  wieder  Reduction  des  Grades  auf  (n* —  1) 

ein;  sodann  aber  spaltet  sich  bei  p'  der  Factor  ^'*,  bei  p  aber 
("ip^  —  92^  ~-  ffs)  a-b,  während  im  letzteren  Falle  das  Quadrat  eines 

Ausdrucks  vom  Grade  — ;: —  zurück  bleibt. 


§  5.    Der  algebraische  Charakter  der  ^,^, .    Besondere  Eigenschaften 

der  Teüwerte  px,^,  ^i,^. 

Um  den  voraufgehend  bereits  wiederholt  benutzten  algebraischen 
Charakter  der  Teil  werte  /i,^  darzuthun,  sowie  um  weiter  eine  Reihe 
besonderer  Eigenschaften  der  ^»^i,/,,  p'x,/n  abzuleiten,  erscheint  es  zweck- 
mässig, an  analytische  Darstellungen  dieser  letzteren  Teilwerte  an- 
zuknüpfen. Dieselben  entspringen  aus  den  Reihenentwicklungen  (4) 
in  I  p.  150  unter  Benutzung  von  Formel  (2)  in  I  p.  153.     Unter  e 

2in 


die  primitive  n^  Einheitswurzel  e  "    verstanden,  ergeben  sich  zunächst 
für  diejenigen  Teil  werte,  welche  ein  A  >  0  haben,  die  Darstellungen 


(1) 


\»=0 


«=i  <=i 


2X.      /     00  Xj\  3 

n 


(ä)V^-=G'''-"+^^''^")  2^"'^ 


(2) 


00        OP  ,  »{nt-\-X)  9{nt  —  X)k 


,=  1  t=l 


Bei   A  ==  0   lassen  sich  die  Reihen    mühelos   noch   etwas    weiter   zu- 
sammenziehen;  dortselbst  erhalten  wir 


OD 


4  sin'  ■--         w=i 


n 
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cos 


4  sin'*  ^— -        m=i 


n 
/    1» 


und  es  haben  h  und  h   die  nachfolgende  Bedeutung: 

A,(m)  =  2^^(1-008'-^), 


(5) 


h,.{ni)^2^t^Bm^-^, 


summiert  über  alle  Teiler  t  von  m. 

Alle .  diese  Reihenentwicklungen  (1)  bis  (4)  subsumieren  sich 
unter  die  allgemeine  Gestalt: 

1  A 

und  wir  betonen  einer  in  §  6  zu  ziehenden  Folgerung  wegen  schon 
hier,  dass  sich  die  Coefficienten  a^,  a^^  . .  .  numerisch  rational ,  und 
zwar  mit  Ausnahme  von  %  sogar  ganz  aus  der  n^^  Einheitswurzel  e^ 
aufbauen.  Vor  allem  aber  gelingt  es  jetzt  mühelos,  den  algebraischen 
Charakter  unserer  Teilwerte  zur  Evidenz  zu  bringen.  Aus  der  Natur  der 
Functionen  p{u)  und  p'{u)  entnimmt  man  ohne  weiteres,  dass  irgend 
ein  Teilwert  ^2,^,  ^i,^  niemals  in  einem  im  Innern  des  Polygons 
n*®'  Stufe  gelegenen  Punkte  unendlich  werden  kann.  In  der  Spitze  des 
Polygons  bei  o=»ioo  aber  werden  (o\^}x,^y  ^\^^^,^t}  allgemein  zu  reden, 

mit  einer  ganzzahligen  Potenz  von  r»  proportional,  und  in  den  übrigen 
Spitzen  des  Polygons  erkennt  man  vermöge  der  in  I  p.  587  für  diesen 
Fall  vorbereiteten  Regel  den  gleichen  Charakter  der  Teilwerte.  Es 
haben  demnach  px,ftf  px,fi,  innerhalb  des  Polygons  betrachtet,  nirgends 
einen  tQesentlich  singulären  Pmikt  und  sind  eben  deshalb  algebraische 
Modulformen  n^^  Stufe.  —  Dasselbe  gilt  denn  sofort  auch  allgemein  für 
die  /i,^,  da  sich  diese  Teil  werte,  wie  wir  ja  bereits  bemerkten,  rational 

^^  9^M  P^f*>  927  93  darstellen  lassen. 

Indem  wir  jetzt  zu  den  irreducibeln  Teilungsgleichungen  für  p 
und  p'  zurückkehren,  bemerke  man,  dass  die  Coefficienten  derselben 
ganze  symmetrische  Verbindungen  der  in  Betracht  kommenden  Teil- 
werte sind.  Nun  aber  werden,  wie  wir  schon  sagten,  die  pi^f^y  pz^^i 
im  Innern  des  Polygons  n^^  Stufe  nicht  unendlich,  und  also  können  jene 
Coefficienten  Ilv{g%,  g^)  der  Teilungsgleichungen  im  Ausgangsdreieck 
höchstens  noch  in  der  Spitze  o  =  ioo  unendlich  werden.    Sei  jetzt  die 

•)  cf.  Formel  (6)  I  p.  687. 
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Dimension  von  R^,  in  a^,  1D2  durch  —  x  bezeichnet,  so  wird  JRy  A 
eine  Modnlfunction  erster  Stufe  sein,  die  im  Ausgangsdreieck  höchstens 
bei  CO  =  ioo  unendlich  wird.     Wir  haben  demnach  in  Ry  A""'*  eine 
ganee  rationale  Function  von  J,  etwa  des  tf*^  Grades: 

JJi*A~''  =  aJ^+&J^""'H \-h. 

Wenn  man  jetzt  für  J  den  Quotienten  g^ :  A  einführt  und  x  —  tf  »=  r 
schreibt,  so  wird 

wo  r  eine  negative  oder  positive  ganze  Zahl,  G  aber  eine  ganze 
rationale  Function  von  ^g,  g^  ist,  die  (zufolge  der  vorletzten  Formel) 
bei  d  =  «00  bis  auf  eine  Potenz  von  (o^  niit  einer  endlichen,  von  Null 
verschiedenen  Grösse  identisch  wird.  Sonach  wird  og  ^B]^  bei  o  =  ioo 
mit  r^  proportional,  und  nun  bemerke  man,  dass  in  den  Reihenent- 
wicklungen für  pi^fif  px^fi  Potenzen  von  r  mit  negativen  Exponenten 
überall  nicht  auftreten.  Dieserhalb  ist  1^  ^  0,  und  wir  können 
A*G{g2y  gs)  in  G'{g^,  g^)  zusammenfassen;  ist  aber  die  zwölfte  Potenz 
von  Rvig%y  g^  eine  ganze  Function  von  g^,  g^^  so  gilt  ein  Gleiches 
von  üy  selbst.  Damit  haben  wir  den  Hauptsatz  gewonnen:  Die  Teil- 
werte  px,ft,  p'x,fi  genügen  den  Gleichungen: 

lp^'''+G,p^^''''  +  G,p^^'''-'+^^.  +  G,^  =  0, 

i?>^  +  G6^>^-«  +  G[,pvy^-^  +  •  •  •  +  Öi  vv  =  0, 
wo  Gp,  Gy  ganze  rationale  Functionen  von  g^,  g^^  ( —  v)*®'  Dimension 
in  den  o^,  o^  sind.    Wir  benennen  in  diesem  Sinne  die  n*®"  Teilwerte 
der  Functionen  p  und  p   als  ganze  Modulformen  n^  Stufe. 

Nun  aber  giebt  es  bei  der  Dimension  der  g^^  g^  keine  ganze 
Function  der  g^^  g^^  die  in  den  ©1,  Og  die  ( —  2)*®  Dimension  hätte; 
es  ist  also  G^  identisch  Null.  Die  einzig  existierende  Function  G^  ist 
ag^j  wo  a  numerisch  ist;  die  einzige  G^  ist  hg^  u.  s.  w.  Dank  unseres 
formentheoretischen  Ansatzes  sind  wir  also  ohne  weiteres  im  Stande, 
für  gegebenes  n  die  in  Rede  stehenden  Coefficienten  der  Teilungs- 
gleichung bis  auf  numerische  Bestandteile  anzugeben.  So  haben  wir 
bei  noch  nicht  specificiertem  n  die  Anfangsglieder: 

+  dg.g.p^"'^-' + 0, 

^  ^  +  W,9.  +  eg'^ip'f^-'  + 0*). 

*)  Die  älteren  Arbeiten  über  unseren  Gegenstand  beziehen  sich  natürlich 
alle  auf  die  Teilungsgleichungen  für  die  Functionen  zweiter  Stufe  sin  am  u  etc. 
Diesen  Gleichungen  gelten  denn  auch  die  Entwicklungen  über  die  zagehörigen 


(6) 
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§  6.  Methode  zur  endgültigen  Bestimmung  der  Coefficienten  G(g^y  g^). 
Das  AbBolutglied  der  Teilungsgleichung  der  px^fi» 

Zur  endgültigen  Bestimmung  der  numerischen  Bestandteile  inner- 
halb der  Coefficienten  Gy^g^,  g^)  der  speciellen  Teilungsgleichungen 
(7)^  (8)  §  5  kann  man  z.  B.  nach  einer  weiterhin  noch  sehr  häufig 
zur  Anwendung  kommenden  Methode*)  wie  folgt  verfahren:  Man 
entwickele  auf  Grund  der  Reihen  des  §  5  diejenigen  ganzen  symmetri- 
schen Functionen  der  gerade  in  Betracht  kommenden  Teilwerte  in  eine 
Reihe  nach  r,  welche  die  gewünschten  Coefficienten  von  (7)  bez.  (8) 
§  5  geben.  Die  einzelne  solche  Potenzentwicklung  wird  nur  noch 
ganze  Potenzen  von  r  aufweisen ,  und  die  auftretenden  Coefficienten 
dieser  Potenzen  werden  rationale  Zahlen  sein.  In  der  That  kann  im 
einzelnen  Coefficienten  die  Einheitswurzel  s  nur  noch  insoweit  enthalten 
sein,  dass  dieser  Coefficient  unverändert  bleibt,  wenn  wir  s  durch  eine 
andere  primitive  n^  Einheitswurzel  ersetzen.  Auf  der  anderen  Seite 
aber  ist  der  in  Rede  stehende  Coefficient  der  Teilungsgleichung: 

summiert  über  alle  nicht  negativen  ganzzahligen  Lösungen  der  Glei- 
chung 4<y -|- 6t  =  v;  und  wenn  vnr  hier  für  g^^  g^  ihre  Entwick- 
lungen nach  ansteigenden  Potenzen  von  r  einsetzen,  so  entspringt  eine 
zweite  Entwicklung  von  G^  nach  r.     In  dieser  sind  die  Coefficienten 

(immer  von  einer   gemeinsamen  Potenz  von   (  — )  abgesehen)   lineare 

GaIoi8*8cheQ  Gruppen,  deren  wir  in  der  Note  zu  p.  11  im  Vorbeigehen  gedachten. 
Die  betreffenden  Arbeiten,  welche  letzteren  Gegenstand  zum  ersten  Male  erschöpfend 
behandeln,  sind  die  von  Sylow,  Sur  le  graupe  de  Viquations  paur  la  divisian 
des  p^riodes  des  fonctions  eUiptiques,  Forhandlingar  i  Videnskabs-Selskabet  i 
Christi ania  (1871)  und  Kronecker,  Über  die  algebraischen  Gleichungen,  von  denen 
die  Teilung  der  elliptischen  Functionen  abhängt,  Berliner  Monatsberichte  1876.  Durch 
diese  Entwicklungen,  in  denen  übrigens  die  weiterhin  noch  zu  erwähnenden 
AbeFschen  Relationen  eine  wichtige  Rolle  spielen,  wird  als  diejenige  numerische 
Irrationalität,  durch  deren  Adjunction  die  Galois^sche  Gruppe  auf  die  Monodromie- 
gruppe  zurückkommt,  die  im  Texte  mit  e  bezeichnete  primitive  n^  Einheitswurzel 
angegeben.  Neuerdings  ist  auf  diesen  Gegenstand  auch  Hr.  Weber  in  seiner 
Abhandlung  „Zur  Theorie  der  eUliptischen  Functionen'*,  Acta  mathem.  Bd.  6  (1886) 
lurflckgekommen.  Der  Satz  über  die  Adjunction  des  e  gilt  übrigens  ohne  jede 
Modification  auch  für  die  zur  Teilung  erster  Stufe  gehörenden  Gleichungen  (7) 
und  (8)  des  Textes. 

*)  Die&^e  Methode  wurde  in  unwesentlich  modificierter  Gestalt  auch  bereits 
in  Bd.  I  gelegentlich  zur  Anwendung  gebracht;  man  vgl.  z.  B.  die  Rechnungen 
p.  765  und  767. 
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homogene  Functionen  der  unbekannten  Zahlen  aa  mit  rationalen 
numerischen  Bestandteilen.  Indem  wir  aber  entsprechende  Goefficienten 
der  beiderseitigen  Entwicklungen  von  Gy  nach  r  mit  einander  identifi- 
eieren^  erhalten  wir  lineare  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  a^,  aus 
denen  sich  die  üa  offenbar  als  rationale  Zahlen  bestimmen  lassen. 
Merken  wir  uns  also  zugleich  den  Satz:  Die  Coeffidenten  der  Teilungs- 
gldchungen  für  p  und  p  sind  ganze  Functionen  vofi  g^,  g^  mit  ratio- 
nalen Zahlencoefficienten. 

Um  nach  dieser  Methode  etwa  die  für  n  =  3  existierende  Gleichung 

(1)  P^  +  (^9iP^  +  iffsP  +  <^9l  =  0 

zu  berechnen,   genügt  bereits  die  Berücksichtigung  der  ersten  Glieder 

^2=1^  \^/   >     ^3  —  216  \wj  • 

Schreiben  wir  alsdann  noch  abkürzend  x  für  l^j  p,  so  wird  aus  (1) 

(2)  ^  +  ^^*  +  ä?6^  +  ll4  =  0- 

Andererseits  haben  wir  für  die  vier  dritten  Teilwerte  die  Aufangs- 
glieder: 

so  dass  (2)  identisch  sein  wird  mit 

(^  -  J)  (^  +  i)'  =  ^  -  S  ^  -  äJe  ^  -  ra  .'144  =  ^- 

Daraus  bestimmen  sich  a,  6,  c  ohne  weiteres,  und  wir  erhalten: 

(3)  P*-l9,^'-9.P-^9l  =  0 

als  fertige  Teilungsgleichung. 

Auch  im  allgemeinen  Falle  eines  beliebigen  Teilungsgrades  würde 
man  ohne  besondere  Mühe  die  Anfangsterme  der  Teilungsgleichungen 
ausführlich  angeben  können;  darüber  hinaus  aber  können  wir  wenig- 
stens im  Falle  von  p'  über  das  Absolutglied  Gs(pxp  eine  Reihe  inter- 
essanter Sätze  angeben.  Wir  müssen  in  diesem  Betracht  die  folgenden 
Bemerkungen  vorausschicken,  welche  einen  principiellen  Unterschied 
zwischen  den  Teilwerten  px,fi  und  px,^  bei  allen  eingehenderen  func- 
tionentheoretischen  Betrachtungen  begründen.  Die  Nullstellen  von 
p\u)  in  der  «-Ebene  liegen  bekanntermassen  (cf.  I  p.  157  (3))  an  den 

Stellen  — ^  ^  ^^^ ,   (wobei   A  und   ^  nicht  beide  zugleich  gerade  sein 

sollen).  Bei  w>2  hat  also  px^^t  die  besonders  wichtige  Eigenschaft, 
für  alle  Punicte  (o  im  Innern  der  Halbebene  nicht  nur  endlich  ^  sondern 
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auch  von  Null  verschieden  zu  sein.  Demgegenüber  hängt  die  Lage  der 
Nullpunkte  von  ^(m)  in  der  w-Ebene  durchaus  vom  Quotienten  (o  der 
Perioden  ab,  und  es  giebt  immer  specielle  Werte  von  ©,  für  welche 
eine  Nullstelle  von  ^(m)  nach  einem  vorgeschriebenen  Perioden- w- teil 

— —    ^^^   zu  liegen  kommt.    Das  heisst  dann  gerade,  dass  an  solchen 

Stellen  &  der  Teil  wert  pi^^  verschwindet. 

Nach  dieser  Überlegung  erkennt  man  für  ungerades  n*)  im  Absolut- 
glied G'itpy)  der  ^'- Teilungsgleichung  eine  Modulform  erster  Stufe 
( —  3g>^)**'  Dimension,  die  im  Innern  der  Halbebene  allenthalben  end- 
lich und  nicht -verschwindend  ist.  Nach  bekannten  Sätzen  haben  wir 
also  direct  die  Identität: 

(4)  G',^^(g„  sr,)  =  X  •  A^*"^ 

mit  einer  numerischen  Constanten  x. 

Die  endgültige  Bestimmung  dieser  Constanten  x  wollen  wir 
(bis  aufs  Vorzeichen)  durchführen,  was  in  gewohnter  Weise  durch 
eine  Näherungsrechnung  bei  o  =  ioo  angebahnt  wird.  Unter  Rück- 
sichtnahme auf  die  Anfangsterme  der  Reihenentwicklungen  für  die 
p'x^f^  kommt  offenbar: 

an 
.^.^     C08  ^^— 

4  sid''    - — 
n 

WO  IL  ein  System  incongruenter  und  zu  n  relativ  primer  Zahlen  zu 
durchlaufen  hat.  Wir  wollen  dies  Product  kurz  P(«)  benennen, 
schreiben  dagegen  Q(n)  für  dasjenige  Product  (5),  bei  dem  ^  ein 
volles  Restsystem  von  n  mit  Ausnahme  von  fi  =  0  durchläuft.  Nach 
Sätzen  der  Kreisteilungstheorie  ist  P{n)  =  +  g""*,  wenn  n  Potenz  der 
Primzahl  q  ist;  dagegen  ist  P(w)  =  +  1;  so  oft  die  ungerade  Zahl  n 
wenigstens  zwei  verschiedene  Primfactoren  q^,  q^  besitzt. 

Um  indessen  diesen  Satz  hier  nicht  als  bekannt  vorauszusetzen, 
skizzieren  wir  kurz  einen  Beweis  desselben.     Jedenfalls  ist: 

(6)  «(«)=IT^(v)' 

wo  r  alle  Teiler  von  n  durchläuft,  und  ferner  verificiert  man  leicht: 

(7)  q{n)  =  ±  n-\ 

Jetzt  haben  wir  (unter  q  eine  ungerade  Primzahl  verstanden)  offenbar 
ö(?0  •  Q^^"^^  =  -P((ZO>  u^<J  *lso  folgt  nach  (7)  gemäss  unserer  Be- 
hauptung: 

*)  Bei  geradem  n  tritt  leicht  ersichtlich  eine  unwesentliche  Modification  der 
Betrachtung  ein. 

Klein-Frioke,  Modalfonctionen.  II.  2 
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(8)  PCs")  =  ±  q-\ 

Sind  ferner  q^  und  gg  ^^^  einander  verschiedene  ungerade  Primzahlen, 
so  ist  Q{qiq2)  =  P(Qi)P(Qi)P{'iiQ2)j  ^^^  ^^^^  ^^^^  C^)  ^^^  (ß)- 

(9)  J'(?i3»)=-  +  1- 
Allgemeiner  haben  wir  nach  (6): 

Wissen  wir  aber,  dass  alle  Factoren  dieses  Products  mit  Ausnahme 
des  einen  P(g^^q^*)  mit  +  1  identisch  sind,  so  ist  offenbar  auch 
P(gjigji)=  +  1.  Mit  Hülfe  von  (9)  folgt  also  durch  den  Schluss 
der  vollständigen  Induction  P(ql^ql*)  =  +  1-  Man  nimmt  leicht  noch 
eine  dritte,  eine  vierte  Primzahl  hinzu  und  beweist  solcherweise 
unseren  Satz  allgemein. 

Mit  Hülfe  dieser  Überlegungen  aber  haben  wir  das  merkwürdige 
Resultat  gewonnen:  Bei  ungeradem  n  ist  das  Absolutglied  der  irreducibelen 
p'-Teüungsgleichung  entweder 

(10)  +2-8A*^^    oder    +  A*^^ 

je  nachdem  n  Potenjs  der  Primzahl  q  ist,  oder  doch  wenigstens  zwei  von 
einander  verschiedene  Primfactoren  aufweist. 

§  7.  Normiening  der  px^i^,  (px^n-  Speoialbetraohtungen  für  n  =  3,  4,  5. 

Wennschon  die  Brauchbarkeit  formentheoretischer  Betrachtungen 
bei  der  Aufstellung  der  Teilungsgleichungen  aus  den  voraufgehenden 
Entwicklungen  evident  sein  dürfte,  so  kann  man  doch  insbesondere 
bei  niederen  Stufenzahlen  auch  durch  functionentheoretische  Schluss- 
weisen zur  Kenntnis  dieser  Gleichungen  gelangen.  Zu  diesem  Ende 
würde  das  Nächstliegende  sein,  dass  wir  die  Teil  werte  durch  Zusatz 
gewisser  Factoren  der  ersten  Stufe  zu  Modul fundionen  normierten;  wir 
würden  in  diesem  Sinne  an  Stelle  von  px,ft,  px,ft  beziehungsweise  die 
Grossen 

(1)  ■^F^,.,  ''''^ 


9s    '^"*^'  9s 

betrachten.  Aber  hierbei  begeben  wir  uns  des  Vorteils,  mit  Functionen 
zu  thun  zu  haben,  welche  im  Innern  der  cd -Halbebene  nirgends  un- 
endlich werden;  und  dieserhalb  ziehen  wir  vor,  weiterhin  die  folgenden 
normierten  Teilwerte  zu  gebrauchen: 
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(2)  ^...-^,    y^.  =  fe, 

VA  VA 

die  in  der  That  die  gekennzeichnete  Eigenschaft  mit  den  ^x^^,  (p'x,^ 
gemein  haben. 

Nun  aber  sind  die  Zusatzfactoren  in  (2)  von  der  sechsten  bez. 
vierten  Stufe.  Wir  gehen  also  in  beiden  Fällen  aus  dem  Rationalitäts- 
bereicb  g^^  g^  hinaus ,  und  zwar  tritt  für  die  Xx^^,  zufolge  I  p.  690  an 

dessen  Stelle  der  Rationalitätsbereich  l/J—  1,  )/J.  Die  Coefficienten 
der  rTi,^ -Teilungsgleichung  sind  dementsprechend  ganze  rationale  Func- 
tionen von  yj — 1  und  YJ^  und  es  wird  diese  Gleichung  die  Anfangs- 
terme  besitzen: 

Besonders    einfach    gestalten    sich    die    Verhältnisse    bei    yx^^.     Hier 

kommt  offenbar  nur  I^A  zur  Geltung^  und  also  besteht  der  Ratio- 
nalitätsbereich aus  der  einzigen  Grösse: 

(3)  r=  % \=Yj-~\. 

Die  Teilungsgleichang  gewinnt  daraufhin  die  Gestalt: 

(4)  j^v  +  aY .  ifP^-^  +  •  •  •  +  (^r{Y)  .  j^V'-«.  +  . . .  +  6?^^^  =  0, 

wobei  Gy{Y)  eine  ganze  rationale  Function  höchstens  vom  v**"  Grade 
in  Y  mit  rationalen  Zahlencoefficienten  ist.  Der  letzte  Term  ist  dabei 
stets  von  Y  unabhängig,  und  zwar  haben  wir  für  ungerade  n: 

(5)  G^y^  =  ±  S"*   oder    =  +  1> 

je  nachdem  der  eine  oder  andere  der  beiden  am  Schlüsse  von  §  6 
(p.  18)  charakterisierten  Fälle  eintritt. 

Unter  den  zu  Modulfunctionen  normierten  Teilwerten  sind  nun 
insbesondere  diejenigen  der  ^'-Function  einer  directen  functionentheo- 
retischen  Betrachtung  auf  dem  Polygon  sehr  leicht  zugänglich ,  und 
wir  wollen  in  dieser  Richtung  für  ein  paar  Anfangswerte  n  hier  einige 
Entwicklungen  über  die  ^i,^  geben.  Wir  gewinnen  so  einerseits 
Kenntnis  der  Beziehungen  dieser  Teilwerte  zu  jenen  Modulfunctionen, 
die  wir  in  I  auf  rein  functionentheoretischem  Wege  für  die  betreffenden 
Stufenzahlen  n  kennen  lernten,  andrerseits  erhalten  wir  eben  auf  diesem 
Wege  neue  Mittel,  die  betreffenden  Teilungsgleichungeu  ohne  Be- 
nutzung der  in  §  5  und  6  entwickelten  Ansätze  in  fertiger  Form 
anzugeben. 

Im  Falle  des  Teilungsgrades  n  =  3  wollen  wir  eine  von  (2)  noch 
etwas  verschiedene  Normierung  anwenden.    Wir  besitzen  hier  in  j?oi, 

2* 
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^/A  und  der  in  I  p.  630  definierten  Grösse  I4  drei  Modulformen  dritter 
Stufe,  welche  nur  in  den  Spitzen  de8  Polygons  dritter  Stufe  (I  p.  354 
Fig.  81)  verschwinden  oder  unendlich  werden  können.  Das  Gleiche 
gilt  also  auch  von  der  Modulfunction 

(6)  ^7=- , 

welche  überdies  bei  der  Substitution  S  unverändert  bleibt,  wie  man 
mit  Hülfe  von  I  p.  624  (3)  und  p.  630  (6)  leicht  verificiert.  Letzterem 
Umstände  zufolge  ist  die  Modulfunction  (6)  bereits  rational  in  ^^,  und 
es  genügt  für  die  Untersuchung  von  (6)  bereits  der  dritte  Teil  des 
cit.  Polygons,  den  wir  etwa  zwischen  den  in  o  =  +  ^  senkrecht 
stehenden  Geraden  der  Modulteilung  eingrenzen.  Dieser  Teil  bildet  für 
sich  genommen  das  Polygon  F^  der  durch  y  ^  0  (mod.  3)  charakteri- 
sierten Congruenzgruppe  f^  und  besitzt  im  ganzen  nur  zwei  Spitzen 
((D  =  i<x>,  0),  in  denen  1^^  =>  00  bez.  =1  wird*).  Sofern  also  die 
Modulfunction  (6)  nicht  einer  Constanten  gleich  ist,  wird  sie  in  der 
einen  dieser  Spitzen  00,  in  der  andern  im  gleichen  Grade  (auf  F^ 
gemessen)  Null  werden.    Wir  haben  dementsprechend  den  Ansatz: 

(7)  ^  =  0(53-1)% 

wo  c  eine  Constante,  v  aber  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl 
oder  aber  die  Null   bedeutet.     Formel  (7)   specificieren   wir  jetzt  für 

CO  =  ioo,  indem  wir  die  Näherungswerte  von  1^  und  j/A  aus  I  1.  c, 
denjenigen  von  ^ii  aus  (4)  p.  13  abschreiben: 

Hier  ergiebt  sich  unmittelbar  1/  =  0,  c  = —  und  damit  als  Dar- 
stellung von  p'oi : 

(8)  t"--B- 

SO  dnss  die  p'-Teüwerte  in  engster  Beziehung  zu  den  reciproJcen  Werten 
der  mit  ^  gleichberedUigten  Modulformen  stehen. 


*)  Man  gewinnt  übrigens  bei  beliebigem  n  ein  „Polygon  der  Teilnngs- 
gleichnng**  oder,  kurz  gesagt,  ein  n*«*  Teilungspolygon  F.  in  ganz  ent- 
sprechender Weise,  indem  man  aus  dem  Gesamtpolygon  n*®'  Stufe  genau  so 
einen  n*«^  Teil  herausschneidet.  Die  Zusammengehörigkeit  der  Randcurven  lässt 
sich  dabei  immer  leicht  bestimmen,  sofern  dieselbe  für  das  Gesamtpolygon  n^^ 
Stufe  bekannt  ist. 
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Um  von  hier  aus  die  Teilungsgleichung  zu  berechnen^  combiuieren 
wir  (8)  mit  der  dritten  Gleichung  (7)  in  I  p.  630  und  finden: 

54  =  -    !^,     i,' ^  -  3}/3^w. 

Setzen  wir  diese  Werte  in  die  zweite  Gleichung  (7)  I  p.  630  ein,  so 
entspringt  mit  Unterdrückung  der  unteren  Indices  von  ^oi  direct: 

(9)  p''  -  8g, p''  -  i  Ap'*  -  3-» A«  =  0 

in  voller  Übereinstimmung  mit  unseren  voraufgehenden  Entwicklungen 
als  Teilungsgleichung  für  den  dritten  Teilungsgrad. 

Für  n  =  4  findet  sich  durch  eine  ebenso  leichte  Untersuchung  die 
engste  Beziehung  der  px,fi  zu  den  verschiedenen  gleichberechtigten 
Gestalten  des  Hauptmoduls  ^.     Wir  haben  nämlich  einfach: 

(10)  i^oi  =  -  ^  j/Ä 

und  gewinnen  von  hier  aus  durch  zweckmässigen  Gebrauch  der  Octa- 
edergleichung  (I  p.  20  (4))  als  Teilungsgleichung: 

p'^'  -  54^3^'^«  -  33  Ai<?'«  +  108^3 A^'«  -  33 A^'* 

^^'^  —  54^3AV'  + A'  =  0. 

Für  n  =  5  könnte  man  die  Teilungsgleichung  am  zweckmässigsten 
an  die  Resolvente  sechsten  Grades  knüpfen,  indem  man  z.  B.  die 
Teilwerte  poi,  poi  in  ihrer  Beziehung  zu  dem  in  I  p.  637  aufgestellten 
Hauptmodul  r  untersucht.  Man  beweist  in  dieser  Hinsicht  ohne  be- 
sondere Mühe  die  Relationen: 

(12)  Plp^ ^,    ^?x  +  F.1,  =  ^/S 


und  konnte  von  hier  aus  mit  Hülfe  einiger  Rechnungen  die  Teilungs- 
gleichung entwickeln.  Aber  schon  hierbei  würden  wir  bemerken,  was 
wir  weiterhin  für  unsere  functionentheoretischen  Zwecke  von  den  Teil- 
werten zu  gewärtigen  haben,  so  einfach  sich  auch  soeben  die  Ver- 
hältnisse bei  n  =  3  und  4  gestalteten.  Freilich  liefern  uns  die  Teil- 
werte für  allgemeine  Stufenzahlen  n  Resolventen  der  betreffenden 
Galois'schen  Probleme  der  Grade  fi{n)  bez.  2^(n);  aber  diese  Resol- 
venten sind  vom  Grade  (p(n)i;(n)  (homogen  gedacht),  während  wir 
doch  wissen,  dass  es  stets  Resolventen  ^(n)*®^  Grades  giebt.  So  werden 
wir  denn  auch  weiterhin  auf  anderen  Wegen  neue  Moduln  w*®'  Stufe 
kennen  lernen,  die  ein  weit  einfacheres  functionentheoretisches  Ver- 
halten darbieten  und  eben  deshalb  unserer  Absicht,  die  niedersten 
Resolventen  der  Galois'schen  Probleme  ^(w)****  Grades  kennen  zu  lernen 
und  diese  Probleme  selbst  in  geeigneter  Weise  zu  formulieren,  sehr 
viel  mehr  entsprechen. 
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§  8.     Einfiihrnng  der  Fiinotionen  6x^^(u  \  (o^y  o^). 

Wie  die  tf-Punction  in  der  Theorie  der  doppeltperiodischen  Func- 
tionen als  das  einfachste  Element  zu  betrachten  ist^  so  konnte  man 
vermuten,  dass  die  Übertragung  der  nrTeilung  auf  die  tf-Function 
besonders  zweckmässige  Teilgrössen  liefern  möchte.  Wir  werden  in 
der  That  ohne  Mühe  sehen,  dass  die  den  yoraufgehenden  Entwick- 
lungen zu  Grunde  liegenden  gruppentheoretischen  Erörterungen  (§  3, 
p.  8  fif.)  fOr  die  Teilgrössen 

(1)  «(£fH±_ei».  I  „,,,  „,) 

im  wesentlichen  ihre  Bedeutung  behalten  werden.  Inzwischen  gestalten 
sich  hier  des  genaueren  die  Verhältnisse  deshalb  etwas  schwieriger, 
weil  sich  6(u)  bei  Vermehrung  von  u  um  Perioden  um  eine  multipli- 
cative  Exponentialgrösse  ändert.  Dies  hat  nämlich  zur  Folge,  dass 
sich  der  Teilwert  (1)  bei  Ausübung  einer  mit  der  Identität  mod.  n 
congruenten  Substitution  im  allgemeinen  um  einen  von  tOi,  0^2  ab- 
hängigen Exponentialfactor  ändert.  Wir  haben  in  den  Grössen  (1) 
also  jedenfalls  noch  keine  algebraischen  Modulformen;  aber  es  gelingt, 
aus  ihnen  durch  eine  sehr  einfache  Modification  solche  herzustellen. 

Betrachten  wir  z.  B.  die  besondere  Teilgrösse  tf  (—101,102)  und 
üben  auf  dieselbe  die  mit  1  mod.  n  congruente  Substitution  S^: 

io^  =  ©1  -f-  ^0)2,     ©2  ^^  ^''2 
aus.     Wir  haben  nach  I  p.  156  (8)  ohne  weiteres: 

(2)  <»(?J-|<,<)  =  e        »"  tfföl'»-"'*)- 

Hier  aber  knüpfen  wir  an  den  rechts  auftretenden  Exponenten  die 
folgende  Entwicklung:  Die  Perioden  i^u  ^2  ^^^^  C^^*  ^  P*  1^^)  ^^ 
tOif  0)2  cogredient;  es  ist  also: 

©iV—  <»l^l  =  »»(Oi1?2  +  <»2^l)  +  ^«^«2^2; 

und  wenn  wir  hier  rechter  Hand  die  Legendre'sche  Relation  (I  p.  117) 
anwenden: 

Rechts  steht  in  der  letzten  Formel  gerade  der  Exponent  von  (2), 
und  also  geht  diese  Formel  sofort  über  in: 

/0\  2n*         /«i    I        /  A  n  2n*       /o>,  1  \ 

(3)  e  e[^\a)i,at)=e  e     '"   e[^\(o^,o}^). 
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— j    noch   mit  dem  Factor  e     ^"^    versehen 


l/lOI, 


und  e  "  ^\)  *'^  ^**°  ö-Teilwert  bezeichnen  wollen,  so  ist  der  bei 
S*  auftretende  Factor  von  o^,  Og  unabhängig,  und  zwar  eine  n*®  oder 
(2n)*®  Einheitswurzel,  je  nachdem  n  ungerade  oder  gerade  ist.  Wenden 
wir  auf  den  so  gewonnenen  Teil  wert  eine  beliebige  Modulsubstitution 
an,  indem  wir  als  deren  ersten  und  zweiten  Goefficienten  sogleich  k 
und  ^  schreiben,  und  setzen  endlich  noch  (zur  Vereinfachung  späterer 
Formeln)  das  negative  Zeichen  hinzu,   so  erhalten  wir  als  allgetnehie 

Gestalt  eines  w*®^  6-Teilwertes: 

« 

(^'?i+i"'?*)(^«i+A«<^ 

(4)  Cx.  /.  (oi ,  fi>i)  =  - «  ^  \~^r  ®i '  ®« j  • 

Ehe  wir  die  genauere  Untersuchung  dieser  Grössen  unternehmen, 
müssen  wir  zur  Vorbereitung  späterer  Untersuchungen  die  gegen- 
wärtige'Entwicklung  mit  derjenigen  von  I  p.  158  in  Beziehung  setzen. 
Auf  Grund  alleiniger  Betrachtung  der  Abhängigkeit  von  u  hatten  wir 
damals  die  Grösse  construiert: 

(^  Vi +/<»?«)»< 

(5)  ex,^'e  .  er (m '-^        cd,  ,  o,j , 

wo  Cx^fi  von  u  unabhängig  war,  aber  sehr  wohl  noch  von  den  Perioden 
abhängen  durfte.  Diesen  Factor  cx^u  werden  wir  jetzt  offenbar  so  be- 
stimmen wollen,  dass  (5)  für  w  =  0  in  (4)  übergeht;  dann  heisst  die 
Function  (5)  ausführlich  geschrieben: 

ebendieselbe  Grösse,  die  wir  auch  bereits  I  p.  159  vorläufig  namhaft 
machten*). 

Für  n  =  1  kommt  in  (6)  nur  die  eine  Combination  A  =  ^  =  0  in 
Betracht,  und  wir  erhalten  solcherweise  die  ursprüngliche  tf- Function 
wieder.    Indem  wir  aber  für  höhere  n  die  zunächst  sich  aufdrängenden 


*)  Teilwerte  der  a- Function,  bez.  der  d- Functionen  sind  von  jeher  in  der 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  unter  mehr  oder  minder  principiellen  Gesicht»- 
pnnkten  betrachtet  worden.  Die  im  Texte  zu  Grunde  gelegte  Normierung,  ver- 
möge deren  das  einzelne  a^  ^  als  eine  algebraische  Modulform  erscheint,  wurde 
von  Klein  eingeführt  in  der  nun  wiederholt  zu  nennenden  Abhandluug:  über  die 
elUptischen  Normalcwven  der  n**"*  Ordnung  ufid  zi^ehörige  Modul functiotien  der 
n^  Stufe  (Abh.  der  Kgl.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss.  Bd.  18  Nr.  4,  1885).  Wir  citieren 
diese  Abhandlung  fortan  kurzweg  als  „Normalcurven*^ 
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Grössen  ölu ??L±£^j    in   der   angegebeneu   Weise   ausgestalten, 

haben  wir  das  denkbar  einfachste  Verhalten  derselben  gegenüber  Ver- 
mehrung des  u  um  Perioden,  sowie  gegenüber  der  Ausübung  von 
Modulsubstitutionen  d.  i.  gegenüber  den  temären  Operationen  der  in 
§  1  eingeführten  H^^  erreicht,  wie  wir  nun  noch  ins  einzelne  zu  ent- 
wickeln haben.  Für  die  Vermehrung  des  u  um  Perioden  entnehmen 
wir  die  betrefiFende  Fundamentalformel  ohne  Rechnung  aus  I  p.  158  (3) 
unter  Rücksicht  auf  I  p.  156  (9);   sie  lautet: 

=  ( l)'«i'^-f''»i-f««.e  V  ä  /  n  '<fX,fi(v)' 

Über  die  Ausübung  yon  Modulsubstitutionen  müssen  wir  eine  etwas 
ausführlichere  Untersuchung  anstellen,  wobei  wir  übrigens  vorüber- 
gehend die  Variabele  u  auch  noch  beibehalten  mögen. 

§  9.  AuBführliohe  gruppentheoretiBOhe  UntersnohTing  der  tf-Teilwerte. 

Um  eine  mit  1  modulo  n  congruente  homogene  Modulsubstitution 
auch  äusserlich  als  solche  zu  kennzeichnen,  schreiben  wir  sie: 

(1)         ©/  =  (an  +  0®i  +  ^^^2 )     ^%  =  cn(o^  +  (rfn  -|-  l)aj2 . 

Die  Function  ^x,ti{y)  gehe  durch  Ausübung  von  (1)  in  6x^n{u)  über; 
dieses  <yi,^(w)  stellt  sich  dann  mit  Hülfe  von  (7)  §  8,  sowie  der 
Legendre'schen  Relation  nach  kurzer  Rechnung  in  der  Gestalt  dar: 

=  (—1)  ß**  ^X^ui}^)* 

Functionen,  die  bei  Ausübung  der  Substitutionen  einer  V^  sich  bis 
auf  multiplicative  Einheitswurzeln  reproducieren,  sollen  dieser  Ufiter- 
gruppe  V^i  adjungiert  genannt  werden.  In  diesem  Sinne  sprechen  wir 
den  Satz  aus:  Die  zum  Teiltingsgrad  n  gehörenden  (fx,in{ii)  sind  insgesamt 
der  Hauptcongruenegruppe  n*®'  Stufe  oder^  kurz  gesagt,  der  w*®°  Stufe 
adjungiert. 

Um    zu    sehen,    welcher   Stufe    die    (fi,fi(u)    absolut    angehören, 
schreiben  wir  uns  erstlich  die  von  den  vier  Zahlen  a,  b,  c,  d  jedenfalls 
erfüllte  Bedingung 
(3)  (ad  —  hc)n  +  a  +  d  =  0 

auf  und  müssen  nun  die  ungeraden  n  von  den  geraden  scheiden. 

Im  ersteren  Falle  (d.  i.  bei  ungeradem  n)  folgern  wir  aus  (3)  die 
Congruenzen: 
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ad'\-hc^a  —  d,    ab -{- a^^cd -^^  d^=:0,    (mod.  2), 
die  wir  zur  Umgestaltung  von   (2)  verwerten.    Unter  der  Abkürzung 

iin 

e  ^  =  s   geht  Formel  (2)  über  in : 

(4)  (fx,^.(u)  =  S     «  '^^.A^)' 

Man  prüfe  jetzt  nach  einander  die  drei  Combinationen  (A,  ^)  =  (0,  1), 
(1, 0),  (1, 1)  und  überblickt  sofort,  dass  notwendig  bEBC^=:a  —  d^EiO, 
(mod.  n)  sein  muss,  wenn  die  gesamten  bei  n-Teilung  entspringenden 
6x^fi{u)  durch  Ausübung  der  in  Rede  stehenden  Substitution  in  sich 
übergeführt  werden  sollen.  Die  letzte  Congruenz  a  — -  d  ^  0,  (mod.  w) 
spaltet  sich  mit  Rücksicht  auf  (3)  in  a^d^O,  (mod.  w),  und  also 
entspringt  das  Resultat:  Bei  ungeradem  n  bilden  diejenigen  Substitu- 
tionen, welche  die  gesamten  <fx,^{uj  unverändert  lassen ,  die  homogene 
Hauptcongruenzgrufpe  V^fi^n^)  der  Stufe  n^. 

Für  ein  gerades  n  schreiben  wir  die  auf  der  rechten  Seite  von  (2) 
auftretende  Einheitswurzel : 

\{^^{nab'\-na^nb'^b)'\-Xfi(n{ad~bc)'\-d—a)'\-fi^{ncd'\-ne-^nd—c)\ 

(5)  B 

Damit  dieselbe  für  alle  Combinationen  (A,  ^)  die  Einheit  selbst  sei, 
ist  hinreichend  und  notwendig: 

nab  +  wa  +  w&  +  &  ^  0,| 

(6)  n{ad  —  &c)  +  d  —  a  =  0, 1  (mod.  2n). 

ncd  +  nc  +  wd  —  c^  0,) 

Die  mittlere  dieser  Congrucnzen  ergiebt  mit  Hülfe  von  (3)  a  iEE  d  ^  0 , 
(mod.  n),  und  daraufhin  geht  die  erste  und  dritte  in  {n-\-\)b^Q 
bez.  (n  —  l)c  ^  0  über,  woraus  wir  sofort  schliessen  6  ^  c  ^  0, 
(mod.  2n).  Dementsprechend  fordert  dann  wieder  die  zweite  Con- 
gruenz (6)  a'^idy  (mod.  2n),  womit  nun  aber  die  sämtlichen  Forde- 
rungen zur  Erledigung  gekommen  sind.  Wir  gestalten  das  gewonnene 
Resultat  zu  dem  Satze  aus:  Die  Modulsubstitutionen,  welcJie  bei  geradetn 
n  die  gesamten  <y^,^(ti)  in  sich  transformierefiy  bilden  diejenige  ausgezeich- 
nete homogene  Congruenzgruppe  r^(2«»),  welcJie  sich  modulo  2n*  auf  die 
Substitutionen: 

/n*+l,      0    \      /l,   0\ 

(^)  (     0,     n'  +  lh    (o;i)'    (-«^-2"*) 

reducierL 

Was  die  zu  einem  einzelnen  ^x,f,{u)  gehörende  Untergruppe  an- 
langt, so  treten  hier  die  allgemein  für  Teilwerte  in  §  3  p.  8  ff.  ent- 
wickelten Gesichtspunkte  unter  unwesentlichen  Modificationen  in  Kraft. 
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Erstlich  zerfallen  alle  v?  beim  Teilungsgrad  n  eintretenden  (^i,^(u) 
der  Formel  (3)  p.  10  entsprechend  in   ebensoviel   getrennte  Systeme 

als  n  Teiler  hat;  dabei  gehören  zum  Teiler  —  im  ganzen  9>(— JV'^--) 

verschiedene  <y;i, /<(«),  und  im  speciellen  gehören  zu  n  selbst  diejenigen 
g?(w)^(w)  Grössen  <fx^fi{u)j  in  welchen  der  grösste  gemeinsame  Teiler 
von  X  und  ft  prim  gegen  n  ist. 

Ferner  sind  die  q>{n)ilj{f%)  eigentlich  zum  Grade  n  gehörenden  ffx,n 
mit  einander  gleichberechtigt  und  gruppieren  sich  zu  je  9>(n)  in  ^(n) 
verschiedene  Systeme,  welch'  letztere  bestimmten  ^(w)  gleichberech- 
tigten Untergruppen  zugeordnet  sind.  Diese  Untergruppen  entspringen 
aus  der  den  gesamten  v?  Grössen  <fx,fi{u)  soeben  zugeordneten  aus- 
gezeichneten r2^(»2)  bez.  r^(2n»)  durch  Zusatz  einer  jeweils  modulo  n 
wohlcharakterisierten  parabolischei^  Substitution  der  Amplitude  1.  So 
werden  wir  für  die  q>{n)  Grössen  <yo,/u(w)  zur  eben  gedachten  ausge- 
zeichneten Untergruppe  die  Substitution  8  hinzusetzen,  um  durch 
Combination  die  zu  den  <yo,/<  gehörende  Gruppe  zu  erzeugen. 

Für  ausführliche  Untersuchungen  ist  es  übrigens  von  Wichtig- 
keit, dass  die  n*®  bez.  (2w)*®  Potenzen  der  <y;i,^(w)  absolut  der  n*®"  Stufe 
angehören.  Des  Näheren  aber  sind  die  diesen  Pqtenzen  der  ffx^n  zu- 
gehörenden Congruenzgruppen  n*^'  Stufe  eben  dieselben,  welche  an 
analoger  Stelle  im  ersten  Teile  des  Kapitels  bei  den  Teilwerten  fi^^ 
auftraten. 

Allenthalben  dachten  wir  hier  die  A,  |ii  gleich  auf  ein  System  von 
n?  mod.  n  incongruenten  Zahlenpaaren  eingeschränkt.  Immerhin  mögen 
wir  uns  jedoch  noch  die  unwesentliche  Modification  anmerken,  welche 
die  <^;i,^(ti)  erleiden,  falls  wir  k  und  fi  um  beliebige  ganzzahlige  Viel- 
fache an  bez.  hn  der  Zahl  n  vermehren;  es  ergiebt  sich  mit  Hülfe 
der  Legendre'schen  Relation  leicht: 

(8)  tf.+a«,^+»«(«)  =  (- 1)«*+«»+«'  •  e" ^^""""'«..^C«) . 

§  10.     FnnotionentheoretiBOlie  Betraohtnng  der  Teilwerte  <fx,fi' 

In  den  Functionen  des  vorigen  Paragraphen  setzen  wir  nunmehr 
t*  =  0  und  kehren  damit  zu  den  <y-Teilwerten 

(1)  *^.K,  0.,)  =  -  e  ^^  ^{h^i±l<) 

zurück.  Dieser  Schritt  erfordert  eine  ergänzende  Bemerkung  zur 
gruppentheoretischen  Darlegung  des  vorigen  Paragraphen.  Die  <y-Func- 
tion  ist  eine  ungerade  Function  ihres  ersten  Argumentes  w,  und  eben 
deshalb  wird  die  Gleichung 
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bestehen.  Von  den  q)(n)tlf(n)  eigentlich  zum  Teilungsgrade  n  gehören- 
den Teilwerten  unterscheidet  sich  demnach  wieder  die  eine  Hälfte  von 
der  andern  nur  durch  das  Vorzeichen  (jedoch  wie  oben  vom  particulären 
Falle  M  =  2  abgesehen).  Wir  werden  also  bereits  alle  ^q){n)tp(n) 
wesentlich  verschiedenen  öx^n  gewinnen,  wenn  wir  A  auf  das  Intervall 

(3)  O^^^l 

einschränken. 

Um  jetzt  die  functionentheoretische  Eigenart  unserer  neuen  Teil- 
werte zu  erkennen,  gehen  wir  auf  I  p.  161  (4)  zurück  und  ziehen  aus 
der  ersten  dieser  Formeln  die  nachfolgende  Relation: 

(4)  -y^VE.6^,,(a,„a,,)  =  e      -'       ^.(.^'--±'*. «, .), 

wodurch  die  Zuröckführung  der  6x^fi  auf  Teil  werte  der  Function  d^^ 
geleistet  ist.  Benutzen  wir  nun  für  d'^^  die  I  p.  160  (3)  gegebene 
Reihe,  so  kommt  nach  kurzer  Zwischenrechnung  die  sehr  wertvolle 
analytische  Darstellung: 

(5)  ]/|^  VÄ.  (y,,^K,  0,,)  =  ie    ^~-"    2/ (-  l)-a^'-rH  +.«>!, 


m  =  —  00 


die  eine  im  Innern  der  (o-Halbebene  stets  convergente  Reihenentwick- 
lung für  unsere  Teilwerte  liefert.  Bei  cd  =  ioo  finden  wir  auf  Grund 
von  (5)  die  Näherungswerte: 

ito,^  =  - -^  am  — , 
(6) 

während  nach  unserm  Princip  von  I  p.  587  vermöge  der  Relation: 

das  Verhalten  von  <tx^n{o)^y  m^  bei  Annäherung  an  den  Punkt  co  =  — 

mit  demjenigen  von  ffaX-\-ytJi,ßx+dn  bei  Annäherung  an  o  =»  ioo  über- 
einstimmt. Hiermit  haben  tvir  in  den  Teilwerten  6x,fi  algebraische  Modul- 
formen  {der  ersten  Dimension)  erkannt  und  können  auf  dieselben  deswegen 
die  von  I  gelieferten  Hülfsmittel  in  Anwendung  bringen. 

Bevor  wir  dies  unternehmen,  müssen  wir  noch  der  Productent- 
wicklung  der  (Ji,^  gedenken,  wie  sie  aus  I  p.  159  Formel  (1)  zu  ent- 
nehmen ist;  es  findet  sich  nach  kurzer  Zwischenrechnung: 
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12,- 


V^  •  ^X,f. 


(8) 

m=:0  m  =  l 


ifi      Ä»       r     2»' 


und  wir  folgern  aus  dieser  Darstellung  ohne  weiteres  den  wichtigen 
Satz:  Wie  die  p'i^f^  sind  au^ch  die  Teilwerte  öx,^  im  Innern  der  oyHaJb' 
ebene  allenthalben  endlich  und  von  Null  verschieden. 

Zwischen  den  beiden  Darstellungen  (5)  und  (8)  für  die  (J;,^  be- 
steht ein  principieller  Unterschied,  den  wir  nicht  unerwähnt  lassen 
dürfen.  Beide  Male  ist  öx^fi  mit  einer  derartigen  Grösse  multipliciert, 
dass  das  Product  nur  noch  von  m  allein  abhängt;  aber  der  Zusatz- 
factor  ist  in  (5)  ein  wesentlich  anderer  als  in  (8).   Unter  den  Wurzeln 

12  y 

aus  A  ist  nach  I  p.  623  einzig  y  A  eine  eindeutige  Modulform  (sowie 

natürlich  deren  ganze  Potenzen);  YK-öx^ft  ist  also  überhaupt  nicht 
mehr  eine    eindeutige  Modulform   und    kann    nur   erst   wieder   durch 

Multiplication  mit  T/^  zu  einer  von  co  eindeutig  abhängigen  Grösse 

werden.  Hat  das  entspringende  Product  also  nicht  mehr  das  glatte 
Verhalten  einer  Modulform*),  so  besitzen  wir  doch  für  dasselbe  von  der 
-d-j-Reihe  aus  eine  höchst  brauchbare  Reihenentwicklung,  was  man  z.  B. 
aus  einem  Vergleich  der  Formel  (5)  mit  den  oben  (p.  12)  für  die 
Px,ny  p'x,iu  gegebenen  Entwicklungen  ermessen  wolle.  Im  Gegensatz 
zur  Eeihe  (5)  Jmben  wir  in  der  Productentwicklung  (8)  direct  eine  ein- 
deutige algebraische  Modulfunction  yA  •  6x,fi  vor  uns;  dieselbe  ist  der 
n^^  Stufe  adjungiert  und  hat  die  zweckmässige  Eigenschaft,  dass  ihre 
Null-  und  Unstetigkeitspunkte  ausschliesslich  in  den  Spitzen  des  Poly- 
gons gelegen  sind. 

Was  wir  nun  noch  allgemein  über  den  functionentheoretischen 
Charakter  der  öx^fi  zu  sagen  haben,  ist  leicht  erledigt.  Bei  ungeradem 
n  sind  die  n^^  Potenzen  der  q)jlf  eigentlich  zum  Teilungsgrade  n  ge- 
hörenden 6x,f^  die  Wurzeln  einer  irreducibelen  Gleichung  (ptp^^  Grades, 
in  welcher  alle  ungeraden  Potenzen  der  Unbekannten  ausfallen.  Die 
Coefficienten  dieser  spedellen  Teilungsgleichung  für  n-Teilung  der  ö-Func- 
tion  sind  rational  in  g^,  g^  und  haben  leicht  ersichtlich  die  Gestalt 
A'' '  G{g2f  g^y  Da  sich  aber  in  den  Reihenentwicklungen  von  (J;,^  An- 
fangsglieder mit  negativen  Exponenten   von  r  zeigen,   so  wird  v  im 


*)  Wir  verweisen  hier  auf  die  diesen  Gegenstand  betreffenden  gruppen- 
theoretischen Erörterungen  im  zweiten  Teile  des  nilchstfolgcnden  Kapitels;  vgl. 
auch  die  bezüglichen  Bemerkungen  am  Eingang  vom  dritten  Kapitel  des  nächsten 
Abschnitts  (§  1  daselbst). 


und  specielle  TeilnngsgleichungeD.  29 

allgemeinen  eine  negative  ganze  Zahl  sein,  und  also  sind  im  Gegensatz 
^^  P^^M)  P'^f^  ^^  6-Teilwerte  keineswegs  ganze  algebraische  Modulformen*), 
Für  gerades  n  gelten  entsprechende  Sätze  unter  geringen  Modifica- 
tionen;  An  Stelle  der  n*®"  Potenzen  der  6x^fi  treten  jetzt  die  (2n)*®°, 
während  der  Grad  der  irredueibeln  Teilungsgleichung  auf  \q>il)  zurück- 
sinkt (den  particulären  Fall  n  =  2  wieder  ausgenommen j.  Man  be- 
merkt sonach,  dass  die  äussere  Gestalt  der  Teilungsgleichung  bei 
geraden  und  ungeraden  n  gar  keine  Verschiedenheit  aufweist. 

§  11.     SpeoiaInntersTlOhung  der  <Sx^^  für  n  =  2  uoid  3. 

Haben  sich  die  <y-Teilwerte  in  bequemer  Weise  dem  Schema  der 
allgemeinen  Theorie  der  Modulfunctionen  eingeordnet,  so  werden  wir 
nunmehr  in  Kürze  die  Frage  streifen,  inwieweit  die  ex^fi  zweckmässige 
Hülfsmittel  zur  Behandlung  unseres  functionentheoretischen  Grund- 
problems gewähren.  Wie  bei  den  px,n  bahnen  wir  diese  Untersuchung 
wieder  dadurch  an,  dass  wir  für  niederste  Stufenzahlen  n  die  uns  von 
I  her  bekannten  einfachsten  Moduln  mit  den  6x^^  in  Vergleich  stellen. 

Für  w  =  2  haben  wir  die  drei  Teilwerte  (^o^,  6^^,  6^^,  deren  vierte 
Potenzen  zur  zweiten  Stufe  gehören.  Wir  ziehen  die  in  I  p.  628  (1) 
definierten  Modulformen  zweiter  Stufe  vierter  Dimension  A3,  A4  heran 
und  betrachten  insbesondere  das  Product  <^iA~^,  welches  eine  gegen- 
über der  Operation  8  invariante  Modulfunction  zweiter  Stufe  darstellt. 
Selbige  wird  sich  bereits  auf  dem  zweiten  Teilungspolygon**)  be- 
trachten lassen,  welch'  letzteres  zwei  Spitzen  m  =  0,  too  hat.  <yJiA~^ 
ist  nun  entweder  mit  einer  Constanten  identisch  oder  wird  in  besagten 
zwei  Spitzen  0  bez.  00.  Von  beiden  Fällen  findet  aber  ersterer  statt, 
da  man  —  8  als  Näherungswert  von  ^^A"^  bei  m  =  ioo  findet.  Wir 
haben  also  die  Relation  öj^  =  —  8 A4,  und  wenn  wir  auf  selbige  erst 
Tf  sodann  aber  auf  die  entspringende  Formel  S  ausüben,  kommt  als 
Gesamtdarstellung  unserer  drei  Teilwerte: 

(1)  «*, 8A,,     <o  =  8A,,     <T*, 8(A,-A,). 

Unmittelbare  Folgen  aus  (1)  sind  die  Relationen: 

(2)  *S.  +  <^o  +  «}x  =  0' 

(3)-  ^(a,)  =  _(^y,      1  -  ACc)  =  -  (^y. 


'Ol  '  "  "Ol 


^  Es  verdient  betont  za  werden,  dass  demgegenüber  die  in  (8)  gegebenen 

Modnlfnnctionen  *|/A'<f^      ganze  algebraische  Functionen  von  J  sind. 

*♦)  Wir  benannten  schon  in  einer  Note  des  §  7  (p.  20)  als  n*®*  Teilungspolygon 
dei^enigen  n**"  Ausschnitt  aus  dem  Gesamtpolygon  n*®'  Stufe,  welcher  in  den 
Fandamentalbereich  der  Operation  S  entfällt. 
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Mit  Hinblick  auf  (7)  §  9  finden  wir  unmittelbar  den  in  I  p.  678  aus- 

gesprochenen  Satz  bestätigt,  dass  j^A,  j^l  —  A  das  Modulsystem  einer 
ausgezeichneten  f^^  achter  Stufe  bilden,  und  erkennen  jetzt  in  (2)  direct 
die  homogen  geschriebene  Gleichung  der  bereits  1.  c.  namhaft  gemachten 
Normalcurve  C^  der  fgg. 

Die  zweiten  Teil  werte  6x,fi  haben  wir  übrigens  bereits  I  p.  161 
betrachtet  und  entnehmen  aus  den  damaligen  Formeln  (4)  die  nach- 
folgenden Beziehungen  zu  den  Nullwerten  der  drei  geraden  O'-Functionen: 

Fuhren  wir  auf  der  andern  Seite  durch  I  p.  665  (3)  an  Stelle  von  A 
die  Moduln  Ä,  Ü  der  überlieferten  Theorie  der  elliptischen  Functionen 
ein,  so  setzen  sich  (2)  und  (3)  in  die  sehr  bekannten  Formeln  um: 

K  +  »%  =  V, 


(5) 


V3  V3 


Wir  erledigen  sogleich  auch  noch  n  =  3,  wo  die  Zahl  der  wesent- 
lich verschiedenen  Teilwerte  vier  ist  Unter  Benutzung  des  I  p.  630 
(5)  gegebenen  Modulsystems  betrachten  wir  ((^oiSi)*  ^^^  ^^^  dritten 
Teilungspolygon,    wo    wir    in    bekannter    Weise    den   Ansatz   («^oiSi)' 

=  a(S^  —  l)**  haben.  Die  Auswertung  bei  a  =  ioo  giebt  a  =  — 3)/3, 
V  =  —  1 ,  und  von  da  aus  gewinnen  wir  unter  wiederholter  Anwen- 
dung der  homogenen  Operationen  T  und  S  die  vier  gewünschten 
Darstellungen : 


(6) 


8    _  «4V8 


*Si  =  - 


• 

Indem  wir  die  drei  ersten  dieser  Formeln  durch  die  vierte  dividieren, 
entspringen  folgende  merkwürdige  Darstellungen  des  Hauptmoduls  | 
durch  die  dritten  Teilwerte*): 

(7)  i-i^iV3(^y,  ,n-i^iM^r,  ,i-i=.Y3(Mi 


'Ol  '  ^  "Ol  '  ^  "Ol 


*)  Diese  Formeln  sind  zuerst  von  Hrn.  Bianchi  auf  anderem  Wege  ge- 
wonnen worden;  man  sehe  dessen  Arbeit:  Über  die  Normal  formen  dritter  und 
fünfter  Stufe  des  eUipUschen  Integrals  erster  Gattung,  Math.  Ann.  Bd.  17  (1880). 
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Aus  (7)  wiederum  entnehmen  wir  die  Bestätigung  des  I  p.  678  auf- 
gestellten Satzes,  dass  ^§  —  1,  j/j — Qy  Vt  —  Q^  Congruenzmoduln 
neunter  Stufe  sind  und  ein  volles  Modulsystem  fQr  die  bezügliche 
Hauptcongruenzgruppe  bilden.  —  Es  hat  sich  durch  diese  Betrach- 
tungen herausgestellt,  d<iss  bei  n  =  2  und  3  die  öi^f^  in  der  That  die 
einfachsten  Moduln  ihrer  Stufen  unmittelbar  ergeben. 

§  12.     Speoialbetraohtung  der  <^;i,^  für  n  =  5  und  7. 

Verallgemeineruiig. 

Bei  n  =  5  würden  wir  wieder  ein  einzelnes  <y;^^  durch  einen 
geeigneten  Zusatzfactor  zu  einer  Modulfunction  fünfter  Stufe  normieren 
können,  um  diese  dann  als  rationale  Function  von  ^  darzustellen. 
Aber  man  findet  bei  einer  derartigen  Untersuchung,  dass  sich  jetzt  das 
einzelne  6x,ßi  bei  weitem  nicht  mehr  so  einfach  verhält,  wie  bei  n  =  2 
und  n==3;  es  ist  vielmehr  charakteristisch,  dass  wir  die  von  I  her 
bekannten  einfachsten  Moduln  fünfter  Stufe  erst  dadurch  wiedererlangen, 
dass  wir  die  6x,ßi  in  merkwürdig  gebaute  Producte  vereinen*). 

Unsere  Moduln  g«,  Ay  der  fünften  Stufe  verhielten  sich  gegenüber 
der  speciellen  parabolischen  Substitution  S  besonders  einfach.  Indem 
wir  also  voA  (^-Producten  ausgehen  wollen,  von  denen  dasselbe  gilt, 
bilden  wir  uns  etwa  zuvörderst  den  Ausdruck: 

(1)  ^lo^n^ii^iB^u- 

— - 
Bei  (o  =  ioo  geht  derselbe  über  in  —  ie  (^*  j  r    ^ ,  wie  aus  (6)  p.  27 

leicht  folgt.     Multiplicieren  wir  (1)  sonach   mit   der  in  I  p.  631  (9) 

—  I  r^  wird  und  der 

Dimension  ( —  5)  angehört,  so  kommt  eine  der  fünften  Stufe  adjun- 
gierte  Modulfunction,  welche  der  Bedingung 

(2)  lim  (<yio<yii<yi2<^i3<^u  •  Si)  =  -  **« 


eor=3tao 


genügt.     Durch  eine  ganz  analoge  Betrachtung  folgt: 

(3)  lim   (<y20<^21^82<^28<^24  •&»)=""  *«*> 


a>=stao 


eine  Formel^  die  man  übrigens  auch  durch  Ausübung  einer  modulo  5 
mit  (^'  ^ j  congruenten  Modulsubstitution  aus  (2)  herleiten  kann. 

•)  Es  tttimmt  dies  wiederum  überein  mit  der  Tendenz  der  p.  9  gen.  Ab- 
handlang  des  Hm.  Kiepert,  sowie  anderweitiger  üntersiichuDgen  desselben 
Verfassers;  wir  werden  anf  dieselben  später  noch  ausfuhrlicher  zurückkommen. 
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Die  fünften  Potenzen  der  in  (2)  und  (3)  betrachteten  Modulfunc- 
tionen  gehören  jedenfalls  der  fünften  Stufe  an,  und  da  sie  eben  ver- 
möge (2)  und  (3)  zugleich  gegenüber  der  Substitution  S  unverändert 
bleiben,  so  lassen  sie  sich  bereits  vollständig  auf  dem  fünften  Teilungs- 
polygon betrachten  (cf.  Fig.  83  I  p.  355).  Dieses  Polygon  F^^  hat 
(geschlossen  gedacht)  vier  Punkte  c,  die  von  den  Spitzen  m^^^ioo^ 
0;  f ,  ^  herrühren;  nur  in  diesen  vier  Stellen  c  können  Null-  oder 
ünstetigkeitspunkte  unserer  Functionen  liegen.  Aber  im  ersten  Punkte 
c(ioo)  bleiben  zufolge  (2)  und  (3)  beide  endlich  und  nicht- verschwin- 
dend, und  das  Gleiche  gilt  auch  an  der  dritten  Stelle  o(f),  da  sich 
nach  I  p.  587  hierselbst  die  eine  unserer  Functionen  gerade  so  ver- 
hält, als  die  andere  in  c(ioo).  Jetzt  bemerke  man,  dass  sich  öi^^i  bei 
CD  =  0  so  verhält  wie  <ffi,—x  bei  ©  =  too,  und  dass  überdies  das 
Verschwinden  oder  ünendlichwerden  eines  6x^f^  ausschliesslich  durch 
den  ersten  der  unteren  Indices  bestimmt  wird.  Der  Quotient  unserer 
beiden  Functionen  (2),  (3)  wird  also  in  c(0)  endlich  bleiben,  und  das- 
selbe gilt  dann  wieder  in  c(^),  da  der  Übergang  von  der  einen  Stelle 
zur  anderen  von  constanten  Factoren  abgesehen  nur  wieder  auf  eine 
Permutation  der  beiden  Functionen  hinauskommt.  Man  setze  jetzt, 
unsere  beiden  Functionen  wären  in  c(0)  im  gleichen  Grade  zu  Null 
geworden,  so  müsste  dasselbe  in  c(^)  stattfinden,  und  sie  hätten  auf 
dem  Teilungspolygon  wohl  Nullpunkte,  aber  keinen  ünstetigkeitspunkt. 
Da  sie  aus  demselben  Grunde  in  c(0)  nicht  <x>  sein  können,  so  bleibt 
nichts  übrig,  als  dass  sie  mit  Constanten  identisch  sind,  und  also 
folgt  aus  (2)  und  (3): 

(4)  J7*i./.  =  -  »«srs    /T*«.A.  =  -  "*5rs 

womit  sich  unsere  am  Eingang  des  Paragraphen  gemachte  Bemerkung 
bestätigt  hai 

Als  Darstellung  des  Hauptmoduls  g  durch  die  ö^^ft,  findet  sich  so'*'): 

Um  einige  sich  anschliessende  Gleichungen  zu  entwickeln,  knüpfen 
wir  an  den  Umstand,  dass  das  Product  aller  zwölf  verschiedenen 
fönften  (Ji,^  leicht  ersichtlich  bis  auf  einen  Factor  mit  A"^  überein- 
stimmen muss;  thatsächlich  findet  sich  durch  gewohnte  Näherungs- 
rechnung bei  cö  =  e oo  die  Relation: 

♦)  Auch  diese  Formel  ist  von  Hrn.  Bianchi  1.  c.  von  andrer  Seite  her  ent- 
wickelt worden. 
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(6)  ^n<'^.=~^- 

Spalten  wir  hier  die  beiden  Producte  (4)  ab  und  ersetzen  sie  durch 
ihre  in  (4)  gegebenen  Werte ^  so  kommt: 

woraus  unter  Gebrauch  der  Bezeichnungen  von  I  p.  643  sich  ergiebt: 

(7)  <foi<foi  ^  -  ^>V^ ' 

Die  ausfOhrliche  Begründung  dieser  für  n  =  5  gegebenen  Formeln 
gestattet  in  dem  nun  noch  zu  besprechenden  Falle  ^  =»  7  sehr  viel 
grössere  Kürze.  Indem  wir  hier  einen  ganz  analogen  Gedankengang 
einschlagen y  bilden  wir  uns  die  vier  Producte: 

6 
<^0l  <^0a<^08  }  ±  l  ^a.h  7  («  =   1  >   2,   4)  , 

von  denen  wir  zuvorderst  die  drei  letzten  betrachten.  Das  einzelne 
unter  ihnen  ist  von  der  Dimension  7,  und  da  die  zu  n  =  1  gehörenden 
Za  und  Ay  (cf.  I  p.  692  u.  f.)  den  Dimensionen  —  2  bez.  +  3  ange- 
hören^ sind  die  drei  Grössen 

6 

(8)  AAor;;^  JJ<y.,, 

der  siebenten  Stufe  adjungierte  Modulfunctionen.  Zufolge  leichter 
Rechnung  erfüllen  dieselben  die  Bedingung: 


(9) 


lim  (  A\,e-'    rjöa,.  )  =  —  i«-2«; 


sie  bleiben  dieserhalb  gegenüber  S  invariant  und  lassen  sich  also 
bereits  vollständig  auf  dem  siebenten  Teilungspolygon  untersuchen^ 
dessen  eine  Hälfte  durch  Figur  88  I  p.  373  gegeben  ist.  Hier  tritt 
nun  eine  Betrachtung  ein ,  die  bis  ins  einzelne  der  soeben  bei  n  =  5 
durchgeführten  gleicht^  und  wir  finden  am  Schlüsse  derselben  wieder, 
dass  die  drei  Functionen  (8)  mit  Constanten  identisch  sein  müssen. 
Die  Werte  dieser  Constanten  gehen  aus  (9)  hervor,  und  wir  erhalten 
also  folgende  Beziehung  der  siebenten  61^^  zu  dem  Modulsystem  Zu 
siebenter  Stufe: 

6 
(10)  t£««  .  £üfii^^6a,f,   ==  Za^((Oi,  ö^). 

Das  Product  aller  24  verschiedenen  61^,^   wird  mit  A~*  propor- 
tional sein^  und  zwar  findet  sich  genau: 

KUin-Friok«,  Modnlfanotion«n.  II.  3 
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(11)  <^01<^(«<^04  H  H  *^«,'*  =  ~^~ ' 

a         14, 

Mit  Hülfe  von  (10)  und  I  p.  720  (2)  folgt  hieraus : 

(12)  <yoi<yo2<^o4  =  -Ao/7, 

genau  analog  der  soeben  bei  n  =  b  aufgetretenen  Formel  (7).  Um- 
gekehrt können  wir  jetzt  an  Stelle  yon  (10)  setzen: 

6 

(13)  «««  .  ff^^ff^ts^  U<fa,f.  =  i }/7  A-^ .  £?„.(©, ,  (0,) , 

und  diese  Formeln  sind  um  so  bemerkenswerter^  als  ihnen  für  n  =  5^ 
wie  man  leicht  ausrechnet,  die  Formeln: 

i 

(14) 

ersichtlich  bis  ins  einzelne  gleichgebildet  sind. 

Diese  augenscheinliche  Analogie  zwischen  n  =  5  und  n  =»  7  legt 
den  Versuch  nahe/  entsprechende  Entwicklungen   z.  R  für  beliebige 

Primzahlen  n  an  die  dort  eintretenden  — --    Grössen  öx^f^  zu  knüpfen. 

Wir  würden  in  dieser  Weise  den  Formeln  (13)  und  (14)  entsprechend 

n  —  1 

ein  System  von  — g—  Moduln  Za  der  «**^  Stufe,   sowie   (7)  und  (12) 

entsprechend  eine  einzelne  Grösse  w*®'  Stufe  Ao  sofort  hinschreiben 
können,  und  es  würde  auch  nicht  schwer  halten,  eine  gruppentheo- 
retische Erörterung  über  diese  Modulformen  auf  Grund  der  bezüg- 
lichen Entwicklungen  in  I  p.  419  u.  f.  zu  geben.  Und  nun  gehören 
wirklich  die  solcherweise  aus  den  öx^f^  zusammengesetzten  Modulformen 
zu  den  einfachsten  und  brauchbarsten,  deren  wir  überhaupt  im  Gesamt- 
verlauf unserer  functionentheoretischen  Untersuchungen  habhaft  werden 
können.  Nur  lässt  uns  der  hier  vorliegende  Ansatz,  der  in  der  Haupt- 
sache allein  von  der  Aufsuchung  der  Null-  und  Unendlichkeitsstellen 
der  Functionen  ausgeht,  für  den  allgemeinen  Fall  n  zum  guten  Teil 
im  Unklaren  über  die  wichtigsten  Eigenschaften  jener  Grössen  und 
über  ihre  Beziehung  zu  anderen,  gleichfalls  bemerkenswerten  Func- 
tionen der  w*®"  Stufe.  Indem  wir  demnach  die  Besprechung  der  öx^f^ 
(und  damit  überhaupt  der  Teilwerte)  an  dieser  Stelle  abbrechen,  be- 
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merken  wir  zum  voraus,  dass  uns  jene  Moduln  0a  und  Aq  im  folgenden 
Abschnitt  wieder  begegnen  werden,  wo  wir  zu  ihrer  Untersuchung 
wesentlich  neue  Hülfsmittel  zur  Hand  haben  werden*). 

An  die  somit  beendete  Betrachtung  der  speciellen  Teilung  erster 
Stufe  konnten  wir  nun  eine  Darstellung  der  Teilung  höherer  und  also 
in  erster  Linie  der  zweiten  Stufe  reihen.  Wir  würden  da  von  den 
Teilwerten  der  drei  Functionen  'siu  am,  cos  am,  A  am  zu  handeln 
haben  und  müssten  den  <y-  bez.  -d-j-Teil werten  offenbar  die  Teilwerte  der 
drei  geraden  6-  bez.  ^O'-Functionen  gegenüberstellen.  Eine  systematische 
Darstellung  der  Eigenschaften  dieser  Grössen  auf  Grundlage  unserer 
in  Bd.  I  entworfenen  Theorie  würde  nicht  schwierig  sein,  ist  indessen 
zur  Zeit  noch  nicht  ausgeführt  worden.  Indem  wir  also  von  einer 
solchen  Darstellung  hier  absehen,  bemerken  wir  noch,  dass  eben  diese 
aus  der  zweiten  Stufe  entspringenden  Grössen  nicht  nur  in  der  älteren 
Literatur,  sondern  auch  in  den  neueren  Arbeiten  von  Eronecker 
(Berliner  Berichte  von  1886)  und  Weber  1.  c.  ausführliche  Berück- 
sichtigung finden. 

*)  Es  mag  übrigens  schliesslich  noch  bemerkt  werden,  das  auch  die  ^^  n^  ^\  u 

in  einfacher  Weise  durch  die  <rj  dargestellt  werden  können;  man  vcrgl.  Klein 
„Normalcnrven**,  p.  15,  oder  auch  die  bezüglichen  Formeln  im  zweiten  Kapitel 
des  nächsten  Abschnitts. 


u* 


Zweites  Kapitel. 

Die  Transformation  l^^'^  Ordnung  erster  Stufe  und  die 
Transformationsgleichnngen  erster  Stufe*). 

Neben  der  Teilung  w***"  Grades  hat  in  der  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  seit  langer  Zeit  die  sogenannte  Transformation  n^'  Ord- 
nung eine  wichtige  und  umfassende  Bolle  gespielt.  Auch  sie  versieht 
uns,  wie  wir  schon  andeuteten^  mit  einem  Mittel^  Modulfunctionen 
höherer  Stufe  aus  solchen  niederer  Stufen  herzustellen.  Inzwischen 
verfolgen  wir  die  hieraus  für  unsere  ferneren  Zwecke  entspringenden 
Ergebnisse  vorab  noch  nicht  weiter-,  es  soll  sicJi  vielmehr  in  erster  Linie 
darum  handeln,  die  überlieferte  Transformationstlheorie  ihrem  Wesen  nach 
mit  unseren  von  Bd.  I  gelieferten  Hülfsmitteln  ssur  Darstellung  0u  bringen. 
Wir  werden  dabei  den  Gedankengang  genau  so  wie  im  vorauf- 
gehenden Kapitel  wählen;  man  kann  die  Transformation  n^'  Ordnung 
auf  Grössen  der  ersten  und  andrerseits  auf  Grössen  höherer  Stufe  an- 
wenden ;  dem  ersteren  Zwecke  ist  das  gegenwärtige  Kapitel  ausschliess- 
lich gewidmet**).  Auch  im  einzelnen  ist  der  Gedankengang  wie  vorhin : 
wir  werden  die  Transformation  n*®'  Ordnung  in  gruppentlieoretischer, 
sodann    in    functionentheoretischer  Hinsicht   untersuchen   und   endlich 


*)  Für  das  zweite  Kapitel  ist  grundlegend  die  bereits  öfter  genannte  Arbeit 
von  Hm.  Klein,  Über  die  Transformation  der  eUiptiscJien  Functionen  und  die 
Auflösung  der  Gleichungen  fünften  Grades,  Math.  Ann.  Bd.  14  (1878).  Unter  den 
neueren  Arbeiten  kommt  fflr  uns  namentlich  die  inhaltreichc  Abhandlung  von 
Hrn.  Kiepert  in  Betracht:  Über  die  Transformation  der  elliptischen  Functionen 
bei  zusammengesetztem  Transformationsgrade,  Math.  Ann.  Bd.  32  (1887);  hieran 
schliesst  sich  die  weitere  Abhandlung  des  gleichen  Verfassers:  Über  gewisse  Ver- 
einfachungen der  Transformationsgleichungen  in  der  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen, Math.  Ann.  Bd.  37  (1890). 

**)  Indem  wir  also  die  Betrachtung  der  höheren  Stufen  hinausschieben,  werden 
wir  auch  erst  späterhin  auf  die  älteren  Arbeiten  über  die  Transformationstheorie 
Bezug  nehmen  können,  da  diese  ja  durchgängig  an  den  Legendre'schen  Integral- 
modul beziehungsweise  die  aus  ihm  durch  Wurzelziehung  entspringenden  Con- 
gruenzmoduln  anknüpfen. 
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Einzelbetrachtungen  folgen  lassen^  deren  Zweck  vielfach  der  ist^  den 
Leser  auf  dem  ausgedehnten,  hier  in  Betracht  kommenden  Gebiete 
zunächst  einigermassen  zu  orientieren. 

§  1.  Erste  Einführung  der  Transformation  n^'  Ordnung  erster  Stufe 
und  gruppentheoretisohe  Untersuchung  derselben.     Die  functionen- 

theoretisohen  Bepr&sentanten. 

Wir  verstehen  unter  i^(cöj ,  Oj)  eine  beliebige  Modulform  der  ersten 
Stufe  (oder  auch  eine  doppeltperiodische  Function  der  ersten  Stufe, 
auf  welche  die  zunächst  durchzuführenden  gruppentheoretischen  Be- 
trachtungen gerade  so  gut  passen,  wie  für  die  Modulformen).  Man 
setze  alsdann  neben  die  Grösse  F^ai,^^)  als  neue  Function  der  beiden 
Yariabelen  (OijCo^  die  folgende: 

(1)  FXa,„<o,)='F{a,„''^) 

und  benenne  den  Übergang  von  F  zu  F'  als  Transformation  n^'  Ord- 
nung erster  Stufe*).  Dieser  letztere  Zusatz  betrifft  aber  nicht  die 
Definition  der  Transformation  n^  Ordnung  (die  wir  späterhin  für  die 
Moduln  höherer  Stufe  genau  so  wählen  werden);  er  zielt  vielmehr  ab 
auf  die  durchzuführende  Theorie  dieser  Transformation  n**"  Ordnung,  die 
fär  die  Functionen  bez.  Formen  der  ersten  Stufe  ihren  besonderen  und 
zwar  wieder  einfachsten  Charakter  gegenüber  den  höheren  Stufen  zeigt. 

Den   transformierten   Modul   erster  Stufe   F\a)i,  —j  unterwerfen 

wir  zuerst  der  näheren  grwjppentheoretisdhen  Betrachtung.  Wir  üben 
zu  diesem  Zwecke  eine  beliebige  Modulsubstitution  auf  m^  und  d,  aus 

und  fragen,  ob  sich  eine  Untergruppe  finden  lässt,  welcher  Fuo^y  — j 

als  Modulform  angehört  Deren  Substitutionen  würden  also  der  Be- 
dingung genügen  müssen: 

die  wir  übrigens  sofort  in  die  zweckmässigere  Gestalt  umschreiben: 

(2)  F(«a,,  +  «^5,^-a,.  +  d.5)=F(a,.,5). 

Hier  ist  offenbar  auf  die  Argumente  cD|,  —  die  lineare  Substitution 

mit  den  vier  Coefficienten  a,  nß,  y,  S  angewandt,  und  indem  wir 
noch  die  um  der  Allgemeinheit  willen  notwendige  Annahme  machen, 

*)  Vgl.  die  vorläufigen  Angaben  in  Formel  (2)  p.  7. 
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dass  F^m^fio^)  bei  keinen  anderen  linearen  Substitationen,  als  denen 
der  Modulgruppe,  unverändert  bleibt,  entspringt  als  hinreichende  und 
notwendige  Bedingung  für  das  Bestehen  Yon  (2)  die  folgende: 

(3)  y^O,     (mod.  n). 

Ein  transformierter  Modul  (l)  ist  demgemäss  eine  (algebraische)  Modul- 
fomi  der  n**°  Stufe;  sie  bleibt  des  näheren  bei  allen  durch  (3)  charaJUeri- 
sierten  Substitutiofien  unverändert,  die  nach  I  p.  461  eine  homogene 
Cofigruenzgruppe  r^(,)  des  Index  if(n)  bilc^.  Diese  ry,(«)  enthält  offen- 
bar auch  die  homogene  Operation  T^.  Beim  Fortgang  zu  den  nicht- 
homogenen Substitutionen  bewahrt  ftpim)  demgemäss  ihren  Index  if(n) 
und  geht  dann  direct  in  die  I  p.  461  genannte  Gmppe  der  Substitu- 
tionen : 

(4)  v{io)=^j^,     (mod.n) 

a 

über.  Dieserhalb  gilt  unsere  Erörterung  ohne  jede  Modification  für 
die  iilodul functionen  erster  Stufe;  es  ist  das  einfach  der  Specialfall, 
dass  die  Dimension  yon  F{m^j  (o^  die  nullte  ist  Dass  aber  die  trans- 
formierten Grossen  (1)  in  der  That  algebraisclie  Modulformen  sind  (wie 
wir  schon  andeuteten),  wird  durch  späterhin  zur  Besprechung  kom- 
mende Figuren  zur  unmittelbaren  Evidenz  gebracht. 

Nach  dem  gewonnenen  Resultat  ist  Fyoif  -*)  eine  unter  if{n) 
gleichberechtigten  Modulformen :  * 

(5)  FW(a,.,(D,)  =  2''(a,a>,  +  /3,(D„    y^"' +  *'°''), 

die   wir  offenbar    dadurch    herstellen   werden,   dass   wir    (   *^  \')    ei 

liepräsentantensystem  der  r^(;,)  der  Operationen  (4)  durchlaufen  lassen. 
Diese  V'(m)  Grössen  F\  F",  . . .,  F^"^  gehören  dann  zu  den  jlf(n)  gleich- 
berechtigten Congruenzgruppen  r^(»). 

um  der  so  bezeichneten  Sachlage  noch  besser  gerecht  zu  werden, 
wollen  wir  die  Transformation  n**'  Ordnung  insofern  von  vornherein 
etwas  allgemeiner  fassen,  dass  tvir  als  transformierte  Moduln  F  über- 
haupt alle  Formen: 

(6)  F{ac.,  +  ßa,„    ''-"l+/_"..) 

erklären.  Da  werden  sich  dann  alle  diese  den  unendlich  vielen  Modul- 
substitutionen entsprechenden  Moduln  (6)  offenbar  in  ^(n)  Classen 
anordnen,  wobei  alle  Formen  der  einzelnen  Classe  als  Functionen  der 
(Oj,  cDg  betrachtet  identisch  sind.  Eine  einzelne  Form  aus  jeder  Classe 
wird  letztere  demnach  repräsentieren  können,  und  so  mögen  wir  als 
Repräsentanten  der  v***°  Classe  die  in  (ö)  gegebene  Form  F^""^  wählen. 


ein 
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Wir  haben  unserer  Betrachtung^  um  sie  zu  erleichtern^  durch 
Voranstellung  der  Form  F  sogleich  eine  concrete  Basis  gegeben. 
Nichts  hindert^  von  dieser  Voraussetzung  zu  abstrahieren.  Offenbar 
bezeichnen  wir  dann  ok  Transformation  n*®'  Ordnung  deti  Übergang  von 

und  werden  immer  bemiglich  der  Modulgruppe  äquivalente  cd/^  to^  in  eine 
Classe  v^einen.  Dabei  entspringen  nur  tlf(n)  versdiiedene  Glossen ,  und 
wir  können  als  deren  Repräsentanten  die  ^(n)  Paare: 

(8)  a},(*)  =  a,(o,  +  ß.(o,,     (o,(^)  _  /.   1  -r    .  , 

heramnehen. 

Für  den  Fall  eines  primzahligen  n  =  gf  können  wir  die  ^(w)  ==  g  + 1 
Repräsentanten  ohne  Mühe  fertig  angeben.  Hier  haben  wir  nämlich 
(unter  zweckmässiger  Anpassung  der  Bezeichnungsweise  an  die  Ver- 
hältnisse) als  Repräsentanten  der  f^^.!  der  Operationen  (4): 

F,(«)  =  ai,     F»  =  ^,     (v  =  0,1,...,  2-1), 

was  man  leicht  durch  Rechnung  bestätigt.  Als  die  {q  -f-  1)  Repräsen- 
tanten (8)  ergeben  sich  demnach: 

(9)  «,,(«)=>ö,i,     «,,0»)=^;    a,,W  =  -m„     a,,(')  =  ^^±^, 

und  es  folgen  für  diesen  Fall  als  die  (j  -f-  1)  gleichberechtigten 
Moduln  (5): 

(10)  .     J'(-)  =  F(a,.,^),     F(')=.F(-a,„^?i±i^).*) 

Wir  haben  endlich  noch  die  Stellung  der  ^(w)  Untergruppen  r,^(„) 
gegenüber  einigen  anderen  Congruenzgruppen  der  n*^  Stufe  in  Kürze 
zu  charakterisieren.  Vor  allem  wollen  wir  die  ausgezeichnete  Con- 
gruenzgruppe  n^  Stufe  betrachten,  welche  den  gemeinsamen  Bestand- 
teil aller  r^(M)  ausmacht.  Man  transformiere  die  fyf^n)  der  Operationen 
(4)  durch  T;  die  entspringende  gleichberechtigte  V'^f^n)  ist  durch  ß^O 
gegeben.  Die  Operationen  der  gesuchten  Untergruppe  erfüllen  sonach 
die  Bedingung  /S^y^O,  (mod.  w).  So  oft  aber  in  einer  solchen 
Substitution  a  von  d  modulo  n  verschieden  ist,  wird  dieselbe  durch  S 

in  eine  Substitution  mit  /3  ^  0,  (mod.  n)  transformiert  Nur  erst  die 
Substitutionen 


♦)  Cf.  Klein  1.  c.  p.  130. 
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(11)  !;(©)=  "-^,     (mod.n) 


bilden  eine  ausgezeichnete  Untergruppe ,  und  dass  diese  die  gesuchte 
Gruppe  ist,  bemerkt  man  sofort.  Die  Anzahl  incongruenter  Substitu- 
tionen (11)  ist  nun  offenbar  (n>2  vorausgesetzt*))  gleich  der  halben 
Anzahl  incongruenter  Losungen  der  Congruenz  a:*  EEf  1,  (mod.  n),  welch' 
letztere  Anzahl  in  den  Elementen  der  Zahlentheorie '^*)  bestimmt  wird. 
Daraufhin  finden  wir  als  Index  der  den  ryy(n)  gemeinsamen  ausgesmch- 
neten  Untergruppe: 

-   2, 


V^^)  <yX-\-a  ö*-f«-l> 


unter  x  die  Anzahl  der  verschiedenen  in  n  enthaltenen  ungeraden  Prim- 
zahlen verstanden,  unter  6  aber  2, 1  oder  0,  je  nadidem  n  durch  8  teilbar 
oder  das  Vierfache  einer  ungeraden  Zahl  oder  endlich  keines  von  beiden  ist. 
Man  wolle  endlich  noch  das  Verhältnis  betrachten^  in  welchem 
die  if(n)  Gruppen  r^,(,)  zu  den  ^(n)  bei  den  Teilwerten  eintretenden 
Gruppen  ry(»)y/(n)  stehen.  Diese  beiden  Reihen  von  je  ^(n)  Gruppen 
sind  einander  zugeordnet,  so  dass  die  einzelne  f^^  in  einer  bestimmten 
ftf/  als  Untergruppe  des  Index  9>(n)  enthalten  ist.  Die  Bildung  sym- 
metrischer Functionen  jener  (p{n)  zur  einzelnen  f^^  gehörenden  Teil- 
werte stellt  sich  uns  jetzt  also  in  einem  neuen  Lichte  dar:  Durch 
Processe  dieser  Art  wird  man  offenbar  den  Übergang  von  den  Teil- 
werten zu  den  transformierten  Moduln  desselben  n  zu  suchen  haben***). 

§  2.     Das  Tranflformationspolygon  n^  Ordnung. 

Wie  wir  im  vorigen  Kapitel  das  Polygon  der  Ti^^  der  nicht- 
homogenen Substitutionen  o'  ^  cd  -|-  /S,  (mod.  n)  als  das  n*®  Teilungs- 
polygon bezeichneten,  so  heisse  jetzt  das  Polygon  der  speciellen  r^(i») 
der  Substitutionen: 

(1)  t;(io)  --  "-:^/  ,  (mod.  n) 

Transformationspolygon  n^  Ordnung  F^^n)  oder  kurz  n^  Transformations- 
polygon. Bei  der  Art,  wie  wir  f^  unter  den  ^  gleichberechtigten 
Gruppen  auswählten,  besteht  dieses  Polygon  aus  tl}(n)  Doppeldreiecken, 
die  offenbar  durchgehends  zwischen  den  beiden  in  es  «s  -f-  ^  senk- 
recht stehenden  Geraden  der  Modulteilung  angeordnet  werden  können. 


*)  Für  »  s»  2   erkennt   man  sofort  die  Hauptcongruenzgruppe  als  die  ge- 
Bucbte  ansgeseichnete  Untergruppe. 

**)  Cf.  Dirichlet-Dedekind,  Zahlentheorie  p.  87  der  dritten  Aufl. 
***)  Man  vgl.  hierzu  wieder  die  Arbeiten  von  Hm.  Kiepert,  z.  B.  die  erste 
der  am  AnfiaDg  des  yorliegenden  Kapitels  genannten  Abhandlungen  desselben. 
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Das  Teilnngspolygon  Fi^^y,  wird  sich  aus  ^9  Transformationspolygonen 
Ftp  aufbauen  lassen,  und  zwar  wird  dem  fiir  die  geschlossene  Fläche 
Fitpy,  eine  reguläre  Einteilung  in  \(p  Bereiche  ^^/(n)  entsprechen,  dem 
Umstände  zufolge,  dass  die  Ti  ^^  innerhalb  der  Vxp  ausgezeichnet  ist 
Die  entsprechende  endliche  Gx^  von  Transformationen  der  Fx^^,  in  sich 
ist  alsdann,  wie  man  auf  Grund  früherer  Untersuchungen  leicht  verifi- 
ciert,  stets  und  nur  in  den  Fällen  cyclisch,  wenn  es  für  das  gerade 
betrachtete  n  zum  Exponenten  ^9(n)  gehörende  Zahlen  giebt. 

Für  n  =>  2  fallen  Transformations-  und  Teilnngspolygon  zusammen. 
Dasselbe  gilt  für  diejenigen  weiteren  n,  bei  denen  (p{n)  =^2  ist,  d.  i. 
für  n  <»  3,  4,  6.  Die  betreffenden  Figuren  erhält  man  für  n  =  3,  4 
einfach  dadurch,  dass  man  ein  geeignetes  Drittel  bez.  Viertel  aus  den 
bezüglichen  Gesamtpolygonen  (Fig.  81,  82  I  p.  354)  ausschneidet.  Für 
n  =  6  gewinnt  man  Fi  ^^  =  Ftp  direct  durch  Verdoppelung  der  Fig.  85 
I  p.  367.  Das  Polygon  Ftp  (5)  wolle  mau  in  Fig.  96  I  p.  635  nach- 
sehen, JPV(7)  desgleichen  in  Fig.  104  I  p.  742.  Man  wird  für  die  beiden 
letzteren  Fälle  3  =»  5,  7  leicht  die  betreffenden  Teilungspolygone  mit 
Hülfe  der  zugehörigen  in  I  gegebenen  Figuren  aus  zwei  bez.  drei 
Polygonen  Ftp  zusammensetzen.  Übrigens  erkennt  man  von  JFV(5)  und 
Ftp{7)  aus  sehr  leicht  die  Gestalt  von  Ftp  für  beliebige  Primzahl  n  =  q: 
Fq^i  wird  da  offenbar  am  zweckmässigsten  aus  den  (q  -{-  1)  Doppel- 
dreiecken : 

(2)  1,    T,    TS±S    TS±\   ...,    TS'   « 

zusammenzusetzen  sein,  deren  freie  Randcurven  man  natürlich  dann 
noch  in  richtiger  Weise  einander  zuzuordnen  hat.  Durch  die  Opera- 
tion T  geht  dieses  Polygon  Ftp  in  das  F[p  der  Dreiecke: 

(3)  T,    1,   S±\   S±^    ...,    S-    » 

über,  das  also  zu  der  mit  f^  gleichberechtigten  Untergruppe  f^  =  TVtpT 
gehören  würde  und  gleichfalls  eine  ganz  besonders  übersichtliche  Ge- 
staltung darbietet*). 

Das  Transformationspolygon  Ftp^n)  ist  für  jedes  n  in  Bezug  auf  die 
imaginäre  m-Axe  sich  selbst  symmetrisch;  die  bezügliche  geschlossene 
Fläche  Ftp  gestattet  also  stets  eine  der  Modulsubstitution  zweiter  Art  A 
correspondierende  symmetrische  Umformung  in  sich,  ein  Umstand,  den 
wir  späterhin  bei  der  functionentheoretischen  Untersuchung   zu  ver- 


•)  Von  diesen  Polygonen  F'  ging  Hr.  Klein  ureprünglich  in  der  am  Ein- 
gang des  Ejipitels  genannten  Arbeit  aus,  und  von  hieraus  eben  entstand  die 
aUgeraeine  Theorie  der  Fnndamentalpolygone;  vgl.  die  Fig.  9,  11,  13  daselbst. 
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werten  haben  werden.  Ungleicli  intereaaanter  ist  übrigenB  eine  Trans- 
formation erster  Art,  welche  gleichfalls  bei  altgemeinem  n  das  Polygon 
F^  und  entsprechend  die  geschlosBeue  Fläche  F^,  in  sich  Oberföhrt, 
eine  Thatsache,  vermöge  deren  wir  Oberhaupt  die  Transformation  n*" 
Ordnung  hätten  einfahren  kSnnen. 


Um  hierauf  näher  einzugehen,  wolle  mau  die  Modulsubstitution 
V(a)  = ^_-T■  durch  die  auch  späterhin  noch  sehr  häufig  zu  ge- 
brauchende lineare  Substitution; 


(4) 

transformieren, 

(5) 


TTH- 


V'. 


Wir  finden  als  transformierte  Operation: 


r(a»)-=H'-'FTr(iB)- 


-  Sa  -\-n- 


)  dass  V  stets  und  nur  dann  selbst  wieder  eine  Modul  Substitution  ist, 
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,  wenn  V  unserer  r,^(,)  angehörte.  Man  kann  dies  bei  der  Gestalt  von 
(5)  des  näheren  auch  dahin  ausdrücken,  dass  die  Modttlgnippe  T  durch 
(4)  in  eine  Gruppe  r'  ^'W~^rW  transformiert  tmrd,  und  dass  dabei  als 
grosster  gemeinsamer  Bestandteä  von  P  und  V  unsere  rv.(,)  eintritt. 

Insofern  jetzt  T,^  mit  W  vertauachbar  ist,  wird  nach  bekannten 
ScUeen  das  Polygon  Fy,,  von  a-laubter  Abänderung  cdjgesehen,  durch  W  in 
sieh  transformiert.  Dabei  wird  man  dbrigena  nicht  erwarten  dttrfen^ 
dass  diese  erlaubten  Abänderungen,  wie  bei  unseren  früheren  Unter- 
suchungen, sich  immer  durch  Abtrennung  ganzer  Elementardreiecke 
bewerkstelligen  lassen;  vielmehr  ist  dies  bei  dem  Charakter  der  Opera- 
tion W  im  allgemeinen  ausgescbloaseD.  Freilich  gestalten  sich  die 
Verhältnisse  bei  einigen  niederen  n  besonders  einfach;  man  betrachte 
z.  B.  die  hieroben  fQr  n  =>  6  entworfene  Fig.  1,  wo  aicb  daa  trans- 
formierte  Polygon    ohne    jede   Abänderung    mit   dem    ursprQnglichen 
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mg.», 
deckt;  aber  schon  für  n  °^  5  bemerkt  man  in  Fig.  2  die  Notwendig- 
keit von  ZerstQckungen  einzelner  Dreiecke*).    Zum  Verständnis  dieaer 

*)  Fflr  n  ->  11  bat  Hi.  Papperitz  die  froglicbe  Fignr  gezeichnet  und  Daher 
betnehtet;  Tg).  deBieu  Abhaudlnng  „Vnterguchungeu  über  die  algehraiiehe  Trant- 
formation  der  hypergeometrieAen  Functionen"  Math.  App.  Bd.  26  (1886). 
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Figuren,  welche  berufen  sind,  gelegentlich  noch  eine  sehr  wichtige. 
Rolle  bei  unseren  Überlegungen  zu  spielen ,  bemerke  man  folgendes: 
Die  durch  verticale  Schraffierung  ausgezeichneten  Dreiecke  bilden  das 
in  der  ursprünglichen  <D-Halbebene  gelegene  Polygon  F^.  Indem  wir 
nun  (o  =  W{cci)  ausüben  und  dabei  diese  Operation  in  der  von  I 
p.  165  ff.  her  gewohnten  Weise  als  Umformung  der  <D-Ebene  in  sich 
vorstellen  y  gehen  die  Dreiecke  von  Fy,  in  die  durch  horizontale  Schraf- 
fierung ausgezeichneten  Dreiecke  der  Figur  über.  Man  sieht,  dass  die 
letzteren,  für  sich  genommen,  in  der  cd'- Halbebene  ein  Polygon  für 
die  mit  V^  gleichberechtigte  f^  (gebildet  aus  <d'- Substitutionen)  zu- 
sammensetzen; die  rechnerische  Bestätigung  dieser  Erscheinung  wird 
man  leicht  durchführen. 

Dass  übrigens  die  Fyj(n)  jetzt  insgesamt  eine  O^  von  Transforma- 
tionen in  sich  zulässt  (bestehend  aus  1,  W,  Ä,  WÄ)j  brauchen  wir 
kaum  noch  auszusprechen.  Die  beiden  Transformationen  W  und  WA 
der  geschlossenen  Fläche  in  sich  werden  weiter  unten  (Eap.  5  dieses 
Abschn.)  zu  sehr  interessanten  zahlentheoretischen  Folgerungen  ver- 
wandt werden. 

§  3.  Zweite  Einführung  der  Transformation  n^'  Ordnung  erster  Stufe. 

Die  arithmetisohen  Repräsentanten*). 

Bevor  wir  das  nun  gewonnene  Fundament  für  die  functionen- 
theoretische  Besprechung  der  Transformation  verwerten)  müssen  wir 
einer  anderen  Einführung  der  Transformation  n^  Ordnung  gedenken, 
die  wir  sogleich  unter  Gebrauch  nicht- homogener  Substitutionen  ab- 
leisten. Wenn  wir  die  Ausübung  einer  Modulsubstitution  V  als  Trans- 
formation erster  Ordnung  bezeichnen  wollen,  so  wird  man  es  nur  als 
eine  folgerichtige  Begriffserweiterung  ansehen,  wenn  wir  cds  Trans- 
formation n*®'  Ordnung  die  Ausübung  der  Substitution: 

(1)  cd'  =  ^"^  ,    , ,    ad  —  hc^^n 

^  ^  cm  '\-  d^ 

mit  ganzen  Zahlen  a,  6,  c,  d  der  positiven  Determinante  n  erklären,  Aufs 
leichteste  sieht  man,  dass  es  unendlich  viele  Substitutionen  (1)  und 
also  auch  für  ein  ursprüngliches  o  unendlich  viele  transformierte  c/ 
giebt;  aber  wir  wollen  wieder  alle  mit  einander  (bezüglich  der  Modul- 
gruppe) äquivalenten  m  in  eine  Classe  vereinen.  Eine  Classe  von 
Transfornwiionen  n*®'  Ordnung  wird  alsdann  gebildet  von  edlen  Substitu- 
tionen 


*)  Neben  den  vorhin  schon  genannten  AbhaDdlungen  kommt  hier  nament- 
lich der  in  Bd.  I  oft  genannte  Brief  Dedekind's  an  Borchardt  „über  die  Theorie 
der  dliptischen  Modulfunetümen"  Crelle's  Jonrn.  Bd.  83  (1877)  in  Betracht. 
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^^  '^  \c(o  +  d/  (Ya  +  dc)ai  +  {yb  +  dd)' 

bei  denen  a,  b,  c,  d  eine  bestimmte  Lösung  von  ad  —  bc='n  vorstellen, 
V  dagegen  die  gesamte  Modtdgruppe  V  durchläuft 

Aus  der  Classe  (2)  werde  jetzt  eine  einzelne  Substitution  als 
Repräsentant  ausgewählt,  was  offenbar  durch  bestimmte  und  zweck- 
entsprechende Wahl  von  V  zu  bewerkstelligen  ist.  Der  grösste  ge- 
meinsame Teiler  der  beiden  Zahlen  a  und  (;  sei  ^;  wir  schreiben 
alsdann: 

(3)  y  =  ~i:'  *  =  T' 

welches  offenbar  zwei  relative  Primzahlen  sind.  Wir  nehmen  dieselben 
zum  dritten  bez.  vierten  Coefficienten  von  F;  und  ein  zugehöriges  Paar 
von  Coefficienten  a^  ß  sei  alsdann  aQ,  /S^;  das  allgemeinste  derartige 
Paar  ist  durch 

W  «  =  «0  — ^«1     /5  =  /3o  +  ^« 

gegeben,  wo  £  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist.  Führen  wir  die  ganze 
Zahl  D  durch  die  Bedingung  n  =AD  ein,  so  kommt  an  Stelle  von  (2) 

Aa>+(a,b  +  ß,d)-\-Ds 
C  = _^ , 

und  hier  bestimmen  wir  endlich  s  durch  die  Bedingung 

0<aob  +  ßod  +  D6<D. 

Da  auf  diese  Weise  V  eindeutig  bestimmt  ist,  so  haben  wir  als 
Resultat:  In  jeder  Classe  (2)  von  Transformationen  n^'  Ordnung  giebt  es 
eine  und  nur  eine  Substitution  der  Form: 

(5)  c^'  =  A!l+A^    ÄD  =  n,    0<B<D, 

in  weicher  die  ganzen  Zahlen  A,  B,  D  die  in  (5)  rechts  angehängten 
Bedingungen  erfüllen.  E»  erscheint  zweckmässig,  die  einzelne  Classe 
durch  die  ihr  angehörige  Substitution  (5)  zu  repräsentieren;  zugleich 
wollen  wir  die  so  gemeinten  Substitutionen  kurz  als  arithmetisctie 
B/epräsentanten  bezeichnen,  weil  sich  dieselben  nämlich  vorzüglich  für 
arithmetische  Anwendungen  der  Transformation  n^'  Ordnung  als  brauch- 
bar erweisen. 

Um  die  Anzahl  der  unterschiedenen  Substitutionen  (5)  zu  be- 
stimmen, wird  man  D  alle  Teiler  der  Zahl  n  durchlaufen  lassen, 
während  für  stehenden  Wert  D  die  Zahl  B  ein  Restsystem  modulo  D 
beschreiben  muss.  Die  Anzald  aller  Classcn  von  Transformationen  w**' 
Ordnung  ist  sonacJi  gleich  der  Summe  aller  Teiler  der  Zahl  n,  eine  zaMen- 
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theoretische  Function  von  n,  die  wir  hinfort  durch  das  Symbol  0(n)  be- 
zeichnen wollen.  Die  Anzahl  der  in  §  1  aufgestellten  Repräsentanten 
für  Transformation  n*®'  Ordnung,  die  wir  (wie  schon  in  der  Überschrift 
von  §  1  angedeutet)  hinfort  als  die  functionentheoretischen  Bepräsentanten 
zu  bezeichnen  haben  werden,  war  demgegenüber  ^(n);  es  ist  das  eine 
im  allgemeinen  von  0(n)  verschiedene  Zahl.  Das  nähere  Verhältnis 
des  einen  zum  anderen  Bepräsentantensystem  haben  wir  demnach  nun 
festzustellen. 

§  4.     BeEiehung  zwischen  den  functionentheoretischen  und 
den  arithmetischen  Bepräsentanten.    Erweiterung  der  Transformation 

n*®'  Ordnung. 

Durch  eine  leichte  Betrachtimg  folgert  man,  dass  der  grösste 
gemeinsame  Teiler  t  der  vier  Coefficienten  a,  6,  c,  d  von  (1)  §  3  zu- 
gleich für  die  vier  Coefficienten  aller  Substitutionen  (2)  §  3  den 
grossten  gemeinsamen  Teiler  abgiebt:  Dieser  Teiler  t  ist  also  ein 
Attribut  der  ganzen  Glosse. 

Jetzt  hatten  die  functionentheoretischen  Bepräsentanten,  wenn  wir 
dieselben  gleich  nicht- homogen  schreiben  wollen,  die  Gestalt: 

(1)  roW^».    -    77 

WO  die  rechts  angehängte  Modulsubstitution  ein  Bepräsentantensystem 
der  oft  genannten  V^p^^n)  zu  durchlaufen  hat.  Diese  Substitution  (1) 
subsumiert  sich  ofi^enbar  imter  (1)  §  3,  und  zwar  haben  wir  des 
näheren  t  =  1 .  Jedem  functionentheoretischen  Repräsentanten  entspricht 
sonach  ein  arithmetischer,  dessen  %  gleicii  1  ist. 

Sind  umgekehrt  A,  B,  D  irgend  drei  den  Bedingungen  -42)  «=  n, 
0  ^B  <D  genügende  positive  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Teiler  >  1, 
so  können  wir  immer  eine  Modulsubstitution  Y  ausfindig  machen,  die 
der  Gleichung: 

(2)  f'(^/*)  =  n.F'(«D) 

genügt,  unter  V  wieder  eine  Modulsubstitution  verstanden.  Die  linke 
Seite  von  (2)  lautet  nämlich  ausführlich  geschrieben: 

^^^  ^\       D       )  yAui-\-{yB-{-8D)^ 

und  also  müssen  wir  zur  Bestimmung  von  F  die  Congruenzen: 
(4)  aA  =  0,     aB  +  ßD~^0,     (mod.  w) 

discutieren.  Hierbei  benenne  man  mit  6  den  grossten  gemeinsamen 
Teiler  von  A  und  B  und  verstehe  unter  J^,  «^  zwei  der  Gleichung 
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(5)  54-^^  =  1 


a  a 


genügende  ganze  Zahlen;  die  allgemeinste  Lösung  von  (5)  ist  dann: 

wo  die  ganze  Zahl  ri  willktLrlich  bleibt.  Inzwischen  denken  wir  doch 
1}  so  bestimmt,  dass  £  prim  gegen  6  ist.  Dies  hat  keine  Schwierig- 
keit:  Erstlich  ist  nämlich  £  als  Lösung  von  (5)  prim  gegen  alle  die 

Primteiler  von  6,  die  —  teilen.   Spalten  wir  diese  von  6  ab,  so  bleibe 

Ä 
6q,  welch'  letztere  Zahl  nun  gegen  —  prim  ist   Eben  deshalb  können 

wir  jetzt  r^  so  bestimmen,  dass  £  relativ  prim  gegen  6^  und  also 
gegen  6  wird.     Man  setze  nun  einfach: 

a  =  sD,     ß  =  6  =  tÄ  —  sBy 

womit  zwei  relative  Primzahlen  gewonnen  sind,  die  (4)  befriedigen. 
Ein  zugehöriges  Zahlenpaar  y,  d  wählen  wir  willkürlich  und  haben 
dadurch  V  bestimmt.    Unter  Einführung  der  neuen  Bezeichnungen 

s  =  a\       f  =  ß\      yA  =  y\      yB+dD  =  d' 
haben  wir  vier  ganze  Zahlen  a',  ß\  y\  d'  der  Determinante 
a'd'  -  ß'y  =3  sDS  —  (U  —  sS)y  =  ad  —  ßy  =  1 

gewonnen;  sie  liefern  uns  ersichtlich  die  Coefficienten  der  (2)  befrie- 
digenden Substitution  V\  Jedem  arithmetischen  Bepräsentanten  vom  Teiler 
t  =  1  ist  sonach  ein  ftmctionentheoretischer  Bepräsentant  zugeordnet. 

Haben    wir  nunmehr   eine   Transformation   (5)   §  3   vom    Teiler 
T>1,   so  erhalten    wir   durch  Fortheben   desselben   eine    solche   der 

Determinante  -|-,  auf  welche  direct  die  soeben  durchgeführte  Be- 
trachtung passt,  insofern  ihre  drei  Coefficienten  einen  gemeinsamen 
Teiler  >  1  nicht  aufweisen.  Wir  sprechen  demnach  sogleich  den  Haupt- 
satz aus:  Unter  den  0(n)  Classen  des  vorigen  Paragraphen  sind  stets 
und  nur  diejenigen  von  gleichem  x  in  unserem  Sinne  mit  einander  gleich- 

berechtigt;  die  Zahl  der  Classen  für  das  einzelne  r  ist  ^(-i);  ^^  ^i^ 
erhalten  demnach  die  zahlentheoretische  Bdation: 

(6)  <!>(»)=  2^  (^), 

t 

summiert  Ober  alle  quadratischen  Teiler  r*  von  n.  Formel  (6)  bietet 
eine  gewisse  Analogie  zur  Gleichung  (3)  p.  10  dar,  und  in  der  That 
knüpfen  sich  an  (6)  ähnliche  Bemerkungen  wie  damals  an  (3)  p.  10. 
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Die  Transformation  im  Sinne  des  vorigen  Paragraphen  werden  wir 
als  erweiterte  Transformation  n*^  Ordnung  bezeichnen  und  demgegen- 
über diejenige  des  §  1  als  eigentliche.    Jene  besteht  offenbar  aus  dem 

Inbegriff  aller  eigentlichen  Transformationen  der  Ordnungen  -y .     So 

oft  n  quadratische  Teiler  nicht  aufweist,  ist  0(n)  =  ^(n);  dies  ist 
insbesondere  fQr  Primzahlen  n  der  Fall,  wo  man  die  beiderlei  Beprä- 
sentantensysteme  aufs  leichteste  in  einander  überfahrt.  Natürlich 
kommt  bei  rein  quadratischen  n  für  die  erweiterte  Transformation 
auch  diejenige  der  ersten  Ordnung  mit  in  Betracht.  — 

Als  eine  abgekürzte  Bezeichnung  für  unsere  beiden  Arten  von 
Repräsentanten  verabreden  wir  diese: 

(7;  5,(0,)  =  -•   -i^,      B.r(c)  =  „-l-±^,  , 

WO  i  für  eigentliche  Transformation  die  Zahlen  0,  1,  2,...,  ^ — 1 
durchläuft,  dagegen  als  Index  von  E  bei  erweiterter  Transformation 
die  Zahlreihe  0, 1, . . . ,  0(n)  —  1.  In  einem  und  nur  einem  Falle 
stimmen  beide  Repräsentanten  (7)  mit  einander  überein,  offenbar  f&r 
Ai  =  ny  Bi  =  0,  D,  =s  1;  wir  denken  uns  diesen  Repiäsentanten  als 
ersten  Rq  =  Rq  in  den  Reihen  (7)  angeordnet. 

Von  §  1  her  wissen  wir,  dass  die  ^(n)  Repräsentanten  (7)  der 
eigentlichen  Transformation  n^'  Ordnung  den  i>(n)  gleichberechtigten 
Untergruppen  H^^  eindeutig  zugeordnet  sind,  insofern  durch  Ausübung 
einer  Substitution  t/'^  der  Hj^  auf  das  in  Ri(ai)  bez.  Ri((o)  enthaltene 
Argument  cd  nur  eine  andere  Transformation  derselben  Classe  ge- 
wonnen wird: 

(8)  JJ/(t;0)(ß,))=  F(ü.'(cD)). 

Man  wird  es  aber  sofort  als  den  wesentlichen  Unterschied  zwischen 
R  und  R'  ansehen,  dass  bei  Auswahl  der  R'  Bezug  genommen  ist 
auf  eine  besondere  unter  jenen  Untergruppen  fy,  (auf  diejenige  näm- 
lich, welche  der  Classe  Rq  «=  Rq  zugewiesen  ist),  während  bei  Ri  eine 
derartige  Rücksichtnahme  nicht  vorliegt.  Indem  wir  also  vorhin  i>(n) 
Modulsubstitutionen  Vi  mit  der  Bedingung  F.ii,  =  JJ/  als  existierend 
nachwiesen,  wird  durch  Anhängung  dieser  Vi  dem  Repräsentanten- 
system Ri  eine  besondere  Beziehung  zur  fj^^  aufgedrückt.  Ebenso 
könnten  wir  aber  auch  jede  der  (^  —  1)  anderen  f^  berücksichtigen 
und  solcherweise  z.  B.  ^(n)  Substitutionen  F/  ausfindig  machen,  so 
dass  sich  das  Repräsentantensystera: 

(9)  VlR^i^)  =  B."(a>)  =  l  ^^- 
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zur  r^=  T'-^r^^T  ebenso  verhielte,  wie  die  R/  zur  f^^  Was  aber 
den  bevorzugten  Gebrauch  der  V^^  als  besonders  vorteilhaft  erscheinen 
lässt,  ist  letzten  Endes  nichts  anderes  als  der  Umstand;  dass  f^)  die 
Substitution  S  enthält,  und  dass  dementsprechend  die  zur  f^^)  gehö- 
renden Modulfunctionen  Entwicklungen  nach  ganzen  Potenzen  von  r 
zulassen  müssen. 

§  5.    VerBweigong  und  G^BOhleoht  des  Transformationspolygons 

n*®'  Ordnung. 

Einen  ersten  Gebrauch  des  arithmetischen  Repräseutanteusystems 
machen  wir  bei  der  Bestimmung  der  Verzweigung  und  des  Geschlechts 
der  Transformationsfläche  n^^  Ordnung  JR;/(„)*).     Sei 

Vq  =  1,      M>  •  •  •  ;       y^p—l 

ein  Repräsentantensystem  der  V^p,  so  besteht  das  Polygon  JP\^  aus  den 
ip  Doppeldreiecken  1,  Fi,...,  V^p-i,  und  wir  haben: 

(1)  F/J?,(co)  =  nF;(üi), 

wo  natürlich  auch  die  F/  andere  als  die  in  (9)  §  4  gemeinten  Sub- 
stitutionen sind. 

Jetzt  fixiere  man  auf  der  geschlossenen  Fxp  einen  der  Eckpunkte 
ö;  derselbe  sei  im  Polygon  Fxp  der  mit  o  =  i  äquivalente  Punkt  des 
Doppeldreiecks  F-,  welch'  letzteres  die  in  Rede  stehende  Ecke  noch 
mit  dem  andern  Dreieck  FT  gemeinsam  hat  Wir  bemerken  sofort: 
Punkt  a  ist  auf  der  geschlossenen  Fxp  dann  und  nur  dann  von  zwei 
Elementardreiecken  umlagert,  wenn  die  beiden  Transformationen: 

(2)  Vi'BiTip)  =  n  F  T(g)),       F/22,((ö)  =  n  F(gi) 

in  dieselbe  Classe  gehören,  wenn  sich  also  eine  der  Bedingung 

(3)  VBiT{(o)  =  Bi{sD) 

genügende  Modulsubstitution  F  finden  lässt.  Existiert  ein  solches  F 
nicht,  80  ist  a  von  vier  Elementardreiecken  umlagert. 

Für  die  Discussion  von  (3)  schreiben  wir  diese  Gleichung  ex- 
plicite : 

und  haben  durch  Identificierung  derselben  mit  (2)  p.  45  von  dorther 
sofort  alle  Mittel,  um  die  Betrachtung  zu  Ende  zu  führen.  Wie  man 
an  jener  Stelle  nachsehen  wolle,  muss  A  grosster  gemeinsamer  Teiler 


*)  So  werden  wir  offenbar  kurz  das  zur  geschlossenen  Flilchc  zusammen- 
gelegte Transfonnationspolygon  n*®'  Ordnung  nennen  dürfen. 

KUin-Frioke,  ModalfOnctionen.  n.  4 
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von  B  und  D  sein;  da  wir  aber  mit  eigentlicher  Transformation  zu 
thun  haben,  so  folgt  daraus  ^  <=>  1,  D  ^=  n  und  B  prim  gegen  n. 
Als  dritten  imd  vierten  Coefficienten  der  Substitution  V  haben  wir 
weiter  nach  (3)  §  3: 

y  =s  — n,       d  =  B 

und  müssen  also  a  und  ß  aus 

(5)  aB  +  ßn=  l 

bestimmen,  worauf  Gleichung  (4)  in  der  Gestalt  erscheint: 

00  —  a  <o  -\-  B 

n  n 

Es  folgt  weiter  «  =  — B,  womit  Gleichung  (5)  zur  Congruenz: 

(6)  B^^  —  l,     (mod.») 

Anlass  giebt.  So  oft  andrerseits  diese  Congruenz  erfüllt  ist,  haben 
wir  in: 

die  gesuchte  Modulsubstitution  V  und  gewinnen  so  unmittelbar  das 
Resultat:  Ist  e^  die  Anzahl  incongi'uenter  Lösungen  der  Congruenz  (6),  so 
giebt  es  auf  der  geschlossenen  Fy,  im  ganzen  s^  Punkte  a,  die  je  nur  von 
zwei  Elementardreiecken  umlagert  sind;  die  übrigen  \{^  —  s^  Funkte  a 
sind  von  je  vier  Dreiecken  umringt. 

Ein  einzelner  Punkt  h  der  Fy,  sei  jetzt  femer  im  Polygon  die 
mit  ca  =  Q  äquivalente  Ecke  von  Vi\  b  wird  stets  und  nur  dann  von 
nur  zwei  Elementardreiecken  umlagert  sein,  wenn  es  eine  Modulsub- 
stitution V  giebt,  die  der  Bedingung  VRi  U(<o)  =  JJ,(a})  oder  explicite 


w  ^f^-ür/^) 


B)(D  +  A\  _  Ag)  +^ 

J) 


genügt.     Jetzt  ist  Ä  grösster  Teiler  von  {A  —  B)  und  D,   und  also 
ist  wiederum  -4  =  1,  D  =  n,  y  =  n,  d  =*  1  —  JB,  während  fttr  a,  ß 

(8)  «(1  —  ^)  -  ßn=l 

gilt.     Indem  wir  (7)   herstellen,    soweit   diese  Gleichung  bislang  be- 
stimmt ist,  findet  sich  wieder  a  =  B,  worauf  (8)  die  Congruenz 

(9)  B^  —  B+1  ~  0,     (mod.  n) 

liefert    Andrerseits,  so  oft  diese  Congruenz  erfüllt  ist,  haben  wir  in: 

B^  -  B  J^\ 


Bm  + 


—  n 


^  (^)  ~  ,1(0  +  (1  --  B) 
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auch  wirklich  die  gesachte  Substitution  gefunden.  Ist  also  Sq  die  An- 
zahl incangmenter  Lösungen  von  (9),  so  sind  Sq  Punkte  h  der  Fxp  von  je 
ßwei  Elementardreiecken  umlagert;  die  eurückbleibenden  ^(ilf  —  SQ)  Punkte 
b  sind  von  je  seclis  Dreiecken  umlagert. 

Bage  endlich  das  Doppeldreieck  Vi  mit  seiner  dritten  Ecke  an 
den  Punkt  c  heran,  der  auf  der  Ftp  insgesamt  von  2v  Elementardrei- 
ecken umlagert  sei.  Da  ft^  eine  Untergruppe  n^'  Classe  ist;  so  ist  v 
sicher  ein  Teiler  von  n.  Um  aber  genaueres  über  v  zu  erfahren, 
müssen  wir  VRiS^^coi)  =  i?,(a))  oder  explicite 

(10)  r(£"  +  -*  +  *.)  =  ^_^ 

ansetzen,  und  es  ist  jetzt  v  die  kleinste  positive  Zahl,  für  welche  sich 
in  (10)  eine  zugehörige  Modulsubstitution  V  finden  lässt.  Hier  er- 
halten wir  nach  den  Regeln  des  §  3  ohne  weiteres  a  =  d=l,  y  =  0, 
vA  +  ßD  =  0;  ist  also  t  der  grösste  gemeinsame  Teiler  von  A  und 

D,  so  ist  offenbar  v  «==  -r- .    Um  aber  für  stehenden  Wert  D  alle  zu- 

gehörigen  Ri{(o)  zu  erhalten,  müssen  wir  B  bekanntlich  prim  gegen  t 
und  übrigens  im  Intervall  0  ^B  <C  D  wählen.     Man  zählt  sofort  ab, 

dass  es  -1-9^(0  verschiedene  B  dieser  Art  giebt,  was  nebenher  die 
Relation : 

(11)  ,^(„)=2't9(0 

zur  Folge  hat.  Die  -—  g)(t)  Doppeldreiecke,  welclie  ßr  den  Einzelwert  D 
eintreten,  toerden  sich  auf  der  geschlossenen  Fxp  zu  q>(t)  Kränzen  von  je 
-j- Doppeldreiecken  anordnen  und  solcherweise  q>(t)  Punkte  c  der  geschlos- 
senen Fläche  umringen. 

Die  Bestimmung  des  Geschlechts  p  unserer  Fläche  Fy,  kann  jetzt 
auf  Grund  von  I  p.  340  Formel  (2)  ohne  weiteres  geschehen.  Wir 
erhalten : 

i)=-t+i+i(tc-  *,)+;(*  -  o + 2  2''p(o  (t  - 1), 

was  sich  mit  Hülfe  von  (11)  zu  folgender  Schlussformel  zusammenzieht: 

(12)  ^  =  1  +  -^^^  _  1,^_  ^,,  _  |29'(0.*) 

J) 


*)  Diese  Formel  iat  zuerst  von  Hrn.  Gierster  aufgestellt  worden;  vgl. 
dessen  „Notiz  über  ModulargJeichungm  hei  susammengfisetztcm  Travsformntionsgrad^, 
Matb.  Ann.  Bd.  14  (1879). 

4* 
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Bei  Primzahlen  n  =  q>3  haben  wir  für  D  nur  die  beiden  Werte 
D=l,qy  und  beide  Male  ist  g)(t)  =  l]  überdies  finden  wir  durch 
elementare  zahlentheoretische  Regeln: 

^  =  3+1,       *i  =  l+(=^),       *o-=l+(|), 

WO  in  die  beiden  letzten  Formeln  rechter  Hand  das  in  der  Theorie 
der  quadratischen  Reste  gebräuchliche  Legendre'sche  Zeichen  auf- 
genommen ist  Formel  (12)  giebt  demnach  als  Geschleckt  des  Trans- 
formationspolygons  von  Primeahlordnung  q: 

(n)  ,  =  _'+i,_|(|)_±(^). 

Die  nähere  Berechnung  zeigt,  dass  die  einzigen  Primzahlordnungen, 
welche  für  f^  ein  Geschlecht  |)  =  0  ergeben, 

(14)  g  =  2,  3,  5,  7, 13 

sind;  dem  Falle  g  =  11  kommt  das  Geschlecht  p  =  1  z\l,  Des  wei- 
teren haben  unter  den  zusammengesetzten  Ordnungen  n  nur 

(15)  n  =  4,  6,  8,  9,  10,  12,  16,  18,  25 
das  Geschlecht  p  =  0*). 

§  6.    Funotionentheoretisohe  Betraohtnng  der  Transformation. 

Die  Transformationsgleichungen. 

Für  die  functionentheoretische  Besprechung  der  (eigentlichen)  Trans- 
formation n^'  Ordnung  haben  wir  unmittelbar  an  die  Erörterungen 
des  §  1  anzuknüpfen  und  verstehen  also  unter  jP(G}^,Og)  eine  alge- 
braische Modulform  erster  Stufe,  die  aber  auch  von  nullter  Dimension 

sein  darf.  Dass  dann  auch  llcoi,^)  als  ein  zur  ftp  gehörender  Mo- 
dul n**"  Stufe  algebraisch  ist,  dürfte  aus  den  doppelt  geteilten  Polygonen 
des  §  2  sofort  evident  werden.  Unsere  Schlussweisen  aus  Bd.  I  sind 
hiermit  ohne  weiteres  anwendbar  und  liefern  uns  das  Resultat:   Der 

transformierte  Modul  FIco^,  —  j  ist  Wurzel  einer  irredtunbelen  algebraischen 

Gleidiung  ^*^  Grades: 

(1)     x^+R,(g,,g,)xy^'+I{,(g,,g,)xy-'^+  . . .  +lirp(g^.g,)  =  0, 

deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von  g^g^  sind.  Wir  wollen 
eine  solche  Gleichung  kurz  als  eine  zur  Ordnung  n  gehörende  Trans- 
formationsgleichung  benennen  und  werden  zwischen  formen-  und  func- 


*)  Cf.  die  bis  n»61  gehende  Tabelle,  welche  Hr.  Kiepert  in  seiner  am 
Anfang  des  Kapitels  genannten  Arbeit  in  Bd.  32  der  Math.  Ann.  aufgestellt  hat. 
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iionentheoreHschen  Transformationsgleichungen  unterscheiden.  Im  letz- 
teren Falle  werden  wir  an  Stelle  von  (1)  auch 

(2)  rcV'  +  J?j(J)a;V-i  H \-  B^{J)  =  0 

schreiben  können.  In  diesem  unmittelbar^  Schluss  auf  die  Existenz 
der  Gleichungen  (1)  und  (2)  hat  man  wieder  einen  Erfolg  unserer  in 
I  entwickelten  algebraischen  Principien  zu  erkennen.  Im  Gegensatz 
dazu  führte  man  sonst  die  Transformationsgleichungen  mittelbarer 
Weise  als  Resolventen  der  Teilungsgleichungen  ein,  vermöge  eines 
Gedankengangs;  den  wir  schon  wiederholt,  und  zwar  zuletzt  am 
Schlüsse  von  §  1  des  vorliegenden  Kapitels  erwähnten.  Die  Existenz 
der  Teilungsgleichungen  ihrerseits  erschloss  man,  wie  wir  schon  an- 
führten,  auf  Grund  des  Additionstheorems  der  doppeltperiodischen 
Functionen. 

Nach  (12)  §  1  haben  die  zur  n^"^  Ordnung  gehörenden  Transfor- 
mationsgUichungen  eine  Monodromiegruppe  der  Ordnung: 

/Q\  f*W  nqp(n)V>(n) 

X  und  6  in  der  damaligen  Bedeutung  gebraucht  Umgekehrt  ausgesprochen 
sind  also  jene  Transformationsgleichungen  Resolventen  eines  Galois- 
sehen  Problems  n**'  Stufe  von  dem  in  (3)  angegebenen  Grade.  Hier 
haben  wir  aber  immer  und  nur  dann  den  Grad  des  zur  Stufe  n  gehö- 
renden Galois'schen  Hauptproblems  (desjenigen,  welches  der  Haupt- 
congruenzgruppe  n*®'  Stufe  entspricht),  wenn  n=2  oder  4  oder  gleich 
einer  Primzahlpotenz  oder  endlich  dem  Doppelten  einer  solchen  ist. 

Hat  n  quadratische  Teiler,  so  können  wir  in  der  bereits  erläuterten 
Weise  Erweiterung  der  Transformation  n*®'  Ordnung  eintreten  lassen, 

indem  wir  die  eigentlichen  Transformationen  aller  Ordnungen  —^  zu- 

sammenfassen.  Wenn  wir  dann  für  eine  und  dieselbe  Form  JP(oi,  o^) 
alle  bezQ  glichen  irreducibelen  Transformationsgleichungen  bilden  und 
das  Product  ihrer  linken  Seiten  mit  Null  identisch  setzen,  so  eut- 
springt  eine  eur  Ordnung  n  gehörende  reducibele  Transformationsgleichung. 
Der  Grad  derselben  ist  gleich  0(n),  der  Teilersumme  von  n. 

Nach  diesen  allgemeinen  Erörterungen  haben  wir  diejenigen  be- 
sonderen Folgerungen  zu  betrachten,  welche  mit  einer  besonderen  Aus- 
wahl des  zu  transformierenden  Moduls  gegeben  sind.  Nehmen  wir  erst- 
lich F  als  ganze  algebraische  Modulform  erster  Stufe*),  wobei  wir  als 
einfachste  Beispiele  g^^  g^  und  A  haben.  Da  alsdann  das  ursprüng- 
liche und  also  auch  das  transformierte  F  im  Innern  der   Halbebene 


*)  d.  i.  eine  ganze  rationale  Function  von  ^,,  g^. 
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nirgends  unendlich  wird,  überdies  aber  die  Reihenentwicklung  für  F 
bei  CD  =  ioo  nur  f)ositive  Exponenten  von  r  aufweist  (was  dann  unter 
Gebrauch  der  arithmetischen  Repräsentanten  auch  ftlr  die  transfor- 
mierten F  erkannt  wird),  qo  findet  hier  die  schon  einmal  (p.  13  u.  f.) 
gegebene  Überlegung  Schritt  für  Schritt  wieder  Verwendung,  und  wir 
finden  den  Satz:  Ist  F  eine  ganze  Modulform  erster  Stufe,  so  genügt 
das  iransformierte  F  einer  irreducibelen  Gleichung  t^^  Grades: 

(4)  xy^  +  G,  (g,,  5rJ a;V'-i  +  . . .  +  G^Qf,, g,)  =  0, 

deren  Coefftcienten  ganze  rationale  Functionen  von  g^yg^  sind.  —  Ganze 
Modul  formen  der  ersten  Stufe  geben  also  transformiert  ganze  Modul- 
formen n^^  Stufe. 

Bei  der  expliciten  Aufstellung  einer  Gleichung  (4)  kommt  natür- 
lich wieder  der  formentheoretische  Ansatz  in  Betracht,  der  uns  bereits 
in  I  (p.  756)  und  im  voraufgehenden  Kapitel  bei  den  Teilwerten  von 
Pj  j/  wesentliche  Dienste  leistete.  So  haben  wir  z.  B.  für  F  >=  g^  au 
Stelle  von  (4)  bis  auf  numerische  Bestandteile: 

(5)  x'/'  +  ag.xy^-'  +  hg.^x^-^  +  (c^,^  +  dg;^)x^f'-^  +  . . .  =  0, 
oder  für  F  =  A: 

(6)  x^f'+{ag,^+hg,')x^f'-'  +  {cg/  +  dg^g./+eg,^)x^-^'+  .  •  =  0. 

Die   numerischen    Goeffieienten   a,  h,  c . ,  .    sind    hier    stets    rationale 

m 

Zahlen,  die  man  nach  den  bereits  oben  (p.  15)  bei  den  Teilungsglei- 
chuugen  aus  einander  gesetzten  Methoden  finden  kaun'^). 

§  7.    Fortsetzung:  Die  Transformationsgleichungen  für  J{(xi). 

Begriff  der  Modulargleiehung. 

Unter  den  functionentheoretischeu  Transformationsgleichungen  wer- 
den vor  allem  diejenigen  für  <7(gj)  interessieren.  Schreiben  wir  aber 
J'  =  J{iic)),  so  wird  J\  sowie  sämtliche  mit  J'  gleichberechtigte 
Moduln,  im  Innern  der  Halbebene  allenthalben  endlich  sein.  Für  diesen 
Fall  werden  demgemäss  die  Goeffieienten  der  Transformationsgleichung 
durchgehends  ga^izc  rationale  Functionen  von  J: 

(1)  J'v  +  G,{J)  ■  JV-i  +  . . .  +  GV(J)  =  0, 

eine  Gleichung,  deren  linke  Seite  wir  durch  f(J\J)  bezeichnen  wollen. 
Der  Grad  der  ganzen  Functionen  G(J)  bleibt  zunächst  unbekannt;  nur 

*)  Transformationsgleichungen  für  g^^  g^  hat  auf  Veranlassung  von  Weier- 
strass  zuerst  Hr.  Felix  Müller  in  seiner  Dissertation  „De  transfoimaiione  func- 
tionum  eUipticarutn'*,  Berlin  (18G7),  aufgestellt.  Vergl.  auch  Brioschi  in  den 
Comptes  Rendus  Bd.  79  (1874):  „Sur  unc  formule  de  trfltisfonnation  des  fonctums 
elUptiquea". 
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werden  wir  sogleich  sehen,  dass  kein  G  den  ^^'^  Grad  überschreiten 
kann.  Um  (1)  explicite  zu  gewinnen,  könnte  man  demnach  etwa  alle 
G  als  ganze  Functionen  ^^^  Grades  mit  unbestimmten  Coefficienten 
anschreiben  und  letztere  nach  einer  der  wiederholt  genannten  Methoden 
bestimmen.  Man  würde  sich  dabei  z.  B.  aus  I  p.  154  (2)  eine  Potenz- 
entwicklung nach  r  für  J{co)  verschaffen,  von  der  man  eine  Anzahl 
Anfangsglieder  wirklich  berechnet  haben  müsste.  Daraus  würde  man 
eine  entsprechende  Entwicklung  für  J'  =  J(n(o)  unmittelbar  ab- 
schreiben und  vermöge  beider  Entwicklungen  die  linke  Seite  von  (1) 
selbst  in  eine  Reihe  nach  ansteigenden  Potenzen  von  r  umwandeln. 
Die  Coefficienten  der  letzteren,  die  aus  wohlbekanntem  Grunde  allö 
mit  Null  identisch  sein  müssen,  sind  aber  lineare  Functionen  der  in 
(1)  als  unbestimmt  angesetzten  Grössen,  für  deren  Bestimmung  sol- 
cherweise eine  hinreichende  Anzahl  linearer  Gleichungen  sich  ergiebt. 
Dass  aber  in  der  That  ein  und  nur  ein  Lösungssystem  hierbei  ein- 
tritt, entnimmt  man  leicht  aus  der  Existenz  und  Irreducibilität  der 
Gleichung  (1).  Übrigens  erhalten  wir  aus  der  Natur  der  Reihenent- 
wicklung für  J  hier  wieder  die  Erkenntnis,  dass  die  numerischen  Co- 
efficienten der  Gleichung  (1)  durchgängig  reelle  rationale  Zahlen  sind*). 
Da  sich  aber  die  beschriebene  Methode  bei  wirklicher  Durchführung 
äusserst  umständlich  gestaltet,  auch  wenn  man  die  uns  bekannte  Ver- 
zweigung von  J'  als  Function  von  J  berücksichtigt,  so  sehen  wir  von 
der  Durchrechnung  eines  Beispiels  ganz  ab**). 

Das  Transformationspolygon  wird  durch  die  Spiegelung  A  in  sich 
transformiert,  und  da  hierbei  sowohl  J{fo)  wie  J(nc})  in  ihre  conju- 
giert  complexen  Werte  übergeführt  werden,  so  müssen  die  numeri- 
schen Coefficienten  in  (1)  durchgehends  reell  sein.  Während  wir  aber 
letzteren  Umstand  soeben  bereits  auf  anderem  Wege  erkannten,  ist 
es  nun  besonders  wichtig,  die  Existenz  der  Transformation  W  [cf.  (4) 


*)  Eingehender  bandelt  von  den  zahlentheoretischen  Eigenschaften  der  Co- 
efficienten der  Gleichung  (1)  die  Note  von  Hrn.  Pick  „Zur  Lehre  von  den  Mo- 
dülargleichungen  der  elliptischen  Functionen" j  Berichte  der  Wiener  Akademie 
Bd.  91  p.  188  (1885). 

*•)  Die  f ür  n  =  3  eintretende  Gleichung  vierten  Grades  ist  von  Stephen 
Smith  berechnet  und  hat  die  Gestalt: 

X{X  +  2\S.  6')»  +  y(y  +  2'  .  3  .  6^ 

—  «»«äV  +  2"  .  3* .  Slx*y*{x  +  2/)  -  2« .  3^  9901  xy{x*  +  y*) 

+  2.8*.13.193.6367a:*y«  +  2*.3«.6^4471a;y(a;  +  y)  -2»».  6«.22973a;i/  =  0, 

27  27 

wo  X  =  -T-«^!    y  =    -    J'  genommen  ist;    vgl.  Proceedings  of  the  London  Ma- 
4  4 

thematical  Society  1878,  p.  242  und  1879,  p.  87. 
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p.  42]  des  Polygons  f^  ^  ^^^^  ^^^  ^^^  weitere  Untersuchung  Yon  (1) 
zu  verwerten.  Üben  wir  nämlich  in  /(J',  J)  =  0  oder,  ausführlich 
geschrieben,  in  /'(JCno),  J{(o))  =  0  auf  a  die  Operation  der  Periode 

zwei   W(g))  -=  ^^^  aus,  so  kommt,  da  J  gegenüber  T  invariant  ist, 

f(j{(0),  JincD))  =  0,  d.  i.  f(J,  J')  =  0; 

es  ist  demgemäss  J'  dieselbe  algebraische  Function  von  J,  tvie  unigekehrt 

J  von  J\    Wir  benutzen  nun  aber  weiter  den  Umstand,  dass  die  linke 

Seite  von  (1)  eine  irreducibele  ganze  Function  von  J)  J'  ist.     Daraus 

ist  erstlich  zu  schliessen,  dass  die  linke  Seite  fiX^J)  der  Gleichung  (1) 

bei  Yertauschung  ihrer  beiden  Argumente  bis   auf  einen   constanten 

Factor   x    in    sich    selbst   übergehen   muss,   d.  h.   dass   die   Relation 

identisch  besteht: 

f{J,  J')  =  xfiJ',  J). 

Indem  wir  in  dieser,  für  willkürliche  J,  J'  geltenden,  Gleichung  die 
Bezeichnungen  J",  J'  der  Variabein  vertauschen,  folgt 

fiJ',  J)  =  XfiJ,  J'), 

und  also  ist  x  =  +  1,  so  dass  wir  nur  noch  zwischen  den  beiden 
Gleichungen:  /*(«?)  J)  =  i/'Ce/',  J)  zu  entscheiden  haben.  Wäre  aber 
hier  das  untere  Zeichen  das  richtige,  so  wäre  in 

f(J,J')-f{J',J)^-2f{J',J) 

die  rechte  und  also  auch  die  linke  Seite  irreducibel,  entgegen  der  offen- 
bar zutreffenden  Thatsache,  dass  die  linke  Seite  den  Factor  (J' — J) 
besitzt.  Notwendig  ist  demnach  f{Jj  «T)  =  /"(«T,  J)  für  unabhängig 
gedachte  J,  J',  und  wir  haben  das  Resultat:  Die  linJce  Seite  der  Trans- 
formätionsgleichung  ^(n)'*^  Grades  für  J  ist  eine  irreducibele  symmetrische 
ganze  Function  von  J  und  J\ 

Der  besonders  charakteristische  Zug,  welcher  mit  der  Betrachtung 
der  Modulfunction  J  hier  eingetreten  ist,  dürfte  wohl  der  sein,  dass 
der  transformierte  Modul  allein  an  seinen  ursprünglichen  Wert  durch 
eine  algebraische  Relation  ^(n)***^  Grades  gebunden  ist.  Indem  hier- 
durch unter  den  bislang  betrachteten  Transformationsgleichungen  die- 
jenige für  J  besonders  ausgezeichnet  ist*),  wollen  wir  für  sie  noch 
eine  specielle  Benennung  einführen,  und  wir  folgen  hierbei  einem  alten 
Brauche,  wenn  wir  sie  als  eine  Modtdargleichung  bezeichnen.  Als  be- 
stimmenden Charakter  einer  Modulargleichung  unter  allen  sonst  auf- 
stellbaren Transformationsgleichungen  aber  sehen  wir  an,  dass  sie  eine 


*)  Man  sehe  z.  B.  die  unter  (6)  und  (6)  §  6  angegebenen  Gleichungen,  deren 
CoefQcienten  immer  zugleich  aus  g^  und  g^  zusammengesetzt  sind. 
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irreducibele  Bdaticn  ^^'^  Grades  jnoischen  dem  ursprünglichen  und  trans- 
formierten Werte  einer  Modulfundion  sei,  dass  ihre  linJce  Seite  Vertausch- 
barkeit  des  ursprünglichen  und  transformierten  Moduls  oder,  hirz  gesagt, 
ihrer  beiden  Argumente  zulasse,  dass  endlich  die  Monodromiegruppe  der 
Modtdargleichung  die  in  (12)  p.  40  gegebene  Ordnung  aufumse*).  In  der 
That  treffen  diese  Eigenschaften  bei  den  Transformationsgleichungen 
höherer  Stufe  zu,  welche  Jacobi  und  Andere  ihrer  Zeit  als  Modular- 
gleichungen  bezeichnet  haben. 

Aufs  leichteste  unterrichtet  man  sich  über  den  Umfang  aller  bei 
der  ersten  Stufe  eintretenden  Modulargleichungen.  Jede  Modulfunction 
erster  Stufe  i^(c})  ist  mit  ihrer  transformierten  2^(0)  =  i^(wa})  durch 
eine  irreducibele  algebraische  Relation  verbunden;  denn  beide  sind 
Moduln  der  ftp.  Ist  aber  F  im  Ausgangsdreieck  m- wertig,  so  ist 
leicht  ersichtlich  der  Grad  dieser  Relation  mtlf{n).  Daher  das  Re- 
sultat: Nur  für  die  Hauptmoduln  erster  Stufe  existieren  Modular- 
gleichungen, für  diese  aber  stets;  in  der  That  sind  sie  ja  alle  lineare 
Functionen  von  J. 

Die  Modulargleichungen  für  J  sind  wiederholt  Gegenstand  der 
Untersuchung  gewesen.  Unter  den  wichtigsten  bezüglichen  Arbeiten 
haben  wir  an  erster  Stelle  wieder  Hrn.  Dedekind's  oft  genanntes 
Schreiben  an  Borchardt^  zu  nennen,  in  welchem  die  in  Rede  ste- 
henden Gleichungen  als  Yalenzgleichungen  eingeführt  werden.  Die  am 
Eingang  des  Kapitels  ausführlich  genannten  Untersuchungen  von  Hrn. 
Klein *^*)  betreffen  zumal  die  unter  (14)  p.  52  zusammengestellten 
Primzahlfalle  des  Geschlechtes  p^^^O]  man  konnte  für  dieselben  auf 
indirectem  Wege  ezplicite  Formeln  herstellen,  wie  wir  sogleich  sehen 
werden.  Mit  Hülfe  der  von  Hm.  Klein  eingeführten  Principien  hat 
alsdann  Hr.  Giersterf)  die  zusammengesetzten  Ordnungen  n  des  Ge- 
schlechtes jp  -=  0  erledigt  (cf.  (15)  p.  52).  Es  schliessen  sich  hier 
auch  die  Untersuchungen  von  Hm.  Kiepert  an,  die  zu  Anfang  des 
Kapitels  genannt  wurden;  dieselben  konnten  dank  der  Aufnahme  wei- 
terer Hülfsmittel,  namentlich  der  Teil  werte  von  p  und  a  (die  zur  Her- 
stellung möglichst  einfacher,  zum  Transformationspolygon  gehöriger 
Moduln  benutzt  werden)  weit  über  die  Anfangsfalle  p  =  0  ausgedehnt 
werden.  Einige  von  den  hiermit  erwähnten  Untersuchungen  werden 
wir  weiterhin  noch  ausführlicher  kennen  lernen.     Endlich  haben  wir 


♦)  Cf.  Klein,  Mathem.  Annalen  Bd.  17  p.  67  (1879). 
*♦)  Crelle'a  Journal  Bd.  83  (1877). 
♦♦*)  Mathem.  Annalen  Bd.  14  (1878). 
t)  Vergl.  das  Citat  p.  51. 
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noch  der  beiden  hierher  gehörigen  Arbeiten  von  Hm.  Weber*)  zu 
gedenken^  in  denen  die  Modulargleichungen  von  J  zu  Untersuchungen 
arithmetischen  Charakters  verwertet  werden;  wir  kommen  auf  die  letz- 
teren Gegenstande  weiter  unten  zurück.  —  Zumeist  ist  in  all'  diesen 
Arbeiten  die  wirkliche  Herstellung  der  Modulargleichungen  oder  eines 
Aequivalents  derselben  das  wesentlichste  Ziel  der  Untersuchung  ge- 
wesen. Ein  tieferes  Eingehen  auf  die  algebraische  Natur  der  Modu- 
largleichungeU;  auf  ihren  Affect  und  auf  die  Darstellung  des  letzteren 
durch  zweckmässig  gewählte  Affectfunctionen  (vgl.  die  Erläuterungen 
in  I  p.  642  u.  f.)  musste  dabei  vorläufig  zurückstehen  und  kann  auch 
bei  der  folgenden  Darstellung  nicht  in  den  Vordergrund  gerückt 
werden. 

§  8.    Ersatz  der  Modulargleichung  bei  den  zum  Geschlechte  jp  =  0 

gehörenden  Ordnungen. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  zur  Herstellung  der  fertigen  Modu- 
largleichungen f{J\  «7)  =  0  angegebene  Methode  führt,  wie  wir  schon 
bemerkten,  nur  mit  Hülfe  umständlicher  Rechnungen  zum  Ziele;  man 
sieht  sich  dieserhalb  darauf  angewiesen,  zu  indirecten  Mitteln  die  Zu- 
flucht zu  nehmen.  Solche  Mittel  giebt  aber  die  functionentheoretisch^ 
Discussion  des  Fundamentalpoiygons.  Auf  dem  Transformationspoly- 
gon F^p  ist  J(c})  wie  auch  J{n(D)  eine  ^- wertige  Function,  während 
wir  doch  von  Bd.  I  her  wissen,  dass  es  auf  der  Fläche  F^  im  all- 
gemeinen Functionen  von  sehr  viel  geringerer  Wertigkeit  giebt.  So 
giebt  es  in  allen  Fällen  p  =^0,  die  wir  unter  (14)  und  (15)  p.  52  zu- 
sammenstellten, für  die  bezüglichen  Gruppen  fy,  Hauptmoduln.  Die 
Benutzung  der  letzteren,  sowie  der  mindestwertigen  Functionen  in  den 
weiter  folgenden  Fällen  jp  >  0,  für  die  jetzt  in  Rede  stehenden  Fragen 
werden  wir  aber  sofort  als  den  für  uns  gewiesenen  Weg  anerkennen. 
Für  die  Transformationsordnungen  n  =  2,3,4,  5,  6,  7  können  wir 
hier  unmittelbar  auf  die  bezüglichen  Rechnungen  von  Bd.  I  zurück- 
greifen luid  gestalten  solcherweise  die  Entwicklung  wie  folgt**): 

Als  Hauptmodul  des  Polygons  Fy}{2)  (linke  Hälfte  der  Fig.  69  in 

*)  Zttr  Theorie  ckr  elliptischen  Functionen,  Acta  mathem.  Bd.  6  und  10 
(1885  und  89).  Die  von  Hrn.  Weber  benutzte  Bezeichnungsweise  j{(a)  bat  die 
Bedeutung  j(to)^='12''^J{(o);  der  Gebrauch  der  Bezeichnung  j  hat  für  arithmetische 
Betrachtungen,  die  sich  an  die  Modalargleichungen  anschliessen ,  wichtige  Vor- 
teile im  Gefolge,  insofern  die  Reihenentwicklung  von  j  nach  Potenzen  von.  r  nur 
ganzzahlige  CoefBcienten  aufweist.  Vgl.  auch  Pick  in  den  Math.  Annalen  Bd.  26 
uud  2G  (1885). 

**)  Klein,  Mathem.  Annalen  Bd.  14  p.  141  u.  f. 
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I  p.  281)  brauchen  wir,  um  weiterhin  möglichst  einfache  Formeln  zu 
gewinnen,  zweckmässig: 

(1)  ^(«')=4X(7-l)- 

Aus  der  Diedergleichung  (5)  I  p.  15  folgt  als  Zusammenhang  dieses  r 
mit  J{(o)  nach  kurzer  Rechnung: 

(2)  c/:  J—  1  :  1  =  (4r  +  l)'^ :  (8r  —  1)*  (r  +  1)  :  27t. 

Nunmehr  üben  wir  die  Operation  W{g))  =  -—  der  Periode  zwei  aus, 
wobei  J(ci))  und  r(a))  übergehen  in 

(3)  J'(a,)  =  j(r:A)  =  J(2a,),       r'(a,)  =  r  (-^), 

während  wir  aus  Gleichung  (2)  die  nachfolgende  zwischen  J'  und  r' 
sofort  abschreiben: 

(4)  J':  J"  -  1  :  1  =  (4r'+  If  :  (Sr'-  1)*  (r'  +  1)  :  27 r'. 

Die  Grösse  t'(g}),  die  wir  unter  (3)  erhielten,  ist  offenbar  Hauptmodul 
der  Gruppe  W^^TtplV,  Aber  diese  letztere  Gruppe  ist  nach  §  2 
keine  andere  als  f,^  selbst,  utid  also  ist  x'  eifie  lineare  Function  von  r. 
Die  Gestalt  der  letzteren  bringen  wir  leicht  in  Erfahrung.  Da  näm- 
lich W  die  beiden  Punkte  «a  ==  i  oo  und  «0  =  0,  denen  bez.  die  Werte 
r  e=  0,  oo  zukommen,  gerade  permutiert,  so  wird  es  sich  einfach  um 

IC 

eine  Relation  der  Gestalt  r'«=        handeln,    wo  wir   nun    allein  noch 

die  numerische  Con'stante  x  zu  bestimmen  haben.  Zu  diesem  Ende 
berechnen  wir  uns  die  Anfangsterme  der  Reihenentwicklungen  für  r 
und  t'  bei  o  s:  ioo.  Da  xr  hier  verschwindet,  so  entspringt  erstlich 
aus  (2) 

(5)  ^=1^  =  277'         <«)  =  64r  +  ..., 

woraus  wir  schliessen,  dass  r  auf  der  imaginären  o-Axe  positiv  aus- 
fällt    v'  wird  bei  cd  =  i<x>  unendlich,  und  also  liefert  (4): 

(6)  «^(2«»)  =  r,V»  =  ^';      -'=-/r '-'  +  •••• 

Das  hier  gewählte  Vorzeichen  von  t'  bestimmt  sich  durch  die  Be- 
merkung, dass  t'  auf  der  imaginären  o-Axe  offenbar  das  nämliche 
Vorzeichen  besitzt  wie  xr.     Jetzt  folgt  aus  (5)  und  (6) 

lim  r(G))  .  r'(aj)  =  1, 

und  also  ist  allccemein  rYco)  =  ,  <  •  Wenn  man  will,  könnte  man 
jetzt  aus   der  somit  gewonnenen  Gleichung  r'.T=  1  und  den  beiden 
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Gleichungen  (2)  und  (4)  die  beiden  Grossen  t  und  x'  eliminieren,  um 
auf  solche  Art  die  irreducibele  Relation  zwischen  J'  und  Jy  d.  h.  die 
Modulargleichung;  zu  gewinnen.  Wir  bringen  demgegenüber  hurfiweg 
den  Complex  der  drei  Gleichungen: 


(7) 


J:J—  1  :  1  =  (4r  +  ly  :  (r  +  1)  (8r  —  Vf  :  27 xr, 
J':  J'—\  :  1  =  (4r'+  1)'  :  (t'+  1)  (8r'—  ly  :  27r, 
r'r  =  1 


als  Ersatz  der  fertigen  Modulargleichung  für  Transformation  zweiter  Ord- 
nung in  Vorschlag. 

Man  überblickt  sofort,  dass  die  Entwicklung  in  genau  analoger 
Weise  bei  allen  zum  Geschlechte  jp  =  0  gehörenden  Ordnungen  n 
durchführbar  ist  So  gebrauchen  wir  bei  n  =  3  und  n  =  4  die  beiden 
Hauptmoduln : 

die  ersichtlich  wieder  so  ausgewählt  sind,  dass  die  Relationen  zwischen 
xr'(ci)  =  r(Tr(c}))  und  t(cd)  die  Gestalt  xx'=x  gewinnen.  Die  Rela- 
tionen zwischen  x  und  J  ergeben  sich  unmittelbar  aus  der  Tetraeder-  und 
Oktaedergleichung,  und  eben  jene  Relationen  werden  wir  dann  wieder 
wie  vorhin  zur  Bestimmung  von  x  verwerten.  Man  findet  so  als  Er- 
sats  der  Modulargleichungen  bei  n  ^  3  und  n  «=>  4  lest,  die  Gleichungs- 
Systeme: 

J  :  J—  1  :  1  =  (r  +  1)  (9r  +  If :  (27 r«  +  18r  -  1)*  :  64r, 

(9)      {J'i  J'-  1:1=  (r'+  1)  (9t'+  If  :  (27r'»+  ISr  -  If  :  64r , 

r'r  =  1  ; 

fJ:J-l:\=  (4r2  +  8r  +  1)^  :  (8r»  +  24r«  +  15r  —  1)« 

:  27r(r  +  2), 

J':  J'-  1  :  1  =  (4/2+  8r'+  1)^  :  (Sx'+  24r'«+  15r  —  1)» 

:27r'(r'+2), 
r'r  =  4. 


(10) 


Bei  n^==6  und  n  =  7  behalten  wir  die  zugehörigen  Modulformen 
X  direct  in  der  Gestalt  bei,  wie  wir  sie  in  I  p.  639  und  p.  745  fixier- 
ten, nur  dass  wir  bei  n  =  5  uns  einen  Zeichenwechsel  des  r  erlauben 
wollen.  Wir  finden  alsdann  auf  Grund  der  damaligen  functionentheo- 
retischen  Resolventen  als  Ausdruck  der  Transformationen  n  =  5  und 
n  =  7  bez.: 


(11) 
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J.J—l.l  =  (T»+10r  +  5)»:(T-  +  22T  +  125)(T»  +  4r-l)- 

:  1728  t, 

J":  J'-l :  1  =  (r'»  +  10t'+  5)"  :  (t'*+ 22r'+ 125)  (t'*+  4r  —  1)* 

:  1728t', 
xr'  =  125; 


J  :  J  -  1  :  1  =  (t*  +  13t:  +  49)  (t*  +  5r  +  If 

:  (t*  +  14t»  +  63t»  +  70t  —  7)*  :  1728t, 
(12)^  J':  J'—  1  :  1  =  (t*  +  13t' +  49)  (t'»  +  5t' +  l)» 

:  (t*  +  14t'»  +  63t'*  +  70t'—  7)«  :  1728t', 
tt'  =  49. 

Für  den  Fall  der  Transformation  sechster  Ordnung,  die  wir  auch 
noch  ausführlich  erledigen  wollen,  gehe  man  auf  die  Entwicklungen 
in  I  p.  683  u.  f.  znrOck.  Wir  teilten  bereits  dort  mit,  dass  von  Hrn. 
Gierster  als  Hauptmodul  x(<o)  der  f^ 

(13)  -  =  ^8- 

gebraucht  sei,  die  Function  x{(o)  in  der  I.  c.  Yorliegenden  Bedeutung 
benutzt.  Eliminieren  wir  dieses  x  zwischen  (13)  und  der  zweiten 
Gleichung  (1)  in  I  p.  689^  so  ergiebt  sich  als  Darstellung  von  |'  in  r: 

(14)  |3_J^(L+^L. 

Setzt  man  diesen  Ausdruck  für  |^  in  die  Tetraedergleichung  ein,  so 
entspringt  die  Relation  zwischen  J  und  r.  Im  übrigen  gelten  wieder 
dieselben  Schlüsse,  wie  in  den  vorhin  besprochenen  Fallen,  und  wir 
finden  cds  Ersatz  der  Modulargleichung  für  Transformation  sechster  Ord- 
nung das  Gleichungssystem: 


(15) 


iJ  :  J—  l  :  1  =  4(t  +  3)»  (t»  +  9t*  +  21t  +  3)» 

:  (t*  +  6t  +  6)*  (2t«  +  24t»  +  96t*  +  126t-9)» 
:  27r(T  +  4)»(2T  +  9)*, 

J':  J'—  1  :  l  =  4(t'+  3)»  (t'»+  9t*+  21t'+  3)»  :  •  •  • , 
tt'  =.  18. 


Aach  noch  der  Fall  n  =  13  ist  in  der  wiederholt  genannten  Arbeit 
Ton  Klein  (Bd.  14  der  Annalen)  erledigt.  Die  Rechnung  wurde  seiner- 
zeit von  Hm.  Gierster  durchgeführt  und  gestaltete  sich  principiell 
nicht  anders  als  bei  n  =  b  und  n  ^  7;  mögen  wir  hier  etwa  kurz 
das  Resultat  anführen: 


(16) 
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J^:  J-  1  :  1  =  (t»  +  5r  +  13) (t*  +  7r»  +  20t2  +  lOr  +  ly 

:  (t^  +  6r  +  13)  (r^  +  lOr^  +  46r*  +  108r^ 

+  122r2  +  38r— 1)« 
: 1728r 

J':  J' -  1 : 1  =  (r'«  +  5r'  +  13)  . . ., 

xrr'=  13. 

Weitere  Beispiele,  die  sich  principiell  in  aoaloger  Weise  durchführen 
lassen,  wolle  man  in  den  im  vorigen  Paragraphen  angegebenen  Ar- 
beiten von  Gierster  und  Kiepert  nachsehen.  Wir  kommen  übrigens 
im  folgenden  Abschnitt  gelegentlich  nochmals  auf  diese  Gegensfönde 
zurück;  wo  wir  dann  eben  die  Mittel  zur  Hand  haben  werden,  uns 
besonders  einfache  Moduln  der  Gruppen  fy/^n)  zu  verschaffen. 

§  9.    Zusammenhang  der  Hauptmoduln  t  mit  der  transformierten 

Discriminante  A(g)^;  o^). 

Die  Transformation  n^'  Ordnung  erster  Stufe  liefert  uns  Moduln 
für  diejenigen  Congruenzgruppen  n*®'  Stufe,  die  wir  wenigstens  für 
Primzahlstufen  g>  11  früher  bestimmt  als  diejenigen  von  niederstem 
Index  erkannten.  In  den  Transformationsgleichungen  hat  man  also, 
allgemein  zu  reden.  Resolventen  n^'  Stufe  von  niederstem  Grade  für 
beliebige  Stufenzahlen  gewonnen,  und  unter  diesen  Resolventen  zeich- 
nen sich,  theoretisch  genommen,  die  soeben  besprochenen  Modular- 
gleichungen  för  J  vor  allen  übrigen  aus.  Wenn  es  sich  aber  um 
wirkliche  Herstellung  einer  solchen  Resolvente  handelt,  so  haben  wir 
wenigstens  für  die  niedersten  Stufen  z.  B.  für  g  =  7  die  Erfahrung 
gemacht,  dass  die  Resolvente  achten  Grades,  der  «7(7»)  genügt,  um 
vieles  umfänglicher  ausfallt,  als  etwa  die  in  I  p.  745  aufgestellte  Re- 
solvente (3),  der  r  genügt.  Man  wird  als  Grund  dieser  Erscheinung 
angeben,  dass  für  in  Rede  stehenden  Fall  q  =  1  ein  transformierter 
Hauptmodul  erster  Stufe  auf  dem  Polygon  F^,^^)  stets  achtwertig  ist, 
während  t  auf  dem  nämlichen  Polygon  einwertig  ausfallt.  Es  hat 
sich  nun  gezeigt,  dass  man  nicht  nur  bei  n  =  7  mr  Resolvenie  achten 
Grades  des  r,  sondern  ganz  allgemein  zu  gestaltlich  "besonders  einfachen 
Transformationsgleichungen  dadurch  gelangt^  dass  man  die  Transforma- 
tion n^^  Ordnung  auf  die  Discriminante  A  anwendet  Indem  wir  aber 
diesen  Gegenstand  weiterhin  eingehender  verfolgen  wollen,  gewinnen 
wir  zunächst  im  speciellen  für  die  sämtlichen  Hauptmoduln  t  des 
vorigen  Paragraphen  eine  Reihe  merkwürdiger  Darstellungen  durch 
die  Discriminante  A*). 

♦)  Man  sehe  hier  wieder  Klein,  Bd.  14  der  Matb.  Annalen,  p.  144  ff. 
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Die  Grösse  Auo^,  -*)  ist  eine  zur  Vtp  gehörende  Modul /brw.    Um 

unsere  Untersuchung  also  direct  auf  dem  Polygon  Fyj  erledigen  zu 
können^  dividieren  wir  jene  Form  etwa  durch  /^{(Oi,  a^)]  es  entspringt 
so  die  zur  fyf  gehörende  Function: 

rn  V(m\  —       ^'°' '  ^^    =    n"A(w(Pt,a),) 

^^  ^^  A(«i,ö»,)  A(a,i,cö,)      ' 

welche  durch  die  Eigenschaft  ausgezeichnet  ist;  nur  in  den  Spitzen 
des  Polygons  J'y/  verschwinden  oder  unendlich  werden  zu  können.  Wie 
das  letztere  des  näheren  geschieht^  können  wir  vermöge  unseres  oft 
angewandten  Princips  unmittelbar  feststellen.  Rage  an  eine  beliebige 
Spitze  von  Frp  das  Dreieck  V  heran,  so  besitze  die  durch  nF  reprä- 
sentierte Classe  von  Transformationen  n**'  Ordnung  den  arithmetischen 

Repräsentanten  JR(c))  =  — ^^^ Die   Function    (1)   wird    dann    in 

jener  Spitze  gerade  so  verschwinden  bez.  unendlich  werden,  wie 

^   ^  A  ((»1 ,  0),) 

bei  G)  =  too.  Gebrauchen  wir  demgemäss  die  Bezeichnung  t  im  Sinne 
von  §  5  (p.  51),  so  werden  in  der  gemeinten  Spitze  —  Doppeldreiecke 

von  Ftf,  im  Cyclus  zusammenhängen;  nach  unseren  bezüglichen  Regeln 

(I  p.  587)  ist  also  für  die  Abschätzung  des  Verhaltens   von  (2)  bei 

t 

o  SS  ioo  die  Grösse  r^    als    einfach   verschwindend    anzusehen.      Da 

sich   aber   (2)    bei   ci  =  ioo   von   einem  Factor   abgesehen  wie  r^ 
verhält,  so  schliessen  wir  sofort:    Die  Functimx  (1)  wird  in  deni  frag- 
lichen Funkte  c  der  gesdilossenen  FläcJie  F,f,  im  Grade 

/Q\  ^  -  J>         n  —  D» 

(3)  -t-  =  —nr- 

verschtvinden. 

Bringen  wir  jetzt  diese  Überlegung  für  die  im  vorigen  Paragraphen 
aasführlich  betrachteten  Fälle  in  Anwendung!  Dieselben  gehören  alle 
dem  Geschlechte  p  =  0  zu,  und  also  werden  wir  die  in  Betracht 
kommenden  Grössen  (1)  in  den  zugehörigen  uns  bekannten  Haupt- 
moduln %  rational  darstellen  können.  In  den  Fällen  n  =  2,  3,  5,  7,  13 
besitzt  i^^  jeweils  nur  ewei  Spitzen;  offenbar  muss  die  eine  unter  ihnen 
den  Nullpunkt,  die  andere  den  Unstetigkeitspunkt  von  (1)  tragen.  Da 
aber  an  diesen  Stellen  zugleich  Null-  und  Unstetigkeitspunkte  des 
jeweiligen  v  gelegen  sind  und  andrerseits  die  Functionen  (1)  zufolge 
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der  allgemeiDen  Regel  (3)  bei  o  =  ioo  im  Grade  (n  —  1),  auf  Fy, 
gemessen,  Yerschwinden,  so  gilt  offenbar  der  Ansatz: 


(-?) 


«— 1 


(4)  -äö;;;;^.T  =  *»^-  W' 

WO  wir  zur  Unterscheidung  die  Ordnung  n  als  unteren  Index  an  x 
angehängt  haben.  Zur  Bestimmung  der  Constanien  x»  berechne  man 
des  genaueren  als  Annäherung  der  linken  Seite  bei  o  =  ioo  den  Wert 
^12^—1^  während  die  entsprechenden  Näherungswerte  för  die  r„  be- 
reits im  vorigen  Paragraphen  benutzt  wurden.  Durch  Vergleich  beider 
findet  sich  x,  und  wir  erhalten  sölchenceise  in  den  fünf  in  Bede  siehen- 
den Fällen  als  Darstellungen  der  transformierten  Viscriminante: 

A  («n  ?)  =  3''T3*(a})  A(öi,  Gig), 
(5)  { A  (©i,  ^^)  =      r,*(o)  A(ö,,  o,), 

Wir  haben  hier  auch  gleich  noch  die  für  n  =  13  eintretende  Formel 
angeschlossen,  welche  man  mit  Hölfe  der  Gleichung  (16)  des  vorigen 
Paragraphen  leicht  verificiert. 

Das  Transformationspolygon  Fy,(i)  hat  drei  Spitzen,  den  Werten 

D=  1,  2,  4  entsprechend.     Da  für  dieselben     -  =  1,  1,4  wird,   so 

hängen  an  diesen  drei  Stellen  in  Fyj  bez.  1,  1  und  4  Doppeldreiecke 
zusammen.  In  der  That  bestätigt  dies  der  Anblick  der  Fig.  82  (I 
p.  355),  deren  vierter  Teil  Fy,  ist;  wir  finden  dabei,  dass  den  Ecken 
CO  =  ioo,  0,  ^  bez.  die  Zahlen  D  =  1,  4,  2  zugeordnet  sind.  Nach 
(3)  wird  also  die  zu  betrachtende  Function  (1)  an  den  drei  Stellen 
CO  s=  ioo,  0^  ^  in  i^^  bez.  dreifach  0,  dreifach  oo  und  endlich  sein, 
was  wir  in  den  Ansatz  zusammenziehen:  F^*^{a})  =  x^t^^.  Bei 
n  =  6  hat  l^i^(6),  wie  man  in  Fig.  1  p.  42  nachsehen  wolle,  die  vier 
inäquivalenten  Ecken  o  =  too,  0,  ^,  ^,  die  man  ohne  weiteres  den 
Werten  7)  =  1,  6,  2,  3  zugeordnet  findet;  an  diesen  Stellen  wird 
F^^(ooi)  zufolge  (3)  bez.  gleich  0*^,  oo^,  0^,  oo\  was  unter  Rücksicht 
auf  die  zugehörigen  Werte  des  Hauptmoduls  Tq  wiederum  einen  An- 


(6) 
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satz  liefert,  der  den  bisherigen  ganz  ähnlich  ist.  Durch  gewohnte 
Näherangsrechnung  bei  o  =  ioo  bestimmen  wir  die  in  den  Ansätzen 
noch  unbekannten  multiplicativen  Constanten.  Es  Jcomnien  auf  die 
Weise  für  n  =  4  und  6  als  Darstellungen  der  transformierten  Discrir 
minante: 

§  10.    Zusammenstellung  weiterer  Formeln  für  die  trans- 
formierten A. 

Bevor  wir  die  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  zur  Untersuchung 
der  Transformationsgleichungen  für  A  verwenden,  leiten  wir  aus  ihnen 
eine  Reihe  weiterer  Gleichungen  ab,  welche  die  transformierten  A  mit 
den  uns  von  früher  her  bekannten  Modulfunctionen  in  Beziehung 
setzen. 

Im  Falle  n  =  2  fuhren  wir  an  Stelle  von  t^  wieder  den  Aus- 
druck dieses  Hauptmoduls  in  A  [cf.  Formel  (1)  §  8]  ein,  üben  auf 
diese  Gleichung  erstlich  die  Modulsubstitution  T,  dann  aber  auf  die 
so  entspringende  Formel  die  Substitution  S  aus  und  erhalten  solcher- 
weise die  drei  gleichberechtigten  RelJRnen: 


(1) 


A  /«'i+^t         \  _    16(1 -A)«A 
l^  \ 2 '  N 1 ' 


wobei  rechts  als  Argumente  von  X  und  A  stets  o^  und  o^  gedacht 
sind.  Durch  Quotientenbildung  aus  diesen  Formeln  entspringen  be- 
merkenswerte und  anderweitig  sehr  häufig  benutzte  Darstellungen  für 
die  drei  in  Band  I  p.  665  eindeutig  definierten  Modulfunctionen  der 
sechzehnten  Stufe: 


*)  Für  die  weiter  in  den  Fällen  znsammengesetzter  n  des  Geschlechtes  p=>0 
sich  anflchliessenden  Formeln  muss  man  eine  ergänzende  Mitteilung  berücksichtigen, 
welche  Hr.  Gierster  auf  Yeranlassung  der  Untersuchungen  von  Hrn.  Kiepert 
seiner  p.  61  genannten  Abhandlung  hat  folgen  lassen.  Diese  Ergänzung  ist  in 
Bd.  26  der  Mathem.  Annalen  (1886)  nnter  dem  Titel:  Bemerkung  zu  dem  Aufsatze 
„NoHz  über  Modülargleichungen  bei  zusammengesetztem  Transformationsgrad'*  er- 
schienen. 

Klein-Fricke,  Modulfonctionea.  II.  5 
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(2) 


V-l   = 


yi'-x  = 


+  (a. 


K-i 


4- 


24 


Die  rechter  Hand  gezogenen  24"*®'*  Wurzeln  sind  hier  dadurch  fixiert 
gedacht;  dass  wir  bei  (d  =  too  die  Annäherung 


(3) 


limyÄ  =  l/^r^ 


(O, 


vorschreiben.    Nach  I  p.  674  ist  neben  den  drei  Grossen  (2)  auch  noch 

24 

yi{l —  1)   Congrueuzmodul,  und  zwar  von  der  Stufe  48;  (1)  liefert 
die  Darstellung: 


(4) 


die  gleichberechtigten  Moduln. 
Diesen   sehr  bekannten  Formeln  reihen  sich   weitere  der  dritten 
Stufe  adjungierte  an^  die  weniger  verbreitet  sind.     Wir   gewinnen  da 
aus  (5)  §  9  sogleich  die  Relation: 


(5) 


) 


sowie  durch  Ausübung  von  S  und  T  auf  dieselbe  nach  kurzer  Rechnung: 

Hier  treten  linker  Hand  gerade  nur  diejenigen  der  dritten  Stufe  ad- 
jungierteu  Wurzelausdrücke  auf,  die  wir  in  I  p.  663  als  Congraenz- 
moduln  erkannten. 

Eine  wesentlich  anders  geartete  Formelgruppe  gewinnen  wir  in 
den  Fällen  w  =  5,  7  von  den  bezüglichen  Gleichungen  (6)  des  vorigen 
Paragraphen  aus. 

Für  n  =  5  folgt  unter  Benutzung  von  I  p.  640  (5)  sofort: 
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woraus  durch  Ausziehen  der  24^**"  Wurzel  und  Benutzung  von  I 
p.  643  (1)  sich  die  Relationen  ergeben: 

i/a(co.,^)  24/-    — 

Interessant  gestaltet  sich  auch  die  Beziehung  der  hier  in  Rede  ste- 
henden Grosse  zu  den  Teilwerten  des  vorigen  Kapitels.  Wir  haben 
dabei  die  Formeln  (12)  p.  21  und  (7)  p.  33  heranzuziehen  und  finden : 

Die  für  n  =  7  auf  analogem  Wege  abzuleitenden  Formeln  zeigen 
mit  den  soeben  gewonnenen  die  grösste  Ähnlichkeit;  z.  B.  finden  wir 
da^  ohne  noch  einmal  die  Einzelheiten  der  Rechnung  hier  vorzuführen: 

Die  hiermit  aufgedeckten  Beziehungen  der  transformierten  A  zu 
den  Teilwerten  werden  wir  späterhin  ganz  allgemein  kennen  lernen. 
Für  Prim  Zahlordnung  n  «=  g  können  wir  schon  jetzt  die  betreffenden 
Formeln  ohne  jede  Rechnung  angeben  dank  des  ümstandes^  dass  das 
Transformationspolygon  i^v'(^)  nur  zwei  Spitzen  o  =  ioo  und  0  =  0 

hat.     Indem  wir  nämlich  unter  die  transformierte  Grösse  A  ((d^  ,  —) 

die  q^  Potenz  von  A(ci|;  cog)  setzen,  kommt  eine  Modulform  12(g— 1)**' 
Dimension,  die  zur  ftp  gehört  und  in  der  einen  Spitze,  nämlich  G}=ioo, 
endlich  und  von  Null  verschieden  ist  Nun  betrachte  man  die  8***  Po- 
tenz des   Productes    ^01  ^m  •  •  •  Fo  ^  5    ^^ißs^ll^e    hat    die   Dimension 

— 12  (g  —  1),  gehört  gleichfalls  zur  fy,  und  ist  wieder  bei  ©  =  ioo 
endlich  und  von  Null  verschieden.  Da  unsere  beiden  Grössen  aber 
nur  in  den  Spitzen  von  Fy,  verschwinden  oder  00  werden  können,  so 
ist  ihr  zur  Dimension  NuU  gehöriges  Product  eine  Modulfunction  der 
r^,  für  deren  Null-  und  Unstetigkeitspunkte  zusammen  nur  noch  die 
eine  Spitze  0  =  0  von  ftp  zur  Verfügung  ist ;  es  folgt  so : 

*)  Wir  geben  nicht  immer  wieder  insbesondere  an,  dass  beim  Ausziehen 
einer  Wurzel  behnfe  Bestimmung  auftretender  Einheitswurzeln  eine  Nähernng»- 
rechnung  bei  o  ^  too  durchzufuhren  ist. 

5* 
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Indem  man  eine  völlig  analoge  Überlegung  auf  das  entsprechend  ge- 
bildete (^-Product  anwendet^  kommen  unter  Gebrauch  der  numerischen 
Constanten  x  und  %   die  beiden  Formeln: 

\/^^j)_ xj 

(10)  /    . 

-) 

,) 


1  AEl 


=  %  •  ^01^08  '  '  '  Ö    ö — : 


Es  wurde  ein  Leichtes  sein^  durch  unser  gewohntes  Hülfsmittel  der 
Annäherungsrechnung  bei  m  =  ioo  auch  noch  den  Wert  der  hier  ein- 
tretenden Gonstanten  x,  x'  in  Erfahrung  zu  bringen;  doch  würde  uns 
diese  Rechnung  nur  noch  weiter  von  dem  eigentlichen  Ziele  unserer 
gegenwärtigen  Untersuchung  ablenken. 

§11.    Zusätzliche  Bemerkungen  über  die  für  die  transformierten  A 

gefundenen  Formeln. 

In  Bd.  I  p.  623  u.  f.  haben  wir  die  Modulformen  YE,  |/Ä,  'f/Ä 
untersucht  und  in  ihnen  Gongruenzmoduln  der  Stufen  3,  4  und  12 
erkannt.  Die  Formeln  des  vorigen  Paragraphen ,  in  denen  ausschliess- 
lich Gongruenzmoduln  zur  Geltung  kommen,  legen  es  nun  durchaus 
nahe,  auch  die  vierundzwanzigste  Wurzel  der  Discriminante    j/Ä  in 

Betracht  zu  ziehen.  Es  ist  j/Ä  in  den  ©i,  o^  von  ( —  \)^  Dimension 
und  darum  vor  allen  Dingen  nicht  mehr  eine  eindeutige  Function  von 
^11  ^2  (selbst  unter  der  bei  uns  immer  stattfindenden  Voraussetzung,  dass 
o)  in  der  positiven  Halbebene  verbleibt).    Demgegenüber  ist  es  freilich 

sehr  leicht,  0^,02  solchen  Beschränkungen  zu  unterwerfen,  dass  )/A 
von  den  beschränkten  Veränderlichen  eindeutig  abhängt.  Denken  wir 
etwa  die  Ebene  o^  längs  der  positiven  reellen  Axe  durchschnitten  und 
verbieten  dem  cüj  ein  Überschreiten  dieses  Schnittes,   so  wird   nach 

dieser  Einschränkung  leicht  ersichtlich  nicht  nur  VA,  sondern  über- 
haupt jede  YÄy  sowie  log  A,  eine  eindeutige  Function  von  o,,  ©g 
werden;  wir  haben,  um  dies  zu  sehen,  nur  für  A^csiyto^)  zu  schreiben 
w~^^  •  A(a),  1).  Wenn  wir  alsdann  die  Ausübung  einer  Modulsub- 
stitution 
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(1)  a>/  =  aa)i  +  ß(o^ ,     CD2'  =  yaij  +  ^^* 

derart  bewerkstelligen  wollen^  dass  wir  die  Yariabeleu  von  09^ ,  o^ 
nach  (D^\  0/  auf  zusammenhängender  Bahn  sich  hinbewegen  lassen, 
ohne  dass  oi,  den  Schnitt  und  cd  seine  reelle  Axe  überschreitet,  so 
werden  tvir  dementsprechend  eine  Formel  erhalten: 

(2)  )/Ä(aa}i  +  ßcD^}  Y^i  +  ^^2)  =  «   *•     /^(©i,  cd^), 

tt;o  V  eine,  mod.  n  zu  nehmende,  eindeutig  von  a,  ß,  y,  d  äbMngende  ganze 
Zahl  ist. 

Gleichwohl  passen  auf  die  solcherweise  erhaltene  Formel  (2)  allgemein 
nicht  mehr  diejenigen  gruppentheoretischen  Grundbegriffe  der  ModuUehre, 
die  überall  das  Princip  unserer  Überlegungen  abgegeben  hdben.  Combi- 
nieren  wir  nämlich  mit  (1);  n  nicht  als  Teiler  von  12  vorausgesetzt, 
eine  zweite  Modulsubstitution,  so  ist  es  keineswegs  erlaubt,  in  unserer 
von  früherher  sehr  gewohnten  Weise  die  beiden  entsprechenden 
Formeln  (2)  gleichfalls  zu  combinieren,  um  die  Wirkung  der  dritten 
Modulsubstitution  zu  erhalten;  denn  indem  wir  auf  o^,  o^  in  (2)  jene 
zweite  Modulsubstitution  ausüben  und  dabei  o^,  o^  in  bezeichneter 
Weise  einschränken,  wird  die  vom  linker  Hand  eintretenden  Argu- 
mente G}/=»  yo^^"^  ^^i  beschriebene  Bahn  keineswegs  allgemein  wieder 
.jener  Beschränkung  unterworfen  sein,  die  positive  reelle  o^-Axe  nicht 
zu  überkreuzen*). 

So  fanden  wir  denn  auch  innerhalb  der  Modulgruppe  ausgezeich- 
nete Untergruppen  des  Index  n  der  n**"  Stufe  nur  für  »  =  2,  3,  4,  6, 12, 
und  zwar  existierten  dieselben  für  n  =  2,  3,  6  sowohl  in  der  homo- 
genen wie  in  der  nicht-homogenen  f,  für  n  =»  4  und  12  aber  nur  in 
der  homogenen;  für  alle  übrigen  Stufen  n  existierten  aber  ausgezeichnete 
Gruppen  des  Index  n  nicht  mehr.  Sollen  wir  also  für  unsere  Unter- 
suchungen diejenige  Grenze  ziehen,  welche  durch  die  Structur  der 
Modulgruppe  gegeben  ist,  so  werden  wir  von  einer  Betrachtung  von 

YÄ  oder  auch  von  |/Ä  absehen.  Es  ist  dies  um  so  bemerkenswerter, 
als  an  der  hier  vorliegenden  Stelle  die  überlieferte  Theorie  der  ellip- 
tischen Functionen  um  einen  Schritt  weiter  geht;  in  der  That  betrachtet 


*)  Wollten  wir  aber  mit  Hm.  Dedekind  die  in  der  o-Halbobeno  eindeu- 
tige Function  12(0))  =  y  o*'     r  ^  einführen,  so  wurde  nun  freilich  die  Combi- 

nationsfähigkeit  der  Substitutionen  im  Sinne  des  Textes  wieder  eintreten.  Dafür 
aber  verändert  sich  dieses  rj  bei  Ausübung  einer  Substitution  im  allgemeinen  noch 
um  einen  von  m  abhängenden  Factor,  so  dass  eben  dieserhalb  die  consequente 
Anwendung  unserer  gruppentheoretischen  Grundbegriffe  versagen  würde. 
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dieselbe^  wie  wir  gleich  noch  näher  andeuten  werden^  auch  noch  die 

achte  Wurzel  der  Discriminante  |/Ä^  die  sich  doch  unserem  gruppen- 
theoretisch-eindeutigen Untersuchungsgebiete  nicht  mehr  einfügt,  Dass 
aber  dafür  unsere  Hülfsmittel  in  diesem  letzteren  beschränkteren  Ge- 
biete geeignet  sind^  über  alle  eintretenden  Fragen  und  Gesichtspunkte 
der  Transformationstheorie  erschöpfende  und  sachgemässe  Auskunft  zu 
erteilen,  mögen  zumal  auch  die  Entwicklungen  der  nachfolgenden 
Kapitel  belegen. 

Es  soll  uns  die  hiermit  bezeichnete  Sachlage  übrigens  nicht  abhalten, 

das  Hauptresultat  früherer  Untersuchungen  über  }/A  hier  kurz  anzu- 
führen,  weil  dasselbe  im  engen  Zusammenhang  mit  oben  von  uns  erhal- 
tenen Resultaten  steht  Für  n  =  8  ist  die  in  (2)  auftretende  Zahl  v  im 
wesentlichen  durch  ältere  Untersuchungen  Hermite's  festgestellt*), 
die  an  die  lineare  Transformation  der  «^'-Functionen  anknüpfen;  für 
allgemeines  n  ist  die  Zahl  v  von  Dedekind  untersucht**),  für  n  *=  24 
haben  wir  bereits  in  I  p.  628  ausführliche  Gitate  gegeben.  Es  hat 
sich  dabei  ergeben,  dass  nur  für  n  =  8  und  damit  für  n  =  24  ein 
Ausdruck  für  v  aufgefunden  werden  konnte,  in  dem  neben  rationalen 
ganzen  Functionen  der  a,  ß,  y,  d  keine  höheren  zahlentheoretischen 
Functionen  eingehen,  als  ein  multiplicativ  auftretendes  Legendre'sches 
Zeichen;  für  die  übrigen  n  erschien  dies  nicht  möglich.  Dies  muss  mit 
Hülfe  der  I  p.  664  u.  f.  entwickelten  Gesichtspunkte  über  Nichtcongruenz- 
moduln***)  die  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  in  neuer  Weise  ver- 
ständlich machen.    Wenden  wir  z.  B.  die  beiden  Transformationen  g*" 

Ordnung  cd' =  qm  und   0'=—  an,  so  wird  der  Quotient  der  beiden 

Grössen : 


>/A  {q  oji ,  ©2),     >/A  (©1 ,  q (o^) 

wiederum  unserer  Betrachtungsweise  zugänglich  sein,  indem  er  eine 
der  q^^  Stufe  adjunffierte  Modulfunction  vorstellt.  Aber  absolut  ge- 
no^mnen  ist  dieselbe,  wie  man  zeigen  Icann,  immer  nur  dann  ein  Con- 
gruenzmodtd,  wenn  n  =  24  oder  ein  Teiler  dieser  Zahl  ist;  in  der  That 
stimmt  dies  überein  mit  den  gesamten,  im  vorigen  Paragraphen  ge- 
wonnenen Formeln. 

Auch  für  die  Entwicklungen  in  §  9  bieten  die  hier  in  Rede 
stehenden  Gesichtspunkte  zu  einigen  Bemerkungen  Anlass.  Wir  lernten 
dort    die    ausserordentliche    Einfachheit    der    Primzahlpolygone   i'Vc?) 

*)  Liouville's  Journal,  sörie  2,  Bd.  3   (1868). 
**)  Man  sehe  die  I  p.  628  namhaft   gemachten  Aasfahrongen  desselben  in 
Riemann's  Werken  p.  438  ff. 

***)  Man  vgl.  insbesondere  auch  den  cursiy  gedruckten  Satz  in  I  p.  668. 
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keunen^  die  nur  zwei  Spitzen  hatten.  Infolge  dessen  besassen  die 
geschlossenen  Flächen  JPi^cg)  nur  zwei  Punkte  c,  in  deren  einem  die 
zugehörige  Function  A^qo^,  coj)  :  A(g}i,  cog)  im  Grade  (q —  1)  Null,  im 
andern  ebenso  cx)  wurde,  während  diese  Function  sonst  allenthalben 
endlich  und  nicht- verschwindend  war.  Man  wolle  bemerken,  dass 
d>€ndies€lbe  EinfacJiheU  ausserdem  auch  noch  den  Ordnungen  n  =  3*,  aber 
auch  nur  diesen  anhaflet*).  In  der  That  stellt  man  F^^^)  aufs  leichteste 
durch  q  an  einander  gereihte  Polygone  JF^c^)  her,  wobei  dann  JF^(,«) 
ausser  den  Spitzen  ioo,  0  noch  die  (3  —  1)  weiteren 


2      ^ 

bekommt.  Aber  die  letzteren  entsprechen  den  Repräsentanten  A=D=q, 
0<JB<3;  in  ihnen  allen  ist  also  A(3^a}j,  (d^)  :  A(g}i,  oj  nach  (3) 
p.  63  endlich  und  nicht-verschwindend.  Da  andrerseits  bei  allen  übrigen 
n  weitere  Spitzen  mit  A^D  hinzukommen,  so  merken  wir  uns  den 
Satz:  Nur  falls  die  Ordnung  n  eine  Primzahl  q  oder  das  Quadrat  einer 
solchen  ist,  tvird  auf  der  geschlossenen  F^  die  Function 

A(nc9i,  (D^)  :  A(cD^,  Oj) 

nur  einen  Null-  und  einen  Unstetigkeitspunkt  Jiaben,  wnd  zwar  jeweils 
einen  solchen  vom  Grade  (n  —  1). 

Man  verfolge  nun   für  die   somit  charakterisierten  Ordnungen  n 
auf  der  Fläche  Fxp  die  Grösse: 

sie  wird  auf  der  Fläche  Fxp  eine  unverzweigte  Function  mit  einem 
einfachen  Null-  und  einem  ebensolchen  Unstetigkeitspunkte  darstellen, 
die  sich  aber  nach  Zurücklegung  von  Periodenbahnen,  allgemein  zu 
reden,  um  eine  multiplicative  (n  —  1)*®  Einheitswurzel  geändert  hat**). 
Der  zutretende  Factor  ist  aber  nicht  stets  notwendig  eine  primitive 
(n  —  1)*®  Einheits Wurzel,  und  nun  setze  man  insbesondere  den  Fall, 
dass  Fyf,  das  Geschlecht  p  =>0  habe.  Da  es  dann  überhaupt  keine 
Periodenwege  giebt,  so  ist  auch  (3)  auf  der  F^p  eindeutig  und  giebt 
uns  offenbar  eine  Hauptfunction  derselben.  In  diesem  Falle  ist  also 
(3)  Hauptmodul  der  f,^  und  damit  zugleich  Congruenzmodul.  Nach 
obigen  Bemerkungen  über  die  Wurzeln  aus  A  werden  wir  demgemäss 

*)  Die  hier  und  weiterhin  betreffs   der  Primzahlqnadrate   gegebenen   Aua- 
einandersetzangen  rühren  vom  Herausgeber  her. 

**)  Man  nennt   solche  Grössen  Wurzelf unctionen  der  Fläche;    vgl.  z.  B.  auf 
der  Fläche  p  «  1  die  in  I  p.  168  unter  (2)  gegebenen  Functionen  t,     . 
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schliessen,  dass  (n  —  1)  ein  Teiler  von  24  ist;  es  folgt  dann:  Unter 
den  Primzahlordnungen  können  zum  Geschlechte  p  =  0  nur  q  =  2,  3, 
5,  7,  13  gehören,  unter  den  Primzahlquadraten  nur  4*=  4,  9,  25. 
Das  ist  nun  in  der  That  in  Übereinstimmung  mit  den  Mitteilungen 
am  Schluss  des  §  5  (p.  52). 


§  12.    EinfQhmng  der  zur  ersten  Stufe  adjungierten  formen- 
theoretischen  TransformationBgleiohtingen. 

Die  bei  der  n^^  Ordnung  auftretende,  unter  (6)  p.  54  allgemein 
angesetzte  Transformationsgleichung  für  A  war  eine  zur  tif^  Stufe 
gehörende  Resolvente  vom  niedersten,  nämlich  ^(n)*®**  Grade.  Um  auf 
der  linken  Seite  derselben  der  Bequemlichkeit  halber  mit  Modulfunc- 
tionen  zu  thun  zu  haben,  dividieren  wir  durch  A^(cji,  m^),  wodurch 
besagte  Gleichung  die  Gestalt  gewinnt: 

(1)  X^  +  G,(J)  .  Xy^-^  + h  Gy;(J)  =  0. 

Es  ist  dabei  Gy  eine  ganze  Function  des  J  höchstens  vom  v^^  Grade 
(in  Gtfß  insbesondere  erkennt  man  leicht  eine  Gonstante),  während  die 
Wurzeln  von  (1)  die  Quotienten  der  transformierten  Discriminante 
durch  die  ursprüngliche  sind.  Trotz  ihrer  Dimension  Null  wollen  wir 
übrigens  die  Gleichung  (1)  nach  wie  vor  als  eine  formentheoretische 
Transformationsgleichung  benennen. 

Aus  den  Formeln  des  §  9  (p.  64)  entspringen  nun  über  die  Natur 
der  Gleichung  (1)  die  merkwürdigsten  Ergebnisse.  Wir  betrachten  etwa 
nach  einander  einige  der  dort  herangezogeneu  Specialwerte  n  und 
beginnen  mit  n  =  5,  Die  Gleichung  (1)  ist  im  Rationalitätsbereich  J 
irreducibel;  seist  man  aber  nach  (5)  p.  64  r*  an  Stelle  van  x  ein,  so 
entspringt  eine  reducibele  Gkidmng,  indem  ja  in  der  That  die  früJier  in 
I  p,  639  für  t  aufgestellte  Besolvefite*): 

(2)  (t«  +  10t  +  5y  —  1728  Jt  =  0 

als  Factor  auftreten  muss  (aus  dem  man  die  übrigen  durch  wieder- 
holte Anwendung  der  Operation  t  =  it  ableitet).  Dieselbe  Operations- 
weise  lässt  sich  noch  einmal  wiederholen,  wie  wir  schon  in  Bd.  I 
p.  640  durchgeführt  haben:  Durch  die  Substitution  t  =  z^  wurde  aus 
(2)  aufs  neue  eine  reducibele  Gleichung,  nur  dass  wir  dabei  eine  Er- 

Weiterung  des  BationalitätsbereicJies,  nämlich  auf  YJ,  vornehmen  mussten. 
Der  eine  der  drei  entspringenden  Factoren  lautete: 


*)  Man  erinnere  sich,  dass  wir  zwischendurch  den  Hauptmodal  r  gegen  Bd.  I 
im  Zeichen  geändert  haben. 
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(3)  z^+10iF'  —  12yjz  +  6  =  0, 

wobei  natürlich  j/j  unter  den  drei  Möglichkeiten  in  eindeutiger  Weise 
fixiert  zu  denken  ist.  Indem  wir  als  erstes^  wesentliches  Attribut  einer 
Transformationsgleichung  ihren  Grad  ^(n)  ansehen,  wollen  wir  diese 
Überlegung  in  den  folgenden,  übrigens  nur  vorläufigen  Satz  zusammen- 
fassen: Bei  Transformation  fünfter  Ordnung  existieren  auch  für 


(4)  r="^      ^"'*^^ 


Transformationsgleicliungen,  deren  letzterer  freilich  der  Bationalitäisbereich 

yj  zu  Grunde  liegt.     Der  weitere  Fortschritt   zur   24"*®''  Wurzel   ist 
aber  nicht  statthaft,  wie  wir  noch  sehen  werden. 

Analoge,  jedoch  nicht  völlig  gleiche  Verhältnisse  finden  wir  bei 
w  =  7  vor.  Hier  werden  wir  nach  (5)  p.  64  in  (1)  die  Substitution 
0?  =  r*  ausführen  und  erhalten  eine  reducibele  Gleichung  48''*^*'  Grades, 
die  in  sechs  irreducibele  Gleichungen  zerfallt.  Eine  darunter  ist 
unsere  Resolvente  (3)  in  I  p.  745: 

(5)  (r*  +  14t3  +  63t»  +  70t  —  7)*  —  1728(J  -  1)t  =  0. 

Setzen  wir  jetzt  aufs  neue  t  =^  z^j  so  tritt  nochmals  Reducibilität  ein, 
und  die  eine  der  beiden  entspringenden  irreducibeln  Gleichungen  ist: 

(6)  ^  +  Us^  +  63^  +  10^  +  24.y^yj^\  .  ;^  _  7  =  0. 

Also  das  Resultat:  Bei  Transformation  siebenter  Ordnung  giebt  es  Trans- 
formcUionsgleichungen  auch  'noch  für 


für  die  letztere  muss  jedoch  der  Rationalitätsbereich  auf  ]/ J  —  1  erweitert 
werden. 

Endlich   ist   im   Falle   der   Transformation   dreizehnter    Ordnung 
nach  der  letzten  Formel  (5)  p.  64 : 


(8) 


18 


A(cöi,  w,) 


Hier  also  gid)t  es  für  die  zwölfte  Wurzel  (8)  eine  Transformations- 
gleicJiung,  und  zwar  ohne  dass  eine  Erweiterung  des  Bationaiitätsbereichs 
von  (1)  erforderlich  tmre. 
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Gleichungen  ij;^^  Grades  für  die  transformierten  Wurzeln  aus  A, 
wie  wir  sie  nun  fanden,  wollen  wir  jetzt  allgemein  als  der  ersten  Stufe 
adjiingicrte  Transformationsgleichungen  benennen.  Wir  sehen  durch  Ver- 
gleich mit  Bd.  I;  dass  dieselben  ftir  n  =  5  und  7  die  einfachsten 
Kesolventen  ^**'°  Grades  liefern,  die  es  für  diese  Stufen  giebt  Um  so 
mehr  werden  wir  jetzt  auch  für  allgemeinere  Stufenzahlen  die  Trans- 
formation der  Wurzeln  aus  A  für  die  Gewinnung  zweckmässiger  Resol- 
venten tlf^^  Grades  verwerten.  Wir  fügen  in  diesem  Betracht  sogleich 
für  n  =  25  das  folgende,  aus  dem  vorigen  Paragraphen  unmittelbar 
entspringende  Resultat  an.  Es  ist  im  Falle  n  =  25  das  Transforma- 
tionspolygon Frp  vom  Geschlechte  j)  =  0,  und  als  zugehörigen  Haupt- 
modul haben  wir: 


(9)  ■'      (""^^ 


J'Js  existiert  sonach  bei  n  =  25  sogar  für  dis  24'*^  Wurzel  der  Discrimi- 
nante  eine  Transformationsgleichnng ,  und  swar  ist  auch  hier  keinerlei 
Erweiterung  des  ursiminglielien  BationalitätsbereicJis  erforderlicli. 

§  13.     FundamentaLsätze  über  die  Existenz  der  zur 
ersten  Stufe  adjnngierten  Transformationsgleiehnngen  in  den  Fällen 

n  =  q  und  n  =  g^. 

Die  mannigfachen  Angaben  des  vorigen  Paragraphen  lassen  sich 
leicht  zu  einer  einheitlichen  Gesamtauffassung  vereinen,  die  wir  hier 
dadurch  geben  wollen,  dass  wir  fiir  Primzahlordnung  g,  sowie  Prim- 
zahlquadratordnung q^  die  Frage  nach  der  Existenz  der  in  Rede 
stehenden  Gleichungen  vollständig  erledigen.  Wir  haben  dabei  einen 
sehr  wesentlichen  Gebrauch  von  der  Gleichung 


A"(ü),  ,  0)^)  V^oi  Wü2  •  •  •  V^     n  — 1 

'      2 


zu  machen,  die  wir  am  Schlüsse  des  zehnten  Paragraphen  (p.  68)  für 
Primzahlen  n  =  q  bewiesen  haben*).  Späterhin  werden  wir  dieselben 
überhaupt  für  ungerade  Zahlen  n  beweisen;  zunächst  genügt  es,  ihre 
Gültigkeit  auch  noch  im   Falle  ?i  =  q^  einzusehen.     Letzteres  gelingt 


*)  Durch    diese    Formel    charakterisiert   sich   die   Transformationsgi eichnng 

für  y  A  :  K  A**  unmittelbar  als  Resolvente  der  TeiluugsgleichuDg  für  die  y/,  woraof 
^ir  schon  früher  (p.  63)  Bezug  nahmen. 
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leicht  infolge  der  einfachen  Gestalt,  welche  das  Polygon  2^v/(9»)  bezitzt 
(cf.  oben    p.  70).     Man    wolle    nämlich   nach    den    bekannten  Kegeln 

feststellen,  wie  sich   der  einzelne  Teilwert  ^i^  in  der   Spitze   +  — 

des  Polygons  verhält,  und  wird  leicht  bemerken,  dass  das  Product  im 

's" 


Nenner  von  (1)  an  besagter  Stelle  des  Polygons  im  Grade  -^^ —  ver- 


schwindet    Links  können  wir  schreiben: 


(".■•:) 


A«'(cöi,a),)  1/       ^K»  ö>i)    ' 


und  es  bleibt  der  zweite  Factor  rechts  an  bezeichneter  Stelle  endlich 
und  von  Null  verschieden.  Hiermit  sind  wieder  alle  Mittel  zu  dem 
Schlüsse  gegeben,  dass  die  linke  Seite  von  (1),  mit  dem  ^'-Producte 
multipliciert,  eine  Function  des  ■Fi^(rj>)  liefert,  die  auf  diesem  Polygon 
weder  verschwindet,  noch  unendlich  wird. 

Jetzt  sei  g  eine  Primitivwurzel  von  g*,  n  hingegen  entweder  die 
Zahl  q  oder  ^.     Es  ist  dann  die  Operation  F: 

(2)  F :         m^  ^  g-^io^f     o^  ^9^27    ('»od.  n) 

von  der  Periode  ^(n),  bez.  als  nicht -homogene  Substitution  von  der 
Periode  ^q)(n),  und  sie  führt,  mit  8  combiniert,  in  bekannter  Weise 
zur  r,^.  Das  Product  P„  im  Nenner  der  rechten  Seite  von  (1)  wollen 
wir  daraufhin  in  den  beiden  hier  vorliegenden  Fällen  n  =  g  und  n  =  g' 
so  anordnen: 

iy(9)  — i  2  2 

(3)        p.=Wo,.^'  'P^=i7K./J7^./,' 

wobei  links  die  zu  w  =  g,  rechts  die  zu  n  =  g*  gehörenden  Teil  werte 
gemeint  sind. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  kehren  wir  zu  unserer  Hauptfrage 
zurück  und  bemerken  zunächst,  dass  wir  an  Stelle  der  Resolventeu 
(3),  (6)  §  12  bereits  in  I  1.  c.  solche  Resolventen  gesetzt  hatten,  die 
freilich  nicht  mehr  die  nullte  Dimension  in  cd^,  (o^  zeigten,  dafür  aber 
eine  Erweiterung  des  ursprünglichen  Ratioualitätsbereichs  g^jg^  nicht 
erforderten.     Das   kommt  jetzt   einfach   darauf  hinaus,   dass   wir  an 

Stelle  der  Wurzeln  aus  A (cDi, -*"-):  A((Di,  coj)  vielmehr  diejenigen  aus 
A  ((»,,-•)  :  A"((»i,  cö^)  setzen.    Da  wir  ungerades  n  haben,  so  gehört 
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w 


(•■■?) 


A'CcOi ,  CO,) 


als  eindeutige  Modulform  in  den  Kreis  unserer  Betrachtungen  hinein; 
eine  weitere  Wurzelziehung  aber  ist  im  allgemeinen  nicht  statthaft. 

Um  jetzt  in  principieller  Weise  über  die  Existenz  von  Trans- 
formationsgleichungen fraglicher  Art  zu  entscheiden,  müssen  wir  das 
Verhalten  der  Grösse  (4)  und  ihrer  Potenzen  gegenüber  den  Modul- 
substitutionen in  Betracht  ziehen.  Wir  nehmen  dabei  $  >  3  an,  da  in 
der  That  der  Fall  ^  <=  3  durch  unsere  früheren  Einzeluntersuchungen 
als  erledigt  angesehen  werden  kann^  und  discutieren  zunächst  die  dritte 
Potenz  der  Grösse  (4),  die  nach  (1);  von  einem  numerischen  Factor  ab- 
gesehen^  mit  dem  reciproken  Werte  des  unter  (3)  gegebenen  Productes 
Pg  bez.  Py«  identisch  ist.  Wie  man  nun  sieht,  ändert  die  Operation  S 
weder  Pq  noch  P^.  Anders  die  unter  (2)  geschriebene  Operation  V: 
Unter  Ausübung  dieser  letzteren  geht  p'y  in  ^'   »4.1  über,  und  da 

^iy(s)  =  —  1,  (mod.  (?),     g^'f^^^  =  —  l,  (mod.  ^) 
wird,  andrerseits  aber  stets 

ist,  so  wird  bei  Ausübung  von  V  das  Product  Pg  das  Zeichen  wechseln, 
Pqa  dagegen  unverändert  bleiben:  Gegenüber  der  f,^  hUibt  6et  n  =  j* 
die  dritte,  hei  n  =^  q  aber  erst  die  sechste  und  noch  nidit  die  dritte 
Potenz  des  Moduls  (4)  unverändert. 

Um  die  achte  Potenz  der  Grösse  (4)  zu  erledigen,  gehen  wir  auf 
die  in  I  p.  627   bewiesene  Formel  (14)  zurück   und   üben   daraufhin 

eine  der  f,^  angehörende  Operation  aus,  für  welch'  letztere  also  —  eine 

ganze  Zahl  ist.  Man  bemerkt  sofort,  dass  die  fragliche  achte  Potenz 
den  Factor: 

annimmt,  und  hier  ist  nun  zufolge  unserer  Voraussetzung  eines  gegen 
3  relativ  primen  n  der  Exponent  stets  eine  durch  3  teilbare  ganze  Zahl. 

Indem  wir  zusammenfassen,  folgt: 

Für  Primmhlquadratordnung  n  =  (^  bleibt  die  Grösse  (4)  gegenüber 
der  fip^q'X)  durcliaus  unveränderty  für  Primzahlordnung  n  =  q  bleibt  nur 
ci'st  das  Quadrat  der  jetzt  in  Betracht  Icommcnden  Grösse  (4)  gegenüber 
der  zugehörigen  ry,(.y)  unverändert. 

Es  existieren  denigetiiäss  hei  Primzcdilquadratordnung  Transfornia- 
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tionsgleichungen  für  die  24"*®  Wurzel  der  Discrimincmte*) ,  hei  Primzahl- 
Ordnung  selbst  aber  nur  erst  für  die  12*®. 

Dass  natürlich  damit  auch  für  alle  diejenigen  Wurzeln,  deren 
Grade  24  bez.  12  teilen,  Transformationsgleichungen  existieren,  brauchen 
wir  nicht  noch  besonders  auszuführen.  Setzen  wir  endlich  hinzu:  so- 
fern wir  hier  stets  vom  Quotienten  der  transformierten  Discriminante 
und  der  n*®^  Potenz  der  ursprünglichen  ausgehen,  fallen  die  Coefficien- 
ten  aller  dieser  Transformationsgleichungen  rational  in  g^  und  g^  aus.  — 
Ein  Teil  der  Specialsätze  des  vorigen  Paragraphen  hat  sich  solcher- 
weise unter  allgemeine  Regeln  subsumieren  lassen**). 

§  14.  Gestalt  der  TransformationBgleiohiingen  für  die  Wurzeln  ans  A. 

Unseren  eingehenderen  Betrachtungen  über  die  äussere  Gestalt  der 
Transformationsgleichungen  für  die  Wurzeln  aus  A  schicken  wir  einen 
sehr  einfachen  formentheoretischen  Satz  voraus,  der  auch  in  zahlreichen 
Untersuchungen  des  folgenden  Abschnitts  eine  fundamentale  Rolle 
spielen  wird.  Es  gilt  nämlich:  Eine  ganze  rationale  Function  G(g^jg^) 
von  g^i  g^y  die  bei  a  —  icx>  mit  r"  proportional  wirdj  enthalt  den  Factor 
A\  Wählt  man  nämlich  zwei  möglichst  kleine,  nicht -negative  ganze 
Zahlen  a,  ß  derart,  dass  die  Dimension  von  g^g^Gr  ein  Multiplum 
von  12,  etwa  —  12A,  wird,  und  dividiert  durch  A^,  so  entspringt  eine 
ganze  Function  von  «7,  die  zufolge  ihres  Verhaltens  bei  cd  =  ioo  den 
(A  —  1/)*®"  Grad  in  J  besitzt.     Es  besteht  also  die  Gleichung 

identisch;  ebendeshalb  muss  aber  die  Function  G'  durch  gi'g/  teilbar 
sein,  und  wir  erhalten 

(1)  G(g„g,)=A^G'Xg,,g,), 

wobei  nun  offenbar  G''  bei  a  =  ioo  einer  endlichen,  nicht-versch win- 
denden Grenze  zustrebt. 

Nachdem  wir  diesen  Satz  festgestellt  haben,  besprechen  wir  zn- 
rorderst  den  wichtigeren  Fall  der  Primzahltransformation  n  =  g.  Die 
einfachsten  Resolventen  werden  uns  von  einer  möglichst  hohen  Wurzel 


♦)  Für  n  a=  9  tritt  leicht  ersichtlich  eine  Gleichung  für  die  8*°  Wurzel  an 
leren  §telle. 

*^)  Die  im  Texte  gegebene  functionentheoretische  Begründung  der  Trans- 
rormationsgleichungen  für  die  Wurzeln  aus  A,  insbesondere  auch  die  dabei  durch- 
geführte Berücksichtigung  der ' Primzahlquadrate  q*  rührt  vom  Herausgeber 
her;  die  ausgedehnte  Litteratur  über  underen  Gegenstand  stellen  wir  erst  am 
Schlosse  des  vorliegenden  Kapitels  zusammen. 
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aus    A    geliefert;    also   ziehen    wir    gleich    die    zwölfte    heran.     Wir 
schreiben : 

(2)  X-  '  ^      ^       "^ 


und  bemerken,   dass   zufolge  (1)  p.  73    —  und   also  auch  die  damit 

gleichberechtigten  Grössen  game  algebraische  Modulformen  sind.  Es 
genügt  also  x~^  einer  Gleichung  V'  =  (9  + 1)**°  Grades,  deren  Coeffi- 
cienten  ganze  Functionen  von  g^y  g^  sind,  und  man  erkennt  insbeson- 
dere im  Absolutglied  bis  auf  eine  multiplicative  Constante  leicht  die 

12 —    ^^  \    12' /     Pö^^z   ^on   A(g}i,  cdj).     Ohne   weiteres   folgt 
daraus:  Die  Crrösse  (2)  ist  Wurzel  der  Gleichung: 


(3)       ^^+1  +  ^^^  ^'  +  •  •  •  +  ^^V/    ^  +  ^A"'"^"^=  0, 


in  deren  Coefficienten  die  Gi  ganze  rationale  Functionen  von  g^j  g^  sind; 
wir  denken  aus  den  G  alle  ettva  zunächst  eintretenden  Factoren  A  heraus- 
genommen,  worauf  die  G  bei  (o  =  ioo  gegen  eine  endliche^  nicht-ver- 
schwindende  Grenze  convergieren,  während  die  ganzzahligen  Exponenten 

A  <  -  T-       sind.    Die  hiermit  gewonnene  Resolvente  (g  + 1)**°  Grades 

9^'  Stufe  ist  die  denkbar  günstigste,  die  uns  bislang  entgegen  getreten 
ist;  für  g  =  5  und  7  giebt  sie  geradezu  diejenigen  Resolventen  sechsten 
und  achten  Grades,  die  wir  in  I  p.  640  (7)  und  p.  747  (4)  diesen 
Stufen  als  einfachste  überhaupt  existierende  Resolventen  zuwiesen« 

Um  Gleichung  (3)  in  eine  solche  von  der  Dimension  Null  umzu- 
setzen, substituiere  man 

(4)  y  =  x£.''  =     /    XV      '; 

^  '  "  1/       A(ü>,,<o,) 


und  findet  fQr  y  die  Gleichung: 

(5)         y,+.  +  ^^9,,jA  .  j^  +  . .  .  +   '^''^^%  .  y  +  e  =  0. 

X, X^ — </ • 

A  '       12  A  ^  '* 

Da  haben  wir  offenbar  eine  Fallunterscheidung  für  q  modulo  12  zu 
treffen:  Für  g^l,  (mod.  12)  sind  die  Coefficienten  von  (5)  rational 
in  g^j  g^\  ist  aber  g  ^  5,  7  oder  endlich  11,  so  findet  sich  bez.  noch 

I^A,  ]/A  oder  endlich  zugleich  Y^  ^^^  V^*  Da  die  Coefficienten 
übrigens  von  der  Dimension  Null,  sind  und  im  Nenner  nur  eine  Potenz 
von  A  steht,  so  folgt:  Je  nachdem  (?e^  1,  5,  7,  11,  (mod.  12)  ist^  sind 
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die  Coefficienten  von  (5)  bejs,  rational  und  ganz  in  J,  YJ,  YJ —  1  oder 

endlich  in  "j/J  und  YJ —  1  misammengenonimen.  Hiermit  haben  sieh 
eine  Reihe  weiterer  Einzeleigenschaften  der  Gleichungen  des  §  12  unter 
allgemeine  Regeln  subsumieren  lassen. 

Endlich   gedenken   wir  noch   einer  dritten  Gestalt  der  Gleichung 
(3)^  derjenigen  nämlich,  die  durch  die  Substitution 

(6)  ;.  =  XA"  =  )7Ä(^~|) 

entspringt.     Wir  erhalten 

(7)  ;s'+'  +  A"~''G,/  +  A"~"^6f,0'-'  +  -- H-cA"  =0, 

und   hier   ist   das   Wichtige,   dass   die  Exponenten r^ — -  von  A 

durchgehends  positive  Zahlen  sein  müssen,  da  j?  eine  ganze  algebraische 
Modulform  ist.  Um  (7)  noch  etwas  zweckmässiger  zu  schreiben,  be- 
stimmen wir  die  ganze  Zahl  Xy  durch  die  Bedingungen: 

(8)  vq  —  \2Xr  -3.  X.,  (mod.  12),     0  <  x.  <  12 

und  schreiben  zugleich  A  ^^  ^r{9ti  9^)  "=  f^^XOt,  9^\  es  geht 
dann  (7)  über  in: 

(9)  fP-^'  +  A^'G//  +  A^G^'^^-'  +  . . .  +  c A  ''  =0. 


Xy 


Die  Dimension  des  (v  -j-  1)**^  Coefficienten  A  **  6r/  in  den  coj ,  cöjj 
ist  —  v\  ist  also  G/  von  der  Dimension  —  dy ,  so  haben  wir  die 
Gleichung  dy  =  v  —  Xy.  Hiermit  haben  wir  einen  interessanten  formen- 
theoretischen Ansatz  für  (9)  gewonnen,  wobei  es  insbesondere  ins 
Gewicht  fällt,  dass  alle  diejenigen  6r/  identisch  verschwinden  müssen, 
für  welche  Sy  nicht  eine  der  Zahlen  0,  4,  6,  8,  . . .  ist.  So  erhalten 
wir  z.  B/  im  Falle  q  =  12h  +  5  als  Anfangswerte  x^  =  5,  x^  =  10, 
Xs  =  3,  . . .,  tf  1  =  —  4,  dg  =  —  8,  dg  =  0,  . .  •  und  finden  solcher- 
weise sogleich  den  auf  die  Form  (3)  umgerechneten  Ansatz: 

(10)     +  J^,  ^-'*  +  ^  ^-«  +  -^!v.  ^'-"'  +  •  •  • 

wobei  die  a,  ß,y,.  . .  numerische  Factoren  sind.    Für  den  einfachsten 
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Fall  h  =  0  finden  wir  unsere  alte  Resolvente  sechsten  Grades  wieder, 
die  in  der  That  die  Gestalt  besass  (cf.  I  p.  640  (7)): 

(11)  a;«  +  -^x»  +  -|«'^a;  +  ^  =  0. 

Für  die  Bereclinung  der  numerischen  Coefficienten  in  (10)  konnte 
man  wieder  dieselben  Regeln  verwerten,  die  wir  bereits  bei  den  Teilungs- 
gleichungen u.  s.  w.  auseinandersetzten.  Inzwischen  yersparen  wir  die 
Besprechung  von  weiteren  Einzelbeispielen  bis  in  den  nächsten  Ab- 
schnitt, wo  wir  mit  erneuten  Hülfsmitteln  und  unter  erweiterten 
Gesichtspunkten  den  hier  in  Rede  stehenden  Resolventen  wieder  be- 
gegnen werden.  — 

Welche  Besonderheiten  den  nun  gegebenen  Entwicklungen  gegen- 
über für  den  Fall  n  =  q^  eintreten,  wird  man  sofort  ergänzen.  Wir 
haben  hier  vor  allen  Dingen 


(12)  X  = 


(-  ^) 


A^'C©!,   (D,) 


als  Wurzel  einer  Resolvente  ((f  +  o)^'^  Grades  zu  setzen,  den  einzigen 
Fall  q  =  3  ausgenommen.  Die  Coefficienten  dieser  Resolvente  sind 
rational  in  ^2;  ^s  ^^^  besitzen  dieselbe  Form,  die  wir  bereits  in  (3) 
kennen  lernten.  Da  q^  ^l  (mod.  24)  ist,  so  werden  die  Coefficienten 
der  (5)  entsprechenden  Resolvente  nullter  Dimension  ohne  jene  FaU- 
unterscJieidung  rationale  ganze  Functionen  von  J.  Für  g*  =  25  ergiebt 
sich  übrigens  die  fertige  Gleichung  in  der  zuletzt  gemeinten  Gestalt 
zufolge  (9)  p.  74  unmittelbar  aus  jenen  Relationen,  welche  Hr.  Gierster 
1.  c.  für  diese  Ordnung  berechnet  hat 

§  15.    Historische  Notizen  über  die  srir  ersten  Stufe  adjongierten 

Transformationsgleiehungen. 

Auf  die  Betrachtung  der  Transformationsgleiehungen  (3)  etc. 
wurden  die  Herren  Kiepert  und  Klein  von  verschiedenen  Seiten  aus 
ungefähr  zu  der  gleichen  Zeit  geführt.  Unter  den  Arbeiten  von  Hrn. 
Kiepert  (die  von  der  Theorie  der  doppeltperiodischen  Functionen  aus- 
gehen und  ausgedehnten  Gebrauch  von  den  Gleichungen  (10)  p.  68 
sowie  von  analogen  Relationen  machen)  ist  zunächst  zu  nennen  die- 
jenige über  Äußösung  der  Gleichungen  fünften  Grades  (Göttinger  Nach- 
richten 1878  oder  auch  Crelle's  Journal  Bd.  87),  wo  der  Fall  n  =  5 
behandelt  wird,  dann  drei  Arbeiten  „Zwr  Transforfnationstheoric  der 
elliptischen  Functionen''  (Crelle's  Journal  Bd.  87  und  88,  1879;  Bd.  95, 
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1883),  die  den  Fall  einer  beliebigen  Primzahl  betreffen.  In  der  bereits 
auf  p.  9  des  vorliegenden  Bandes  genannten  Arbeit  „Über  Teilung  und 
Transformation  der  elliptischen  Functionen"  (Math.  Ann.  Bd.  26,  1885) 
dehnt  Hr.Eaepert  seine  Untersuchungen  auf  die  allgemeinen  Gleichungen 
aus,  welche  für  den  Fall  eines  beliebigen  Transformationsgrades  an 
Stelle  der  Gleichung  (5)  treten,  und  entwickelt  insbesondere  die  Theorie 
der  im  Falle  eines  Primzahlquadrates  auftretenden  Gleichungen  (12). 
Unter  den  Arbeiten  Kleines  kommt  ausser  der  zu  Anfang  des  Kapitels 
genannten  (in  welcher  alle  vorstehend  für  die  Fälle  n  »^  5,  7, 13  ent- 
wickelten Überlegungen  mitgeteilt  sind)  noch  ein  an  Hrn.  Brioschi 
gerichteter  Brief  vom  30.  Dec.  1878  in  Betracht*),  in  welchem  Hr. 
Klein  insbesondere  den  vorhin  an  Gleichung  (9)  geknüpften  formen- 
theoretischen Ansatz  bespricht,  auch  die  Gleichung  für  n  *=>  11  zum 
ersten  Male  mitteilt**).  Ausgeführt  wurden  die  in  diesem  Briefe  be- 
rührten Ideen  sodann  von  Hm.  Hurwitz  in  dessen  oft  genannter 
Arbeit  „Grundlagen  einer  independenten  Theorie  der  elliptischen  Modul- 
functionen  und  Theorie  der  Muitiplicatorgleichungen  erster  Stufe"  (Math. 
Ann.  18,  1881);  es  wird  dort  die  Gleichung  (5)  für  den  Fall  eines 
beliebigen  zu  12  relativ  primen  n  betrachtet,  und  zwar  ist  im  Gegen- 
satz zu  den  von  uns  soeben  durchgeführten  Überlegungen  die  Methode 
die,   dass   die  ursprüngliche   und    transformierte   zwölfte  Wurzel    der 

Discriminante,  ^j^A,  in  ihrem  Verhalten  gegenüber  beliebigen  Modul- 
substitutionen untersucht  wird.  Dabei  wird  insbesondere  das  Verhalten 
der  Transformationsgleichung  für  «7=0  und  «7=  1  erläutert.  —  Die 
Benennung  „Multiplicatorgleichung  erster  Stufe'',  welche  im  Titel  der 
Hurwitz'schen  Arbeit  auftritt  und  auch  von  Hrn.  Klein  gebraucht  wird, 
bezieht  sich  darauf,  dass  bei  der  Transformation  n^'  Ordnung  des  in 
Weierstrass'scher  Form  vorgelegten  elliptischen  Integrals  erster 
Gattung,  nach  Normierung  des  Integrals  durch  Zufügung  des  Factors 

*|/Ä,  der  Quotient    y  ^    in  der  That  die  Bedeutung  des  „Multipli- 


*)  Abgedruckt  io  den  Bendiconti  del  Istitato  Lombardo  vom  2.  Januar  1879, 
sowie  in  den  Math.  Ann.  Bd.  15,  p.  86 — 88.  Vorläufige  Untersuchungen  über  die 
in  Rede  stehenden  Gleichungen  hatte  Hr.  Brioschi  kurz  vorher  im  nennten  Bande 
der  Annali  di  matematica  (ser.  2)  gegeben:  „Sopra  una  clcisse  di  equazioni  modu- 
lari*'  (Nov.  1878).  Übrigens  ist  die  Transformationsgleichung  achten  Grades  für 
n  SS  7  in  ihrer  p.  61  mitgeteilten  ursprünglichen  Gestalt  sowie  auch  in  der  Ge- 
stalt (6)  p.  73  von  Hm.  Klein  zuerst  in  zwei  der  Erlanger  Societat  vorgelegten 
Noten  vom  März  und  Mai  1878  veröffentlicht  worden. 

**)  Hr.  Kiepert  hat  in  seinen  citierten  Arbeiten  eine  grosse  Reihe  weiterer 
Zahlenbeispiele  gegeben,  so  in  Bd.  87  und  95  des  Journals  die  Gleichungen  (5)  für 
n  =-  17,  19  und  23,  in  Bd.  26  der  Annalcn  die  Gleichung  (12)  für  n  =  26  und  49. 

Kleiii-Frioko,  Modulfuuctionen.   II.  6 
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cators'^  bekommt.  Ein  näheres  Eingehen  auf  die  hiermit  gemeinte  Auf- 
fassung bleibt  an  gegenwärtiger  Stelle  ausgeschlossen^  insofern  dieselbe 
den  leitenden  Gesichtspunkten  unserer  Darstellung  fremd  ist;  es  muss 
genügen,  dass  wir  diesbezüglich  auf  die  Abhandlung  von  Klein  in 
Bd.  14  der  Mathematischen  Annalen  und  wegen  der  analogen,  in  der 
Jaco hinsehen  Theorie  auftretenden  Gleichungen  auf  die  Lehrbücher 
über  elliptische  Functionen  verweisen*).  Diese  letzteren  Gleichungen 
bezeichnet  Hr.  Klein  im  Sinne  unseres  allgemeinen  gruppentheoreti- 
schen Schemas  als  Multiplicatorgleichungen  zweiter  Stufe.  Übrigens 
werden  wir  den  in  Rede  stehenden  Gleichungen,  wie  schon  bemerkt, 
im  nächsten  Abschnitte  noch  einmal  begegnen  und  wesentliche  Eigen- 
schaften derselben,  für  die  uns  jetzt  noch  der  Ansatz  fehlt,  kennen 
lernen.  Auch  stellen  wir  dort  alle  Mittel  zur  Verfügung,  die  Glei- 
chung (5),  welche  sich  ja  nur  auf  Primzahltransformation  bezieht,  für 
beliebige  Ordnungen  n  zu  verallgemeinern. 

Die  Transformationsgleichung  (9)  für  die  zwölfte  Wurzel  aus  A 
nannten  wir  der  ersten  Stufe  adjungiert;  eigentlich  ist  sie  eine  zur 
zwölften  Stufe  gehörige  Gleichung.  Indem  wir  aber  hierauf  Gewicht 
legen,  entspringt  der  Satz,  dass  auch  für  Moduln  höherer  Stufe 
unter  Umständen  Transformationsgleichungen  ^^^  Grades  existieren 
können,  und  dass  dieselben  gelegentlich  einfacher  ausfallen,  als  die 
Gleichungen  der  ersten  Stufe.  Zu  der  gleichen  Bemerkung  führt  die 
Theorie  der  Jacobi' sehen  Multiplicatorgleichungen,  die  wir  gerade 
im  Vorbeigehen  streiften.  Von  diesem  Gesichtspunkte  geleitet,  werden 
wir  jetzt  principiell  die  Transformation  n^  Ordnung  Iwherer  Stufe  zu 
betrachten  haben« 


*)  Vgl.  insbesondere  Eönigsberger,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der 
elliptischen  Functionen,  Leipzig  1874,  sowie  die  Monographie  von  Joubert,  Sur 
les  equations  qui  se  rencontrcnt  dans  la  theorie  de  la  transfoiination  des  foncHons 
elliptiques,  Paris  1876.  An  letzterer  Stelle  wird  das  besondere  Verhalten,  welches 
die  Primzahlquadrate  in  dieser  Theorie  zeigen,  zum  ersten  Male  erwähnt. 


Drittes  Kapitel. 

Allgemeine  Grandlagen  t&r  die  Transformation  n^'  Ordnung 

beliebiger  Modnlftinciionen. 

Bei  der  Ausdehnung  der  Transformation  n**'  Ordnung  auf  die 
höheren  Stufen ,  sowie  überhaupt  auf  algebraische  Modulf unetionen 
und  Modulformen  ist  die  Gliederung  der  uns  entgegentretenden  Ver- 
hältnisse eine  so  mannigfaltige^  dass  das  gegenwärtige  Kapitel  fast 
ganz  allein  einer  allgemeinen  Betrachtung  derselben  gewidmet  ist. 
Die  zu  transformierenden  algebraischen  Moduln  setzen  wir  vorerst  als 
beliebige  voraus  und  werden  dann  die  durch  ihre  Transformation  ent- 
springenden Grossen  und  die  für  dieselben  gültigen  Relationen  gruppen- 
theoretisch und  functionentheoretisch  allgemein  zu  charakterisieren 
haben.  Hierbei  werden  natürlich  die  von  Bd.  I  her  bekannten  Con- 
gruenzmoduln  vornehmlich  Berücksichtigung  finden  müssen;  aber  wir 
verschieben  die  Einzelbetrachtung  derselben  ^  welche  namentlich  die  Her- 
stellung von  Transformationsgleichungen  für  Gongruenzmoduln  höherer 
Stufe  zum  Ziel  haben  wird,  bis  in  das  folgende  Kapitel.  Das  wesent- 
lichste Fundament  für  die  Entwicklungen  dieses  Kapitels^  die  übrigens 
in  ihrer  Gesamtheit  erst  neuerdings  vom  Herausgeber  durchgeführt 
wurden^  findet  sich  iu  der  abstract  gruppentheoretischen  Erörterung 
der  §§  3  und  4,  die  wohl  auch  um  ihrer  allgemeihen  Bedeutung  willen 
einiges  Interesse  beanspruchen  dürften.  Zwei  Untergruppen  von  end- 
lichem Index  in  einer  umfassenden  Gruppe  haben  ihrerseits  wieder 
eine  Untergruppe  von  endlichem  Index  gemein,  und  es  gilt  in  den 
beiden  genannten  Paragraphen,  die  hierbei  eintretenden  Verhältnisse 
allgemein  und  erschöpfend  zu  beschreiben,  was  unseres  Wissens  trotz 
der  principiellen  Bedeutung  dieser  Frage  für  die  gesamte  Gruppen- 
theorie bislang  noch  nicht  geschehen  ist.  Die  Untersuchungen  dieses 
Kapitels  dürften  aber  auch  deshalb  ein  besonderes  Interesse  für  sich 
haben,  weil  durch  dieselben  ein  allgemeines  Schema  geschafien  wird,  in 
welches  sich  neben  anderen,  neuen  Modulargleichungen,  welche  an  die 
Theorie    der   regulären   Korper   anknüpfen,   die    seit   Jacobi   in   der 
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Theorie  der  elliptischen  Functionen  wiederholt  und  ausfCLhrlich  be- 
trachteten Modulargleichungen  für  die  Wurzeln  aus  ky  k\  sowie  auch 
die  von  Schläfli  u.  A.  eingeführten  Modulargleichungen  fOr  die 
Wurzeln  aus  kk'  als  specielle  Fälle  einordnen.  Besondere  Aus- 
führungen hierüber  folgen  dann^  wie  schon  bemerkt ,  erst  im  nächsten 
Kapitel. 

§  1.    Allgemeiner  Charakter  einer  transformierten  Modnlfnnctioii. 

£s  sei  j?((d)  eine  willkürlich  gewählte  algebraische  Modulfiinction; 
die  Untergruppe  f^  des  endlichen  Index  (i  umfasse  alle  Modulsubsti- 
tütionen,  welche  z(c))  in  sich  überführen.  Auf  dem  Polygon  Ffi  sei 
z((o)  eine  i/- wertige  Function,  und  wir  setzen  noch  ausdrücklich  voraus, 
dass  diese  Function  j?  (cd)  durch  keine  anderen  linearen  Substitutionen 
von  CD  in  sich  transformierbar  sein  soll,  als  durch  die  Modulsubstitutionen, 
welche  f^  bilden.     Ein  Repräsentantensystem  dieser  Untergruppe  sei 

und  endlich  sei  die  algebraische  Relation  zwischen  is  und  J  durch 

(2)  z^^  +  B,{J)  .  ;^-i  +  .  . .  +  R^(J)  =  0 

gegeben.  Schaffen  wir  in  (2)  die  Nenner  der  Il(J)  durch  Multipli- 
cation  mit  einer  geeigneten  Grösse  G-(J)  fort,  so  steigt  J  in  der 
neuen  Gestalt  dieser  Relation  bis  auf  den  v^^  Grad. 

Indem  wir  vorab  einzig  von  eigentlicher  Transformation  n^  Ord- 
nung handeln,  diese  aber  sogleich  in  allgemeinster  Gestalt  einführen 
wollen,  schreiben  wir: 

(3)  E(«,)  =  ^^+4,    arf-6c  =  n, 

wobei  a,  6,  c,  d  vier  beliebige  ganze  Zahlen  der  Determinante  n,  jedoch 
ohne  einen  allen  genieinsamen  Teiler,  sein  sollen.  Aus  z{ca)  entspringt 
vermöge  der  Substitution  (3)  der  transformierte  Modul: 

«  '■(.)-. (:::2). 

der  im  Bereich  der  positiven  Halbebene,  wie  z(a))  selbst,  eine  ein- 
detUige  Function  von  cd  darstellt.  Setzen  wir  jetzt  aber  J'{cj)  =  J{R(a>))f 
so  haben  wir  nach  (2),  sowie  auf  Grund  des  vorigen  Kapitels  (p.  54) 
die  beiden  Gleichungen: 

z>  +  R,{r) .  ^>-»  +  •  •  •  +  K.{J')  =  0, 

in  deren  letzter  J  wie  J'  bis  auf  den  ^'^''*  Grad  steigt.  Eliminieren 
wir  jetzt  aus  diesen  beiden  Gleichungen  J',  so  findet   sich  nach  dem 
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Bezout'schen  Theorem  über  den  Grad  der  Resultante  zweier  algebrai- 
schen Gleichungen  eine  Relation: 

(5)  z'f^^  +  r,{J)  .  Z"-^-«  +  •  • .  +  r,.^{J)  =  0, 

deren  linke  Seite  wir  kurz  f{z',  J)  nennen  wollen.  Setzen  wir  die 
linke  Seite  von  (5)  in  eine  ganze  Function  von  /  und  J  um,  so 
steigt  J  in  derselben  bis  auf  den  Grad  i/^. 

Zufolge  (5)  ist  z'  eine  algebraische  Function  von  «7;  da  überdies 
s'  eindeutig  in  cd  ist,  so  erkennen  wir  im  transformierten  Modul  z'((o) 
sofort  eine  algebraische  Modtdfunction,  deren  Gruppe  f^-  heissen  mag. 
Der  Index  fi'  derselben  ist  ^  ft^,  je  nacMem  die  in  (5)  gewonnene 
RekiHon  irreducibel  oder  reducibel  ist.  Diesen  letzteren  Gegenstand 
werden  wir  ausführlicher  zu  untersuchen  haben;  vorab  noch  folgende 
allgemeine  Betrachtung: 

Da  0*  in  (5)  auf  den  Grad  ^^  steigt,  so  können  wir  durch 
Transformation  w*®'  Ordnung  in  der  gekennzeichneten  Weise  von  jz(a)) 
aus  insgesamt  fi^,  und  zwar  (wie  man  gleich  sehen  wird)  fi^f  im 
allgemeinen  verschiedene  Modulfunctionen  herstellen.  Anders  ausge- 
drückt lautet  dies:  Wenn  man  die  Gesamtlieit  der  Transformationen  (3) 
in  Classen  einteilt  und  in  eine  Classe  immer  solclie  R(€oi),  ll\co),  ... 
vereint,  deren  Zahluerte  hei  beliebig  gewähltem  co  bezüglich  der  Vfi  relativ 
äquivalmit  sind,  $o  giebt  es  im  ganzen  fi^  Classen,  Indem  aber  die 
Wurzeln  der  schon  vorhin  gebrauchten  Gleichung 

offenbar  s{VJi{(o)) ,  0{ViR{<o)),  ...,  z{V^^iR{(o))  sind,  die  F  im 
Sinne  von  (1)  gebraucht,  so  werden  wir  für  die  genannten  ft^Classen 
ein  Bepräsentantensystefn  in 

(6)  yi.ifW((»),     i  =  0,  1,  ...,  ft-  1;     fc  =  0,  1,  ...,  ^—  1 

besitzen,  wofern  dabei  die  R,  E\  ...,  M'f'~^^  eines  der  im  vorigen 
Kapitel  für  die  Transformation  n**'  Ordnung  erster  Stufe  fixierten 
Repräsentantensysteme  liefern. 

Diese  Betrachtungen  übertragen  sich  auf  die  Modulformen  ohne 
weiteres;  wir  schliessen  hier  zweckmässig  so:  Möge  etwa  die  alge- 
braische Modulform  8{(o^,  (Dg)  zu  einer  homogenen  V^  gehören  und 
dabei  definiert  sein  durch: 

(7)  z"  +  li^ii,,,  (,,)  .;,"-•  +  ...  +  B^ig,,  (/,)  =  0. 
Durch  Ausübung  der  Transformation  iJ^*)  geht  (7)  über  in: 

(8)  0'f^  +  It, {.jf,  i/S*)) .  /'' -'  +  ■••  +  B^ißf,  <jf)  =  0 , 

und  solcher  Gleichungen  haben  wir  den  ^  Werten  von  Tc  entsprechend 
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insgesamt  ^.     Die  Multiplication  derselben  führt  auf  eine  Gleichung, 

die  in  den  ^  Grossenpaaren  (;^^\  ff^^^  symmetrisch  ist;  die  Coefficienten 

dieser  Gleichung  sind  somit  Modulformen  erster  Stufe  und  als  solche 

rationale  Functionen  von  g^y  g^.     Es  folgt  also  die  (5)  entsprechende 

Gleichung 

(9)  s'xf  +  r,{ff„  g,)  ■  «VV'-i  +  • . .  +  r,y,(ß„  <;,)  =  0, 

die  wir  jetzt  wieder  f(0']  g^,  g^)  =  0  nennen,  und  an  welche  sich  die 
bereits  aus  (5)  gezogenen  Folgerungen  knüpfen.  Sind  übrigens  die 
Coefficienten  von  (7)  ganz,  so  gilt  dasselbe  für  die  Coefficienten  von 
(9).  Da  ausserdem  (5)  aus  (2)  gerade  so  hätte  hergestellt  werden 
können,  wie  (9)  aus  (7),  so  bemerkt  man  sofort:  Eine  ganze  Modul- 
functmi  oder  -fonn  giebt,  transformiert,  stets  wieder  eine  ganze  Modtd- 
function  bes.  -form.  Man  sieht  dies  natürlich  leicht  auch  vermöge  einer 
directen  Betrachtung  der  z'  ein. 

§  2.    Gruppe  des  transformierten  Moduls  z\     Reduoibilität  der 

Relation  f{3\  J)  =  0. 

Die  Relation  f^z',  J)  =  0  des  vorigen  Paragraphen,  oder  auch 
allgemeiner  gesagt,  die  Gleichung  f(z']  g^,  g^)  =  0  ist  unter  Um- 
ständen reducibel,  was  wir  jetzt  näher  zu  untersuchen  haben.  Jeden- 
falls geht  durch  gewisse  ^  Modulsubstitutionen  die  Relation  (8)  §  1 
in  die  ^  gleichberechtigten  Relationen  über,  und  solcherweise  ent- 
springen aus  dem  einzelnen  z'  sofort  ^  gleichberechtigte.  Natürlich 
können  dann  weiter  diese  fi  Systeme  zu  je  ^  Moduln  z'  zu  gewissen 
Abteilungen  oder  sogar  insgesamt  mit  einander  gleichberechtigt  aus- 
fallen, und  wir  haben  »Is  vorläufigen  Satz:  Ist  die  fraglicfhe  Belation 
nicht  irreducibely  so  zerfälU  sie  in  solelie  irreducibele  Bestandteile^  deren 
Grade  in  z    durch  ^  teilbare  Zahlen  sind. 

Zur  näheren  Untersuchung  der  in  Rede  stehenden  Gleichung  im 
Rationalitätsbereich  gr^»  93  ^^2.  J  betrachten  wir  insbesondere  den 
Modul 

(1)  z\(o)  =  ^(«oM  =  -"(»*fl»); 

dadurch  wird  freilich  unsere  Betrachtung  vorerst  particularisiert,  indes 
werden  wir  doch  leicht  von  hier  aus  den  allgemeinen  Überblick  gewinnen. 

Soll  die  Modulsubstitution  [     J  die  Function  (1)  in  sich  transformieren, 

so  muss  zufolge  der  Gleichung 

'a  •  na  4-  ßn\  ,       . 
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nach  den  über  z  gemachten  Voraussetzungen  y  eine  durch  n  teilbare 
Zahl  sein,  worauf  alsdann  noch  die  weitere  Bedingung  hinzukommt, 
dass  die  Substitution: 

(^)  " = c:-., ";) 

der  Gruppe  f^  angehören  soll.  Ist  auf  der  anderen  Seite  v  eine 
Operation  der  f^ ,  die  zugleich  /3  ^e  0  (mod.  n)  hat,  so  findet  man 
durch  Transformation  mit  JZo  in  li~^v'Iio  eine  zu  ß'{(a)  gehörende 
Modulsubstitution. 

Um  also  die  gesamte  zu  is\ai)  gehörende  Gruppe  zu  gewinnen, 
werden  wir  auf  diejenige  Congruenzgruppe  n^  Stufe  f^  zurückgehen, 
welche  durch  ß  :r^  0  charakterisiert  ist.  Die  gemeinsame  Untergruppe 
von  r^  und  f^*  nennen  wir  f/;  ihr  Index  v  wird  offenbar  ein  ge- 
meinsames Multiplum  von  ft  und  ^  sein,  etwa 

(3)  v  =  ..''^, 

WO  r  der  grössie  gemeinsame  Teiler  von  ft  und  ^  ist,  x  aber  eine 
nicht  näher  bestimmte  ganze  Zahl,  für  die  man  indes  aufs  leichteste 
die  Bedingung  0  <  x  <  r  feststellt.  Ein  zur  gefundenen  Gruppe  ge- 
hörendes Polygon  F'  f,,p  wird  sich  ersichtlich  aus  —  Polygonen  F'^p 


X 
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oder  auch  aus  —  Polygonen  Ff^  aufbauen  lassen. 

Transformieren  wir  nunmehr  durch  iZ^,  so  geht  jedes  Polygon 
F,f'y  für  sich  genommen,  in  ein  Polygon  Fxp  der  durch  y  ^  0  (mod.  n) 
definierten  f,;,  über:  F^ß  =  l{o{F^j),  das  dann  natürlich  im  allgemeinen 
noch  keineswegs  aus  einer  Anzahl  ungeteilter  Moduldreiecke  zusammen- 
gesetzt erscheint.  Deitigegenüher  hetnerlce  man  für  später,  dass  Ff[  =  /ioC-^A*) 
keinestvegs  allgemein  gleichfalls  wieder  das  Polygon  einer  Untergruppe  der 
Modulgruppe  tüird;  in  der  That  haben  ja  nur  die  Operationen  der  Vy, 
die  Eigenschaft,  durch  Bq  wieder  in  Modulsubstitutionen  transformiert 
zu  werden.     Transformieren  wir  jetzt  F'  ^,^,  so  erhalten  wir  zufolge 


t 


der  entwickelten  Überlegung  ein  aus   -^  Polygonen  Fyj  bestehendes 
transformiertes   Polygon  F   ^,  ^  =  i^  (^F'  ^  ^) .     Dieses   aber   ist    nadi 


X  •      -  'X 

r  t 


unserer  anßngliclien  Entwicklung  das  Polygon  der  zu  z\(o)  geJwrenden 
Gruppe,  welcJi'  letztere  sicfi  damit  als  eine  Untergruppe 

(4)  r  ,.^  =  i/-ir  ,„.R, 

t  t 
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des  Index  x  •  -      darstdÜ.     Dass    diese   V    ^xp   innerhalb    der  f^   eine 

Untergruppe  des  Index  —  ist,  erscheint  unmittelbar  klar.     Aber,  wie 

wir  schon  sagten ;  ist  demgegenüber  li^  r^i^  keine  Untergruppe  der 
Modulgruppe  *);  und  es  ist  hier  auch  keineswegs  stets  die  Existenz 
einer  f/  evident,  die  zur  Gruppe  (4)  in  demselben  Verhältnis  stände 
(d.  h.  sie  als  Untergruppe  enthielte),  wie  die  f^*  zur  T'  ^xff. 


X 

t 


Als  unmittelbare  Folgerung  unserer  Überlegung  enstspringt:  s'ifo) 

ist  eine  von  x  •  ^      mit  einander  gleichberechtigten  Modnlfunctimien  hez. 

Fortnen.    Ist  x  =  r,  so  ist  dicserhalb  f\s\  J)  =  0  hez.  f{z'\  g^y  g^)  =  0 
irreducibel;  ist  x  <  r,  so  spaltet  sich  von  f  ein  irredHcä)eler  Factor  des 

Grades  x-  ^     ab,  der  gleidi  Nxdl  gesetzt  die  Gleichung  für  z    liefert 

Um  aber  genauer  den  Wert  der  hier  auftretenden  Zahl  x  (und 
zwar  dann  gleich  allgemein  für  sämtliche  irreducibele  Factoren  von  f) 
zu  untersuchen,  müssen  wir  nunmehr  den  in  Aussicht  genommenen 
ExGurs  allgemein  gruppentheoretischer  Art  einschalten. 

§  3.    Exours  über  ein  allgemeines  Frinoip  der  Gruppentheorie: 

Der  Fall  ansgezeichneter  Untergruppen. 

Eine  principielle  Rolle  spielte  soeben,  wie  man  gesehen  hat,  die 
gemeinsame  Untergruppe  der  beiden  Gruppen  f^  und  f^'.  Um  aber 
über  diese  Untergruppe  das  Genauere  mitteilen  zu  können,  wollen  wir 
zunächst  allgemein  die  Verhältnisse  klarstellen,  welche  eintreten,  so- 
bald wir  die  gemeinsame  Untergruppe  zweier  der  Modulgruppe  an- 
gehörender r^^,  r^,  aufzusuchen  haben.  Die  dazu  nötige  Überlegung 
hat  übrigens,  wie  schon  bemerkt,  ganz  allgemeine  Bedeutung  für  die 
Theorie  der  unendlichen  Gruppen. 

Sehr  einfach  erledigt  sich  unsere  Frage  in  dem  Falle,  dass  f^, 
und  r^,^  beide  innerhalb  der  Gesamtgruppe  ausgezeichnet  sind,  wie  wir 
jetzt  zunächst  annehmen  wollen.  Seien  die  Operationen  von  f^^  durch 
1;  Vj,  Vg,  .  .  .,  diejenigen  der  f^,  durch  1,  «t',,  iv^,  . . .  bezeichnet,  so 
haben  wir,  da  f^.  ausgezeichnet  ist,  stets: 

# 

(1)  VylV^  =  IVhVi ,       WkVi  =  VitVn,  . 

Unter   Aufnahme    des    in    I   p.   321    bezüglich    einer    ausgezeichneten 
Untergruppe    eingeführten  Aequivalenzzeichens   folgt   aus  (1)    für  die 


*)  Sofern  nicht  der  particuläre  Fall  vorliegt,  duäs  die  Gruppe  f^^  in  der  VL 
enthalten  ist. 
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speciellen  in  diesen  Formeln  enthaltenen  Substitutionen  ^  indem  wir 
die  u?  resp.  v  mit  1  äquivalent  setzen: 

(2)  Vy  r^  Vi,  (bez.  r^,J;     Wk  ~  w„,,  (bez.  f^,).*) 

Durch  Combination  von  f^^  und  f^,  entstehe  die  Gruppe  f*,  deren 
Index  r  jedenfalls  ein  gemeinsamer  Teiler  von  ft^,  ft^  ist  Vermöge 
(1)  lässt  sich  jede  Substitution  dieser  Vt  auf  die  Form  ViWk  bringen, 
und  da 

V-'^ViWkV=  V-'ViV'  V-^iVkV=vai\n 

ist,  so  besitzen  ivir  audi  in  ft  eine  in  der  Gesamtheit  ausgezeichnete 
Untergruppe.  Sind  die  Classen**)  von  f^^^,  f^,  bez.  m^  und  tWg,  so 
erkennt  man  die  Classe  t  von  f«  sofort  als  einen  gemeinsamen  Teiler 
von  fW|  und  m^.  Insbesondere  folgt:  Sind  w^,  m^  relative  Primjsalilen, 
so  ist  Vt  die  Gesamtgruppe;  und  weiter:  Ist  f^^  Congruenzgruppe,  f^^ 
aber  durch  Cangruenzen  nicht  eingeschränkt,  so  ist  Tt  tcieder  die  Gesamt- 
gruppe. Andernfalls  müsste  nämlich  Vt  Congruenzgruppe  sein,  insofern 
sie  r^(^  in  sich  enthält^  und  müsste  zugleich  die  Nichtcongruenzgruppe 
r^^  umfassen. 

Die  Gruppe  Vt  reduciere  sich,  bezüglich  f^,,   genommen,   auf  die 
endliche  Gruppe  6r^, ,  bezüglich  V^^  aber  auf  G^,^,  was  wir  symbolisch 

r  t 

ausdrücken  durch: 

(3)  Vt  '^  Gfj^,  (bez.  r^J;     Vt  ^  Gf,^,  (bez.  f^J. 

t  t 

Ein  Repräsentanten  System  der  Vt  bezüglich  f^,,  liefert  die  Substitutiouen 

der  Gf,^ ;  ist  dabei  als  einzelne  Substitution  zunächst  ViWt  gewählt,  so 

t 

können  wir  hinterher  an  deren  Stelle  auf  Grund  von  VtWt  ^  Wt, 
(bez.  r^  J  die  Substitution  Wk  setzen.  In  entsprechender  Weise  können 
wir  ein  Repräsentantensystem  der  Vt  bezüglich  f^^  durchgehends  aus 
Operationen  v  zusammensetzen  und  mögen  so  insbesondere  für  unsere 
•  beiden  Gruppen  G  die  Operationen  gewinnen: 

(4) 


t  t 


G^^:  1,  Vi,   Va,...,   v^ 


tH^i 


Die    gemeinsame  Untergruppe   von  f^^    und   r^,^  sei  r^;    dieselbe 
ist  gleichfalls  ausgezeichnet,  und  ihre  Classe  ist  das  kleinste  gemein- 


*)  Es  gründet  sich  dieses  Schlassverfahren  auf  den  in  1  p.  320  (unten)  aus- 
gesprochenen Cursivsatz. 
**)  Cf.  I  p.  360  u.  f. 
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schaftliche  Vielfache  von  in,  und  m^.  fr  wird  sich  bezüglich  der  fr 
auf  eine   endliche  Gy  reducieren,  als  deren   Operationen   wir  ein   Re- 

präsentaDteueystem  von  Fi  bezüglich  T,  anznsetzeu  haben.  Bemerke 
man  in  diesem  Betracht,  dans  eine  beliebige  Operation  WgVi,  der  T, 
folgenden  Äquivalenzen  gentigt: 

w^Vk'^WiV,  (bea.  f^,),     w^v*  "^  w^r*  (bra.  f^,); 
in   der  ersiea  ist  w,-   eine  bestimmte  Operation   aus  der  ersten  Reihe 
(4),  in  der  zweiten  v«  eine  bestimmte  aus  der  zweiten  Reibe  (4)j  v,  und 
tVm  dürfen  dagegen  willkürlich  gewühlt  werden,  und  also  nehmen  wir 
Vi  =  Vi  und  /(■„,  =  iVi.     Dann  ist 

(5)  u;r,'^w,rt  (bez.  f^,,  f^J,  0  <  »",  A  <  ^J  resp.  ^, 

und  nun  haben  wir  auf  der  andern  Seite  den  Satz,  dasa 

w.ri"-'  «vV,  (bez.  f^,,  f^,) 
für  vier  Substitutionen  aus  den  Reihen  (4)  notwendig  die  Gleichungen 
i^r  und  k  =  s  nach  sich  ziehen.  Indem  wir  also  alle  -'^^  Pro- 
ducte  iVit't  bilden,  haben  wir  gerade  ein  Repräsentantensystem  der  Fi 
bezüglich  V,  gebildet.  Sonach  erhalten  wir  den  abschliessenden  Satz: 
Die  yeiminname  Untergruppe  von  T,,,  und  f,,,  ist  eine  in  Her  Ocsamllieit 
ausgezeichnete  f,,,^,  des  Index  — -■ 

Wir  schliessen  hier  sogleich   noch   eine  Reihe   geometrischer  Ei^ 
läuterungen    an,    welche   zur   leichteren    Erfassung   unserer    gruppen- 
ff,  theoretischen     Überlegungen    wesent- 

lich sind. 

Die  Gesamtgruppe  reduciert  sich 
bezüglich  der  ausgezeichneten  f^,^,  auf 

eine  endliche  Gruppe  G,,,^,,  deren  Ojie- 

rationen  wir  uns  zweckmässig  in  einem  ' 
l>arullelepipe(]tschen  Schema  augeord- 
net denken  köiiaen.  Indem  wir  etwa, 
wie  wir  hierneben  iu  Fig.  3  angedeu- 
tet haben,  ein  rechtwinkliges  Coordi- 
nateusystem  zu  Grunde  legen,  mSgen 
wir  auf  der  positiven  a;-Axe  im  Ur- 
sprung n-^  ^  1  und  sodann  in  gleichen 
ll  Operationen  w^,  ii\,  . . .,  «',,,       auf- 


Intervallen die  weiteren  \ 
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tragen^  hiernach  aber  in  analoger  Weise  auf  der  positiven  y-Axe  die 

r,,  Vg,  - . .,  V//,      ,  worauf  in  der  a;y- Ebene  die  ^'f-  Operationen  tViVk 

t 

der   Gfj^ft^   Platz    finden;   dieselben   genügen   übrigens    ersichtlich   der 

Bedingung: 

WiVk  ^  VkWif  /bez.  r^^^  \  . 

Ein  Repräsentantensystem  der  Gesamtgruppe  bezüglich   ft  sei  durch 
1,  «I,  iCjj,...,  «r—i  gegeben;    diese   r  Operationen   tragen    wir    dann 

entsprechend  auf  der  5-Axe  ab,  um  jetzt  in  der  That  die  ^--^  Opera- 

tionen  tViVkUt  der  ö//,^i,   nach   übersichtlichem  Princip    in  der  Gestalt 

eines  Parallelepipedons  angeordnet  zu  haben. 

ßeducieren  wir  die  Gesamtgruppe  f  bezüglich  f^^,  so  kommt  die 
Gft^  der  in  der  a;jEf-Ebene  des  Schemas  befindlichen  Operationen  m?,M/; 
reducieren  wir  f  bezüglich  f^,,  so  kommt  die  G^,^  der  in  der  y;sr-Ebene 
gelegenen  VkUi*  Reducieren  wir  f  bezüglich  f^,  so  entspringt  endlich 
die  Gt  der  in  der  jEf-Axe  stehenden  Operation  W/*).  Demgegenüber 
bilden,  wie  schon  vorhin  angedeutet,  die  in  der  a;y- Ebene,  der  x-  und 
der  'y-Axe    stehenden    Operationen    die    Untergruppen  Gfi,^,^  bez.  G,,^ 

und  Gft^y  welche  den  soeben  in  Betracht  gekommeneu  Gruppen  f^,  f^,,  f^, 

bezüglich  f^;,^,  zugeordnet  sind. 

r 

Die  hiermit  zur  Sprache  gekommenen  Anschauungen  haben  wir 
jetzt  weiter  zur  vollen  Erledigung  unserer  .gruppentheoretischen  Frage 
zu  verwerten. 

§  4.    Fortsetznng  des  gmppentheoretisolien  Ezcnrses:  Fall 

nioht-ansgezeiohneter  Untergruppen. 

Sind  uns  zwei  nicht-ausgezeichnete**)  Untergruppen  der  Modul- 
gruppe r  gegeben,  so  gehen  wir  zur  Erledigung  unserer  Frage  nach 
dem  gemeinsamen  Bestandteile  beider  auf  den  Satz  zurück,  dass  in  jeder 
Untergruppe  von  endlichem  Index  eine  in  der  Gesamtheit  ausgezeichnete 


*)  Alle  diese  Rednctionen  stelleu  sich  jetzt  im  rechtwinkligen  Coordinaten- 
system  der  Fig.  3  unter  dem  Bilde  einfacher  Projcctionen  auf  Coordinatenebenen 
oder  -axen  dar. 

**)  Die  nachfolgende  Erörterung  ist  übrigens  völlig  allgemein  und  umfasst 
den  Fall,  dass  eine  oder  gar  beide  vorgelegte  Untergruppen  ausgezeichnet  sind, 
sogleich  mit. 
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Uutergruppe  von  gleichfalls  eudlichem  Index  sich  findet  (cf.  I  p.  327). 
So  nehmen  wir  unter  voller  Aufrechterhaltung  der  Bezeichnungen 
des  vorigen  Paragraphen  als  die  beiden  vorgelegten  Gruppen  f^^  und 


r^,,  während  die  beiden  zugehörigen  ausgezeichneten  Untergruppen  f^,,  f^ 


Mt 


a 


% 


sein  sollen.  Selbstverständlich  sind  dabei  6^,  6^  Teiler  von  fi^  bez. 
ft^,  und  zwar  wird  man  im  allgemeinen  die  letzteren  ausgezeichneten 
Untergruppen  so  wählen^  dass  ihr  Index  ein  möglichst  niedriger  ist; 
für  die  folgenden  Betrachtungen  ist  dies  indes  nicht  wesentlich. 

Der  gemeinsame  Bestandteil  von  f^,  und  f^,  enthält  r^,/i^  in  sich; 

statt  nun  sogleich  die  gesuchte  Gruppe  selbst  in  Betracht  zu  ziehen^ 
wollen  wir  vorab  diejenige  endliche  Gruppe  aufsuchen,  auf  welche 
sie  sich  bez.  f^,,^^  redüciert.    Nun  wird  sich  f^,  bez.  f^,^,  auf  eine  Ga^fi^ 

t  Ol  t  t 

reducieren,  und  da  müssen  wir  uns  des  genaueren  die  Lage  der  -^ 
Operationen  dieser  Gruppe  im  Schema  des  vorigen  Paragraphen  ver- 
anschaulichen,    r^j   enthält    f^^,    und    eben    deshalb   werden   die   -^ 

Operationen   der  Ga^/a^  gerade  6^,   zur  y-Axe  parallele,  Transversalen 

unseres  Schemas  ganz  erfüllen.  Auf  der  anderen  Seite  bedeutet  dies: 
r^j  redüciert  sidi  bezüglidi  r^<^  auf  eine  Ga^  von  6^  Operationen  WiUk,  die 

also  sämtlicJi  in  der  xz -Ebene  gelegen  sind  und  eine  Untergruppe  der  dort- 
selbst  gelagerten  G^^  bilden y  auf  welch'  letztere  sidi  die  Gesamtheit  f 
bez,  r^^  ralucicrt.  Als  Untergruppe  dieser  G^^  kennen  wir  bereits  die 
ö^»  "^  r^;,   (bez.    r^,J    und    benennen   fortan    als    Ga^    die    gemeinsame 

Untergruppe  von  Ga^    und  G^^ ;  sie  wird  aus  denjenigen  Operationen 


* 


iViUk  von  Ga^  bestehen,  in  denen  insbesondere  Mit  =  1  ist.  Wir  be- 
haupten dann:  Ga,  giebt,  nun  auch  noch  bezüglich  V^,^  redüciert,  eine 
Untergruppe  6r,^  von  derjenigen  Gt,  wddie  die  z-Axe  unseres  Seliemas 
erfüllt;  legen  wir  dabei  durch  die  s^  von  Gg^  auf  der  jßf-Axe  ein- 
genommenen Punkte  Parallele  zu  a;-Axe,  so  entfallen  auf  jede  derselben 


a 


—  Operationen  der  Ga^. 

Man    wolle   nämlich    zum   Belege    dieser  Behauptung  die  Aequi- 

valenz: 

tVgUh  '  WiUk  ~  WiU^n,  (bez.  r^,J 

mit  Hülfe  der  jedenfalls  bestehenden  Gleichung  UhWi  =  WnU^  in 
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umsetzen^  welche  auch  noch  bez.  ft  reduciert 

liefert.  Es  liegt  darin  der  Satz  begründet:  Beliebige  zwei  Operationen 
ans  zwei  bestimmten  Horizontalreihen  der  a;xr-Ebene  geben^  in  vor- 
geschriebener Folge  combiniert,  eine  Operation  aus  einer  bestimmten 
dritten  Horizontalreihe*).  Nunmehr  folgt  auf  Grund  einer  schon 
öfter  durchgeführten  Überlegung:  Beteiligt  sich  überhaupt  eine  Hori- 
zontalreihe der  o;;?- Ebene  an  unserer  Ga^,  so  liefert  sie  für  dieselbe 

gerade  -^  Operationen  und  nicht  mehr;  damit  ist  aber  unsere  obige 

Behauptung  im  vollen  Umfange  dargethan.     Man  wolle  sich  übrigens 

sogleich  noch  folgende^  unmittelbar  einleuchtende  Definition  der  Gruppe 

G,,  anmerken:   Wenn  man  f^,  hejsüglidh  der  ausgezeichneten  Tt  redtsciefi 

öl 
(ohne   dass   natürlich  r^,,   die  f«   in   sich  zu  enthalten  brauchte),   so 

öl 

entspringt  die  Untergruppe  Gs,  von  Gxi 

(1)  r,,-G,.,  (bez.  r.). 

Völlig  analoge  Betrachtungen  gelten  für  die  f^,,  die  sich  bezQg- 

lieh  r^,^,  auf  die  Gruppe  Ga^^,^  reduciere,  während  sie  andrerseits  be- 

t  t 

züglich  Vt  auf  (r^  führen  möge: 

(2)  r^.  -  G^,  (bez.  r,). 

Die  -^  Operationen  der  Ga^ft^   füllen   gewisse   (S^  Transversalen   des 

Schemas,  die  mit  der  a;-Axe  desselben  parallel,  laufen,  vollständig  aus, 

und  zwar  werden  sich  diese  Transversalen  zu  je  —  in  den  s^  durch  die 

Operationen  u  der  G«,  angezeigten  Horizontalebenen  finden. 

Die  gemeinsame  Untergruppe  von  r^,^  und  f,,, ,  um  welche  es  uns 

eigentlich  zu  thun  ist,  reduciert  sich  nun  bezüglich  r^i^^,,  offenbar  auf 

die  gemeinsame  Untergruppe  der  eben  betrachteten  Ga^u^  und  Ga^^i^» 

r  t 

*)  Man  denke  sich  in  der  That,  wie  Fig.  3  andeutet,  die  i^-Axe  seukrecht 
gerichtet;  übrigens  drückt  der  gerade  ausgesprochene  Satz,  wie  man  leicht 
bemerkt,  nichts  anderes  aus,  als  dass  G     ausgfzeichnotc  Untergruppe  von  G     ist. 
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Sei  also  Gt  die  gemeinsame  Untergruppe  von  Gg^  und  G^  (so  dass  t 
gemeinsamer  Teiler  von  s^  und  s^  sein  wird);  alsdann  werden  nur  in 
den   t   durch   die   Operationen    von    Gt   angezeigten  Horizontalebenen 

zugleich  Operationen  von  Ga^f^^  und  Ga^/^^  sich  finden^  und  zwar  offen- 

t  t 

bar  jedesmal  -^-^ .  Insgesamt  ist  also  den  Ga,/i,  und  Go.^^  eine  Gto^a^ 
gemein,  und  da  f^,^,  sowohl  in  f^^  wie  f^,  enthalten  ist,  so  entspringt 


tf. 


der  Satz:  Die  gemeinsame  Untergruppe  der  beiden  vorgelegten  Crruppen 
r^,  und  r^,  ist  eine  T^, //,*,*,  des  endlichen  Index  ~^~^- 

Bei  der  Ableitung  dieses  Resultates  setzten  wir,  wie  schon  be- 
merkt, keineswegs  voraus,  dass  f^,  und  f^^  die  umfassendsten  in  der 
Gesamtheit  ausgezeichneten  Untergruppen  sein  sollten,  die  sich  in  den 
beiden  vorgelegten  Gruppen  finden.  Wenn  es  also  zweckmässig  ist^ 
dürfen  wir  ohne  Änderung  der  voraufgehenden  Entwicklung  und  ihres 
Resultates  unter  f^,,  f^,  auch  andere  als  die  umfassendsten  Untergruppen 
ihrer  Art  verstehen.  Sobald  übrigens  Vt  die  Gesamtgruppe  ist,  haben  die 
Zahlen  s^,  s^,  t,  t  den  Wert  1,  und  also  haben  wir  z.  B.  die  besonderen 
Sätze:  Sind  die  Glossen  der  beiden  vorgelegten  Untergruppen  gegen 
einander  relativ  prim^  oder  auch,  ist  die  eine  unter  ihnen  eine  (Jongruenz- 
gruppe,  die  andere  aber  nicht,  so  ist  der  Index  ihrer  gemeinsamen  Unter- 
gruppe gleich  dem  Producte  der  Indices  der  beiden  gegebenen  Gruppen. 
Demgegenüber  kommen  die  voraufgehend  entwickelten  Vorstellungen 
im  vollen  Umfange  in  den  Fällen  r  >  1  zur  Geltung. 


§  5.    Erledigung  der  Frage  nach  der  Gleiehberechtigung  der 

transformierten  Moduln  z'{p). 

Mit  Hülfe  der  nun  ^gewonnenen  Sätze  können  wir  jetzt  die  Unter- 
suchung der  §§1,2  leicht  zum  Abschluss  bringen.  Es  handelte  sich 
darum  zu  entscheiden,  in  welche  irreducibelen  Factoren  die  linke 
Seite  der  Gleichung  ({s'y  J)  ==  0  für  die  |u^  transformierten  Moduln 
ß'  zerfällt*),  r^  war  die  Gruppe  von  ^(oj);  wir  müssen  indes,  um 
einen  beliebigen  unter  den  irreducibelen  Factoren  zu  fassen,  von  irgend 
einer  mit  f^  gleichberechtigten  fji  ausgehen,  zu  welcher  der  mit  g{p) 
gleichberechtigte  Modul  Zi{(o)  gehöre.  Die  zur  Modulfunction  Ziinci) 
gehörende  Untergruppe  hatte  den  nämlichen  Index,  wie  die  gemein- 
same  Untergruppe   von   fjl^    und   Vxp,     Um    denselben   zu   bestimmen, 

*)  Wir  betrachten  hier  der  Kürze  halber  nur  Modulfunctionen ,  keine  Formen. 
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beneDnen  wir  durch  f^yu  die  umfassendste  in  der  Gesamtheit  aus- 
gezeichnete Untergruppe;  die  sich  in  f^^  findet^  und  die  offenbar  die- 
selbe ist  für  alle  f^,  f^, . . . .  Wir  nehmen  ferner  als  in  fip  enthaltene 
ausgezeichnete  Untergruppe  die  Hauptcongruenzgruppe  n^'  Stufe  und 
müssen  dementsprechend  die  Gruppe  f«  des  vorigen  Paragraphen  hier 
als  diejenige  ausgezeichnete  Congruenzgruppe  n*®'  Stufe  von  möglichst 
grossem  Index  erklären ,  die  Va/i  enthält.  Wir  haben  also,  um  es 
zusammenzufassen^  für  die  Bezeichnungen  des  vorigen  Paragraphen 
hier  folgende  specielle  Bedeutung  : 

(1)  6^  =  6,     ^1  =  öii,     6^  =  ^n(p{n),    ftg  =  ^ng)t, 
während  im  übrigen 

(2)  d?'-G,.(o,    r^^'-ö^  (bez.  r.) 

sein  soll  und  die  gemeinsame  Untergruppe  von  G^a)  und  ö^  durch 
Gt.  bezeichnet  werden  möge.  Es  folgt  dann  als  unmittelbare  An- 
wendung vom  Hauptsatz  des  vorigen  Paragraphen:  Derjenige  irreducibele 
Bestandteil  von  f{z\  J)  =  0,  welcher  zl  genügt^  besitzt  in  z'  den  Grad: 

(3)  ^:-  • 

So  oft  also  die  Gruppe  f^  von  z{(o)  in  Bezug  auf  n  keinerlei 
einschränkenden  Congruenzbedingungen  unterliegt,  was  insbesondere 
immer  dann  eintritt,  wenn  die  Classe  m  von  f^,  relativ  prim  zum 
Transformationsgrad  n  ist,  wird  r  =  1  und  eben  deshalb  auch 
s{'^  =  ^2  =  t*  =  1.  iw  allen  diesen  Fälleh  ist  die  Relation  ^if;^^  Grades 
f{z'j  J)  =  0  irrediicibel  oder  (anders  ausgedrückt)  alle  ft^  transformierten 
Modulfunctionen  z\(o)  sind  mit  einander  gleichberechtigt. 

Demgegenüber  tritt  eine  grössere  Reihe  verschiedener  Möglich- 
keiten ein,  so  oft  ff,  Untergruppe  einer  Congruenzgruppe  n*^  Stufe  ist. 

Als  Beispiel  für  den  letzteren  Fall  setzen  wir  etwa  f^  mit  der 
Hauptcongruenzgruppe  n^'  Stufe  selbst  identisch;  alsdann  haben  wir 

ft  =  T,  .si  =ti  =  l,  s^  =  ^n(p{n), 

und  demgemäss  wird  die  Relation  f(z%  J)  =  0  in  ^  irreducibele 
Gleichungen  des  Grades  ^n(pilf  zerfallen.  Im  Specialfalle  n  =  2  (wo 
eine  bekannte  Modification  der  eben  angegebenen  Zahlen  eintritt) 
haben  wir  drei  Relationen  sechsten  Grades;  wir  werden  dies  später 
bestätigt  finden. 

Setze  man  ferner  etwa  z((o)  =  yT(a>),  wobei  m  eine  beliebige 
ganze  Zahl  ist.  Wir  haben  drei  gleichberechtigte  Vilm,  die  modulo 
16   eingeschränkt  sind,  indem   sie  sich  auf  die  drei  in  I  p.  666  (5) 
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genannteD  Congruenzgruppen  modulo  16  reducieren.  Als  Trans- 
formationsgrad wählen  wir  n  =  8  und  können  sonach  f«  als  Haupt- 
congruenzgruppe  achter  Stufe  f^^^  ai^setzen.  Nun  ist  beziSglich  f^^ 
reduciert,  d.  h.  modulo  8  genommen: 


r"         r-'  _/'«  +  26,    —2h\ 


(mod.  8), 


wobei  wir  immer  sogleich  die  in  der  einzelnen  G«^  enthaltenen  Opera- 
tionen angaben.     Auf  der  anderen  Seite  ist 

r^(8)  -^  G,6 ;      V  =  (^'  J  ,  (mod.  8) , 

und  also  folgt  Iq  =  8,  ^^  =  2,  t^  =  2.    Durch  leichte  Zwischenrechnung 
ergiebt  sich:   Die  Relation  vom  Grade  576 -m  für  die  transformierten 

yk  zerfallt  in  sechs  irreducibele  Bestandteile,  von  denen  vier  den  Grad 
48  •  nij  die  zwei  letzten  aber  192  •  m  zeigen. 

§  6.     Allgemeines  über  die  Beziehung  zwischen  z'  und  s. 
Aussohluss  der  Niohtcongruenzmoduln. 

Bei  der-  nächstfolgenden  Betrachtung  setzen  wir  die  Classe  m  des 
zu  transformierenden  Moduls  z{fo)  als  relativ  prim  gegen  den  Trans- 
formationsgrad n  voraus.  Wir  erreichen  so,  dass  die  Relation  y^if*^ 
Grades  f{z'j  J)  =  0  irreducibel  ist.  Die  Irreducibilität  bezieht  sich 
aber,  wie  schon  gesagt,  auf  den  Rationalitätsbereich  «7,  und  wir 
fragen  nunmehr,  in  welche  Factoreti  f(js\  J)  sicfi  zerlegen  lässig  sobald 
wir  die  ursprüngliche  Modulfunction  z  (bez.  audh  Modulform  z,  sofern 
ivir  mit  f{z']  g^,  g^)  arbeiten)  adjüngieren.  Diese  Frage  kleidet  man 
ohue  Mühe  in  ein  rein  gruppentheoretisches  Gewand  ein,  und  zwar  in 
folgender  Weise:  Als  Gruppe  von  z(n(o)  haben  wir  vorhin  eine  gewisse 
ffty}  bestimmt;  zu  einer  beliebigen  Wurzel  z/  von  f(z\  J)  «=»  0  gehöre 
die  mit  ihr  gleichberechtigte  Gruppe  rjl\^.  Wir  bestimmen  nach  den  ent- 
wickelten Regeln  die  gemeinsame  Untergruppe  fjjx  von  f^  und  r{ly/ 
und  betonen,  dass  sich  das  zugehörige  Polygon  JP^,'x  aus  x  Polygonen 
I\  zusammen  setzen  lässt;  x  aber  ist  hier  eine  ganze  Zahl,  die  für 
die  verschiedenen  fjlx  sehr  wohl  verschiedene  Werte  annehmen  mag. 
Für  r^,  giebt  (r,  J)  ein  volles  Modulsystem,  und  also  schliesst  man 
sofort,  dass  z/  einer  irreducibelen  Relation  x***"  Grades 
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(1)  a'-  +  R,{e,  J) .  /^-^  +  •  •  •  +  R.{0,  J)  =  0 

genügen  wird,  deren  linke  Seite  einer  der  Factoren  von  f{z\  J)  ist. 
Die  übrigen  Factoren  wird  man  in  entsprechender  Weise  finden,  indem 
man  die  darch  (1)  noch  nicht  erledigten  Gruppen  r)I\^  heranzieht. 
Adjungiert  man  an  Stelle  von  z{p)  eine  damit  gleichberechtigte 
Modalfunction  xr(F(a>)),  so  wird  dadurch  leicht  ersichtlicher  Weise  in 
der  Gestalt  der  Factoren  von  f{s\  J)  keinerlei  Modification  bewirkt; 
nur  die  Bedeutung  der  Wurzeln  der  einzelnen  Gleichung  (1)  kann 
insofern  eine  andere  werden,  als  sich  die  ft^  Moduln  z'  nun  in  anderer 
Weise  zusammenordnen  mögen. 

Wie  man  sieht,  gewinnen  wir  die  Grundlage  für  die  Losung  des 
aufgeworfenen  Problems  durch  Aufstellung  der  gemeinsamen  Unter- 
gruppe von  r)l^^  und  fyu.  "Hiermit  haben  wir  aber  zugleich  noch  eine 
andere  Fragestellung  im  Princip  erledigt^  welche  letztere  weiterhin 
eine  besondere  Bedeutung  erlangen  wird.  Im  voraufgehenden  Kapitel 
erwiesen  sich  in  theoretischer  Hinsicht  als  besonders  einfach  diejenigen 
Transformationsgleichungen,  welche  ein  transformiertes  J'  an  das 
ursprüngliche  J  knüpften.  Dem  würde  hier  entsprechen,  dass  wir 
die  algebraische  Relation  F(js'f  j?)  =  0  aufsuchen,  durch  welche  z'  an 
z  geknüpft  ist.  In  diesem  Betracht  erinnere  man  sich,  dass  J  in  der 
Relation  (2)  p.  84  zwischen  z  und  J  auf  den  Grad  v,  in  f{z\  «7)  =  0 
aber  auf  den  Grad  vtp  steigt,  sofern  z  auf  dem  Polygon  F^  eine 
v-wertige  Function  ist  Durch  Elimination  des  J  aus  beiden  Gleichungen 
entspringt  also  eine  Relation: 

(2)  z^'^y'  +  R^(z) '  ^»^^V'-i  H 1-  B^^v'W  =  0, 

welcher  jedes  transformierte  z'  als  algebraische  Function  des  ursprüng- 
lichen genügt;  dabei  wird,  sofern  wir  auf  der  linken  Seite  von  (2) 
durch  Multiplication  die  Nenner  der  Functionen  R{z)  entfernt  haben, 
auch  z  bis  auf  den  Grad  \lv^  steigen.  Wir  benennen  die  letztgedachte 
Gestalt  für  die  linke  Seite  von  (2)  als  F{z\  z)  und  mögen  F(z\  ;8f)  =  0 
wiederum  als  eine  Transformationsgleichung  bezeichnen. 

Das  schon  erwähnte  Problem  aber,  welches  sich  hier  unmittelbar 
anschliesst,  ist  offenbar  dieses:  F{z'f  z)  in  seine  irreducibelen  Factoren 
zerlegen.  Ist  wie  vorhin  fxyu  die  gemeinsame  Untergruppe  von  f^  und 
r^yf9  so  werden  auf  dem  zugehörigen  Polygon  F^fi  die  beiden  zur  fx/* 
gehörenden  Functionen  z/(a})  und  z((o)  je  xv-wertig  sein  und  solcher- 
weise durch  eine  Relation  verknüpft  sein: 

(3)  z'"^  +  RT(z)  .  /— ^  +  •  •  •  +  R^^  =  0, 

welche   im   bekannten   Sinne   auch   für   z   vom   Grade  xv   ist;   diese 

Klein-Aioke,  Modal faactionen.  II.     ^  7 
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ergiebt  uns  nun  offenbar  einen  der  irreducibeln  Factoren  von  (2). 
Des  Überblicks  halber  geben  wir  vorlaufig  sogleich  die  beiden 
äussersten  Fälle  an,  welche  bei  der  vorliegenden  Untersuchung  ein- 
treten können.  Offenbar  ist  der  höchste  Wert;  den  x  annehmen 
kann,  x  =  fi^;  in  diesem  Fall  ist  (2)  selbst  bereits  irreducibel.  Der 
niederste  Wert  für  x  ist  ^j  derselbe  tritt  ein,  falls  f)?^  in  der  V^ 
enthalten  ist.  Haben  wir  zudem  in  f^  eine  Untergruppe  des  Ge- 
schlechtes j>  =  0,  und  ist  fs  ein  zugehöriger  Hauptmodul,  so  ist  (3) 
eine  Belation  ^^°  Grades  sowohl  in  z  wie  z.  Hier  haben  wir  also 
die  gleiche  Einfachheit  wiedererlangt,  die  wir  bereits  von  der  ersten 
Stufe  her  kennen,  und  werden  deshalb  bei  diesem  Falle  sehr  bald  aus- 
führlich zu  verweilen  haben.  Vorab  mögen  wir  hier  noch  ein  paar 
Sätze  entwickeln,  welche  den  Zweck  haben,  das  Feld  unserer  Unter- 
suchung durch  Ausschluss  der  Nichtcongruenzmoduln  zu  glätten. 

Bedeutet  T^im  speciellen  die  Transformation  a>'  =  wa>,  so  können 
wir  unsere  Frage  nach  der  Reducibilität  von  (2)  auch  in  das  Gewand 
kleiden,  dass  es  sich  um  die  gemeinsame  Untergruppe  von  f^u  und 
W^^V^W  handeln  soll;  in  der  That  ist  ja  Y^^yp  nichts  anderes,  als 
der  gemeinsame  Bestandteil  der  Modulgruppe  f  und  der  Gruppe 
W^^T^^W.  Ist  aber  f^y/  Untergruppe  von  f^,  so  werden  wir  sagen: 
Der  arithmetische  Charakter  der  f^  hat  sich  gegenüber  der  Trans- 
formation durch  W  vollständig  erhalten.  Sind  f^  und  f^^  gemeinsam 
nur  erst  in  der  Gesamtgruppe  f  enthalten,  so  ist  der  arithmetische 
Charakter  der  f^i  bei  der  Transformation  durch  W  vollständig  verloren 
gegangen;  für  die  dazwischen  liegenden  Fälle  ist  er  endlich  zum  Teil 
erhalten  geblieben.  Indem  wir  nun  hier  in  erster  Linie  allein  auf  die 
ausgezeichneten  Untergruppen  f^u  Rücksicht  nehmen,  gilt  der  wichtige 
Satz:  Für  die  der  m^^  Classe  angehörende  Hauptcongruenjsgruppe  m**'  Stufe 
fft  hleiht  der  arithmetiscJie  CJiaraJcter  bei  Transformation  durch  W  voll- 
ständig erlialten;  und  wir  müssen  hinzusetzen:  Man  darf  dies  für  eine 
besondere  Eigenschaft  allein  jener  Congruenzgruppe  halten^  welche  für 
ausgezeichnete  Nichtcongruenzgruppeti  m**'  Classe  l'cinesuwgs  zu  bestehen 
scheint. 

Der  erstere  Satz  ist  unmittelbar  evident:  Ist  nämlich 

so  besteht  offenbar  auch  die  Congruenz 

(4)  «'=  W-'vW=(^^^  "~S^)^^'  ('"°*^-  «0, 

sofern   v'   überhaupt   eine  Modulsubstitution   ist.     Den  letzteren,   als 
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wahrscheinlich  hingestellten  Satz  gab  die  ausführliche  Betrachtung 
specieller  Transformationsgleichungen  an  die  Hand.  Man  kann  auch 
gewisse  Überlegungen  an  den  Umstand  knüpfen ;  dass  die  Nicht- 
congruenzgruppe  f^  der  m*^  Classe  angehören  soll.  Dieselben  worden 
den  ausgesprochenen  Satz  dem  Verständnis  näher  bringen;  inzwischen 
scheint  es,  dass  eine  YÖllige  Klarstellung  der  Verhältnisse  dadurch 
erschwert  ist,  dass  wir  über  den  arithmetischen  Charakter  der  Nicht- 
congruenzgruppen  fast  nur  negative  Eigenschaften  aussagen  können. 
Demgegenüber  giebt  uns  die  thatsächlich  festgestellte  Invarianz  der 
Hauptcongruenzgruppe  m**'  Stufe  bei  Transformation  durch  W  die 
Grundlage  fQr  einen  wichtigen  Ausbau  unserer  Entwicklung ,  welch' 
letztere  demgemäss  fortan  auf  die  Congruenzgruppen  allein  ein- 
geschränkt bleibt. 

§  7.    Untersuchting  der  Transformationsgleichnng  für  einen 

Congruenzmodul  g  beliebiger  Stufe. 

Zufolge  der  soeben  ausgesprochenen  Einschränkung  verstehen  wir 
unter  f^«  fortan  eine  beliebige  Congruenzgruppe  m^'  Stufe  und  nehmen 
den  Transformationsgrad  n  wie  bisher  relativ  prim  gegen  m.  In 
diesem  Falle  ist  F^v'j  ^^^  J®^®  ^^^  ^^^  gleichberechtigte  TJi,^,  eine 
Congruenzgruppe  der  Stufe  mn.  Es  ist  nämlich  die  Hauptcongruenz- 
gruppe m**'  Stufe,  deren  Index  wir  zur  leichteren  Unterscheidung  für 
den  Augenblick  mit  (m)  bezeichnen^  in  f^  enthalten;  f^iy;  enthält 
demnach  diejenige  Untergruppe  in  sich,  welche  der  r(,„)  mit  der  Con- 
gruenzgruppe n**'  Stufe  fxp^n)  geraeinsam  ist.  —  Wenn  es  sich  also  um 
den  gemeinsamen  Bestandteil  der  f^  und  r^\p  handelt,  so  werden  wir 
die  beiden  in  §  4  mit  f^^  und  ff,^  bezeichneten  ausgezeichneten  Unter- 
gruppen hier  mit  f^n,)  und  r(m.fi)  identificieren.    Daraufhin  wird  fr  mit 

r^n)  coincidieren,  und  f^, ,  r)u^yß  bezüglich  ft  reducieren  heisst  nun  ein-   • 
fach,  sie  modulo  m  nehmen.     Sei 

(1)  r^,  ^  Gs ,    (mod.  m) 


eine 


und  v^  (    '  \.)  irgend  eine  Operation  der  G,,    Wir  können  dann  ei 

mit  V  mod.  m  congruente  Modulsubstitution  bekanntlich  immer  noch 
so  wählen,  dass  ihr  zweiter  Coefficient  durch  n  teilbar  ist.  Transfor- 
mieren wir  diese  Substitution  durch  W,  so  entspringt  eine  Substitution 
der  ffirff,  die  sich  modulo  m  auf 

(2)  «'  =  Tr-.TK-(^"^;^y'),    (moJ.m) 
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reduciert^  das  Symbol  nr^  (mod.  m)  in  der  üblichen  Bedeutung  ge- 
braucht. Alle  s  mod.  m  verschiedenen  Operationen  v'  werden  sich 
sonach  in  derjenigen  Untergruppe  der  G(m)  finden ;  auf  welche  sich 
r^t^  modulo  m  reduciert,  und  man  beweist  leicht  durch  Transforma- 
tion dieser  letzteren  Untergruppe  von  G(m)  vermöge  TT""^,  dass  man 
solcherweise  ihre  sämtlichen  Operationen  gewinnt.  Wir  haben  also  das 
Besultat: 
(3)  r^y,=  G:  =  W-'G,W,    (mod.m), 

und  man  erkennt  in  Gi  sehr  leicht  eine  mit  Gg  holoedrisch  isomorphe 
Untergruppe  der  G^m)-  Die  mit  GJ  gleichberechtigten  Gruppen  (inner- 
halb G(m))  seien  Gg",  Gg"\  . . . ;  auf  diese  werden  sich  alsdann  die 
übrigen  fj/y/  modulo  m  reducieren. 

Mögen  jetzt  innerhalb  der  G(m)  die  Gruppen  Gg  und  G^^  die  Unter- 
gruppe Gf.  gemeinsam  haben  ^  so  wird  nach  den  Regeln  des  §  4  die 

Gruppe  ffi  mit  f)!^^^  eine  Untergruppe  des  endlichen  Index 

gemeinsam  haben.  Von  der  Transfortnationsgleichung  F(js\  is)  =  0  des 
Grades  ^vf   wird  sich  daraufhin  ein  irreducibder  Factor  des  Grades 

—j—  in  Bezug  auf  z  abspalten,  und  man  sieht  sofort,  dass  auch  0  in 

diesem  Factor  bis  auf  den  Grad  —^  ansteigt,  insofern  ja  z'  auf  dem 

Polygon  der  Gruppe  TJ!^  die  Wertigkeit  vi;  hat.  Hiermit  sind  dann  zu- 
gleich  -T-  von  den  Untergruppen   Gg',  Gg',  . . .  erledigt;   die  rückblei- 

benden  werden  wir  nach  demselben  Princip  weiter  behandeln^  um  die 
gesamten  irreducibeln  Factoren  von  F(is',  jg)  =  0  zu  erlangen. 

Für  die  Reducibilität  einer  zur  m^^  Stufe  gehörenden  Transfor- 
mationsgleichuDg  F{g',  jer)  =  0  sind  hiernach;  sobald  m  >  1  ist,  eine 
grosse  Reihe  verschiedener  Fälle  denkbar  und,  wie  man  sieht,  kommt 
es  in  erster  Linie  darauf  an,  welchen  Rest  der  Transformationsgrad  n 
modulo  m  hat;  in  der  That  sind  Anzahl  und  Grad  der  irreducibeln 
Factoren  von  F{z',  z)  für  alle  modulo  m  congruenten  Transformations- 
grade  n  in  Übereinstimmung.  Soll  F{z',  z)  einen  Factor  des  niedersten 
Grades  v^f  besitzen,  so  muss  die  zugehörige  Zahl  ti  ^==  s  und  also 
G^g^  ==  Gg  sein.  Dies  tritt  offenbar  stets  und  nur  dann  ein,  wenn  Gg 
durch  W  in  eine  mit  ihr  gleichberechtigte  Gruppe  transformiert  wird: 

(5)  G;=W-^GgW~VGgV-\    (mod.  m); 

in  diesem  Falle  wird  also  Gg  durch  eine  gewisse  Transformation  n*®' 
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Ordnung^  nämlich  TTF,  in  sich  übergeführt.  Soll  F{b',  z)  in  lauter 
Factoren  des  Grades  v^  zerfallen^  so  müssen  alle  G^P  unter  einander 
und  mit  (r,  identisch  ausfallen:  Redudion  in  lauter  Factoren  i/^*®** 
Grades  tritt  also  nur  für  diejenigen  ausgezeichneten  Untergruppen  m^ 
Stufe  ein,  welche  mit  W  vertauschbar  sind. 

So  oft  n^l  (mod.  t»)  ist,  ist  die  durch  G(;„)  =  TF~ * G(m) TF  an- 
gedeutete isomorphe  Beziehung  der  G(m)  auf  sich  selbst  die  identische, 
bei  welcher  jede  Operation  der  G^m)  sich  selbst  entspricht.  Ist  t»^  —  1, 
so  können  wir  die  Wirkung  der  Transformation  vermöge  W  auch  da- 
durch erzielen^  dass  wir  durch  die  Modulsubstitution  zweiter  Art  Ä 
transformieren.  Im  ersten  Falle  ist  sonach  stets  G.  mit  den  G<"  gleich- 
berechtigt;  im  letzteren  Falle  tritt  Gleichberechtigung,  wenn  nicht 
schon  innerhalb  der  G(m)}  so  doch  jedenfalls  innerhalb  der  erweiterten 

6f2(m)  ein.  Für  n^l,  (mod.  m)  dürfen  wir  keineswegs  allgemein  er- 
warten^ dass  Gt  mit  6r/  innerhalb  G^m)  gleichberechtigt  ist.  Da  diese 
Verhältnisse  indessen  nicht  nur  von  dem  Reste  n  modulo  m,  sondern 
durchaus  auch  yon  der  Eigenart  der  gerade  betrachteten  6r,  abhängen, 
80  verlangt  die  allgemeine  Behandlung  unserer  Fragen  die  Kenntnis 
der  Structur  der  6r(m)>  Wir  berücksichtigen  hier  demgemäss  vor  allen 
Dingen  den  Fall  der  Primeählstufe  m  =»  q,  wo  wir  Anschluss  an  die 
in  I  p.  419  u.  f.  gegebenen  Entwicklungen  gewinnen. 

Für  m  =  q  gestalten  sich  die  Verhältnisse  deshalb  besonders  ein- 
fach, weil  innerhalb  der  G(g)  =  Gg(^^i)  zwei  Untergruppen  der  gleichen 

Structur  in  den  weitaus  meisten  Fällen  zugleich  mit  einander  gleich- 
berechtigt sind.  Hierbei  wird  sich  unsere  Untersuchung  darauf  zu 
beschränken  haben,  für  die  Cr,  die  gemeinsamen  Bestandteile  aufzu- 
stellen, welche  sie  mit  der  einzelnen  ihrer  gleichberechtigten  Unter- 
gruppen Cr,,  Gf,  Cr/',  . . .  gemein  hat  Nehmen  wir  z.  B.  den  Fall  der 
cyclischen  Gq,  die  I  p.  427  aufgestellt  wurden,  so  ist  die  umfassende 

Relation  F{z\  z)  =  0   vom  Grade  vif  •  ^-r Die   ~-^—   gleich- 

berechtigten  Gq  sind  nun  bekanntlich  zu  je  ^  identisch,  so  dass  wir 
für  diese  Gruppen  s  ==  ti  =  q  haben  und  von  hieratts  zunächst  insgesamt 

^        irreducibele  Factoren  i/^*®°  Grades  erhalten.  Irgend  eine  Gg',  Cr/', . . . 

hat  aber  mit  Gq  bekanntlich  nur  die  Identität  gemein,  so  dass  nun  für 
die  übrigen  Gruppen  s  =  g,  ^==1  zu  setzen  isi     Der  von  F{z\  z) 

noch  rückbleibende  Factor  hat  aber  den  Grad  ^^^7"  ^  1/^5  derselbe  zerßllt 
sonach  in     ^     irreducibele  Factoren  vom  Grade  qv^f,  —  Sollen  wir  viel- 
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leicht  weiter  der  (2  +  1)  gleichberechtigten  f^+i  ^  6r^(g_i),  (mod.  g) 

i 
gedenken^  so  beachte  man^  dass  in  jeder  Gg(q-i)  im  ganzen  q  gleich- 

berechtigte  Cr^—i  enthalten   sind,   dass   also  umgekehrt   die   einzelne 

Gg^i  sich  immer  an  gtvei  Gruppen  ©^(^-i)  beteiligt  (cf.  I  p.  431).    Man 

gewinnt  demnach  leicht  das  Resultat:  Die  Transformationsgleichung 
F{Zy  je?)  a=  0,  welche  gegenwärtig  in  z  {und  auch  in  z)  den  Grad 
(2+  l)v^  aufweist j  zerfällt  in  zwei  irredudbde  Teile  der  Grade  vi; 
bez.  qvif. 

Wollen  wir  Gleichungen  F(z\  z)  =  0  haben  ^  bei  denen  kein 
einziger  irreducibeler  Factor  auf  den  niedersten  Grad  vi;  herabsinken 
soll,  so  müssen  wir  auf  Untergruppen  derartiger  Structur  zurückgehen, 
dass  sich  von  ihnen  mehrere,  unter  einander  nicht  gleichberechtigte 
Systeme   innerhalb    der  Gg(qi^i)   vorfinden.     So  hatten  wir   z.  B.  für 

8 

q  t=^  8h  —  1  zwei  Systeme  von  je  —  Oktaedergruppen  G,4,  die 

innerhalb  der  erweiterten  G%(q)  gleichberechtigt  ausfielen,  nicht  aber 
schon  innerhalb  der  G(q)  selbst.  Da  ( —  1)  quadratischer  Nichtrest 
von  q  ist,  so  ziehen  wir  leicht  den  Schluss:  Nur  falls  der  Transforma- 
tionsgrad  n  quadratischer  Best  von  q  ist,  unrd  ein  {und,  wie  man  leicht 
sieht,  auch  nur  ein)  irreducibeler  Factor  vi;^^  Grades  in  F(z\  z)  auf- 
treten; für  Nichireste  n  sinkt  kein  einziger  Factor  auf  diesen  Grad  herab. 
Genauere  Angaben  über  die  irreducibeln  Factoren  des  betreffenden 
F{z\  z)  wird  man  auf  Grund  der  in  I  p.  476  u.  f.  entwickelten  Sätze 
über  die  G21  leicht  ableiten. 

§  8.     Besondere  Betrachtung  des  Falles  v  =  1.     Die  Modular- 

gleichungen  höherer  Stufe. 

Die  soeben  entwickelten  Sätze  passen  ohne  weiteres  auch  für  die 
im  Anfang  des  §  6  gemeinte  Zerlegung  der  Relation  f(z',  J)  =  0, 
welche  nach  Adjunction  von  z  eintritt;  nur  ist  dabei,  sofern  es  sich 
um  den  Grad  dieser  Bestandteile  in  z'  bandelt,  in  den  voraufgehenden 
Angaben  allemal  1  statt  v  zu  setzen,  während  sich  über  den  Grad  in 
z  und  J  allgemeine  Angaben  nicht  machen  lassen.  In  dem  besonders 
wichtigen  Falle,  dass  von  vornherein  schon  v  =  1  ist,  coincidieren  die 
beiden  im  Anfang  des  §  6  entwickelten  Problemstellungen.  Hier  ist 
in  der  That  V^  eine  Untergruppe  des  Geschlechtes  p  =  0,  z(g))  ein  zu- 
gehöriger Hauptmodul  und  also  J  rational  in  z.  Trifft  es  sich  überdies, 
dass   Gs(=  r^, ,  mod.  m)    durch  W  in  eine  mit  ihr  gleichberechtigte 
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G^P  transformiert  wird,  so  entspringt  von  F(z',  0)  aus  eine  der  G['^ 
zugeordnete  Gleichung : 

(1)         z'^  +  r,(z)  .  z'y^-'  +  r^(z) .  z'^-'  +  "•  +  r^{d)  =  0, 

welche  mit  den  Modulargleichungen  der  ersten  Stufe  (vgl.  voriges  Kap. 
p.  54)  die  grösste  Analogie  aufweist  uud  eben  deswegen  als  eine  zur 
ntf^  Stufe  gehörende  Modulargleichung  bezeichnet  werden  möge. 

In  der  That  besitzt  die  Gleichung  (1)  sowohl  in  z',  wie  auch  in 
z  (nach  der  erforderlichen  Umgestaltung)  den  Grad  ^.  Was  die  Mono- 
dromiegruppe  von  (1)  angeht,  so  hat  dieselbe  wieder  genau  die  Ord- 
nung und  Structur  der  für  die  Transformationsgleichungen  erster  Stufe 
in  §  6  des  vorigen  Kapitels  (p,  53)  angegebenen  Gruppe  der  Ordnung 

^y  Wyw  ,    jQg^  nämlich  m  und  n  relative  Primzahlen  sind,  so  werden 

sich  in  der  f^  noch  alle  modulo  n  unterschiedenen  Typen  von  Modul- 
substitutionen vorfinden.  Wir  können  dieserhalb  allein  schon  durch  die 
Operationen  der  f^  alle  jene  Umstellungen  der  ^  Wurzeln  z'  von  (1) 
hervorrufen,  welche  wir  bei  der  ersten  Stufe  durch  Ausübung  der 
modulo  n  unterschiedenen  Modulsubstitutionen  auf  die  ^  Classen  der 
Transformation  bewirkten;  eben  jene  Umstellungen  der  ^  Classen  der 
Transformation  n^  Ordnung  oder  jetzt  also  der  ^  Wurzeln  von  (1) 
bilden  aber  die  gerade  genannte  Gruppe.  Nun  muss  weiter  jede 
rationale  Function  der  ^  Wurzeln  z\  welche  bei  diesen  Umstellungen 
unverändert  bleibt,  zur  f^  gehören  und  ist  also  bei  dem  der  Gleichung 
(1)  zu  Grunde  liegenden  Rationalitätsbereich  z  als  bekannt  anzusehen. 
Gleichung  (1)  hat  also  in  der  That  dieselbe  Monodromiegruppe,  wie 
die  Modulargleichung  erster  Stufe  w**'  Ordnung.  Zu  den  bestimmenden 
Eigenschaften  der  Modulargleichungen  sollte  aber  neben  ihrem  Grade 
und  ihrer  Monodromiegruppe  drittens  auch  noch  die  Yertauschbarkeit 
ihrer  Argumente  z\  z  gehören  (cf.  p.  57).  Wie  diese  dritte  Eigen- 
schaft für  die  Modulargleichungen  höherer  Stufe  etwas  allgemeiner  als 
bei  denen  der  ersten  Stufe  zu  fassen  ist,  werden  wir  weiter  unten  in 
den  zu  betrachtenden  Specialfällen  noch  ausführlich  kennen  lernen. 

Was  die  Existenz  der  Modulargleichungen  höherer  Stufe  anlangt, 
so  sprechen  wir  noch  einmal  den  Satz  aus:  Modidarglckhungcn  existieren 
jedenfalls  nur  für  Hauptnioduln  z{p).  Wir  können  sogleich  hinzu- 
setzen: Es  existieren  auch  für  jeden  Hauptmodul  Modulargleichungen, 
sofern  der  Transformationsgrad  n  durch  die  Stufe  m  geteilt  den  Rest  1 
lässt.  Mehr  kann  man  allgemein  nicht  aussagen;  freilich  kennen  wir 
vom  vorigen  Paragraphen  her  Hauptmodulu,  welche  für  alle  gegen 
m  primen  Transformationsgrade  n  Modulargleichungen  besitzen;  aber 
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andrerseits  liefern  uns  für  g  =  7  die  sieben  gleichberechtigten  G24,  des 
einzelnen  Systems  Beispiele  von  Hauptmoduln  (cf.  I  p.  384),  welche 
nur  für  solche  n  Modulargleichungen  besitzen,  die  quadratische  Reste 
von  7  sind. 

Existieren  für  eine  vorliegende  f^  des  Geschlechtes  jp  «=  0  bei 
fest  gegebenem  n  Modulargleichungen,  so  ist  es  weiter  von  Wichtig- 
keit, die  Anzahl  dieser  Gleichungen  d.  h.  die  Anzahl  der  Factoren 
^*®'*  Grades  von  F{0\  z)  anzugeben.  Auch  diese  Frage  werden  wir 
auf  gruppentheoretischem  Wege  zu  beantworten  haben.  Ist  nämlich 
r^   die  umfassendste  Untergruppe,   in  welcher  f^  ausgezeichnet  ent- 

halten  ist,  so  fallen  bei  Transformation  der  f^  vermöge  der  Opera- 
tionen eines  zur  f^  gehörenden  Repräsentantensystems  (der  Gesamt- 
gruppe) im  ganzen  x  Gruppen  mit  f^  identisch  aus.  Entsprechend 
finden  sich  unter  den  mit  W^^G^W  gleichberechtigten  Gruppen  ins- 
gesamt X  mit  (r,  identische,  und  also  existieren  für  einen  zur  f^ 
gehörenden  Hauptmodul  z  im  ganzere  x  Modulargleichungen.  Aber  die- 
selben stehen  in  einer  äusserst  nahen  Beziehung  zu  einander.  Sei 
nämlich 
(2)  r^  r^  Gn  (bez.  r^), 

X 

so  lässt  sich  zufolge  I  p.  603  diese  Gx  am  zweckmässigsten  als  eine 
Gruppe  von  x  linearen  Substitutionen  des  Hauptmoduls  z  darstellen. 
Hier  bemerkt  man  leicht:  Aus  einer  einzelnere  JUoduiargleichung  ent- 
springen alle  X,  indem  man  hei  unverändertem  z'  auf  z  jene  x  linearen 
Substitutionen  der  G»  ausübt  Übrigens  bedarf  es  nur  einer  kurzen 
Betrachtung,  zu  beweisen,  dass  jene  x  Modulargleichungen  auch  alle 
in  ihrer  äusseren  Gestalt  von  einander  verschieden  sind.  Inzwischen 
behalten  wir  uns  doch  alle  in  dieser  Richtung  liegenden  Einzel- 
untersuchungen für  das  nächste  Kapitel  vor,  in  welchem  wir  Beispiele 
von  Modulargleichungen  ausführlich  durchsprechen  wollen. 

Schliesslich  mögen  wir  hier  nebenher  bemerken,  dass  die  in  den 
voraufgehenden  Paragraphen  entwickelten  Grundlagen  für  die  formen- 
theoretischen  Transformationsgleichungen  ihre  Bedeutung  behalten. 
Dabei  würde  uns  z.  B.  die  Existenz  der  zur  ersten  Stufe  adjungierten 
Transformationsgleichungen  der  Wurzeln  aus  A  (vgl.  das  vorige  Kap. 
p.  74  u.  f.)  von  gruppentheoretischer  Seite  her  verständlich  werden*). 

Es  würde  das  einfach  darauf  hinauskommen,  dass  die  zu  j^A,  >/Ä,  ^|^A 
gehörenden   Tg,  r^,  fij   ausgezeichnete  Gruppen   ihrer   Stufen  m   sind, 

*)  Gerade  mit  diesen  grnppentheore tischen  Gesichtspunkten  arbeitet  Hr. 
Hurwitz  in  seiner  wiederholt  genannten  Abhandlung  des  18^^  Annalenbandes. 
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und  dass  dieselben,  modulo  m  reduciert,  zu  lauter  mit  W  vertauschbaren 
Gruppen  führen,  sofern  nur  an  der  hier  überall  zu  Grunde  liegenden 
Voraussetzung  relativ  primer  in,  n  festgehalten  wird'^). 

§  9.    Die  zur  m^  Stafe  gehörenden  Bepräsentantensysteme  der 

Transformatioii  n^'  Ordnung. 

Bedeutet  Rq,  R^y  . . .,  B^—i  ein  beliebiges  Repräsentantensystem 
erster  Stufe  n^  Ordnung,  so  bildeten  wir  im  vorigen  Kapitel  alle 
eigentlichen  Transformationen  n*^^  Ordnung  in  der  Gestalt  ViRk,  wobei 
Vi  die  Modulgruppe  f  zu  durchlaufen  hat;  alle  Transformationen 
Rk^ij  F|lZt—i,  FjUjfc— 1,  ...  setzten  dabei  die  i**  Classe  zusammen. 
Untersuchten  wir  demgegenüber  die  Zahlen  ViRk(a))  in  Anbetracht 
ihrer  Äquivalenz  bezüglich  der  Congruenzgruppe  m^^  Stufe  f^,  so  zer- 
fiel die  einzelne  jener  ^  Classen  nunmehr  in  ft  unterschiedene  Classen, 
und  wir  hatten  die  letzteren  durch  Rk,  V^Rk,  FjU^,  ...,  F^—iU*  zu 
repräsentieren  (p.  85),  wo  jetzt  1,  F^,  . . .,  FJ^— i  ein  Repräsentanten- 
system der  r^  vorstellt;  man  mag  sich  die  ft^  solcherweise  ent- 
springenden Repräsentanten  für  Transformation  n*^^  Ordnung  m^  Stufe 
schematisch  in  Gestalt  eines  Rechtecks  angeordnet  denken,  dessen 
(k  +  1)*®  Horizontalreihe  aus  den  Transformationen  Rk,  F^JR*,  ..., 
F^—iBjfc  besteht. 

Die  Anordnung  der  ft^  Classen  in  Horizontalreihen  des  Schemas 
haben  wir  also  nach  der  Vorschrift  getroffen,  dass  alle  ft  Classen  der 
einzelnen  Horizontalreihe  bezüglich  der  Gesamtgruppe  f  äquivalent 
ausfallen.  Für  die  Anordnung  in  Yertikalreihen  geben  die  vorauf- 
gehenden Entwicklungen  über  Modulargleichungen  höherer  Stufe  eine 
entsprechende  Vorschrift  an  die  Hand,  die  wir  offenbar  durch  geeig- 
nete Auswahl  der  JB*  zu  bewerkstelligen  haben.  Sei  is((o)  ein  zur  f^, 
gehörender  Modul   und   z(Rq((o))  algebraische  Function  vtl;^^  Grades 

*)  Betreffs  der  ausgedehnten  Litteratur  über  die  Modulargleichungen  höherer 
Stufe  Tgl.  man  die  Angaben  des  folgenden  Kapitels.  Zu  den  formentheoretischen 
Gleichungen  höherer  Stufe,  auf  welche  wir  weiterhin  nicht  mehr  zurückkommen 
können,  sind  vor  allem  ihrem  Wesen  nach  die  Jacohi' sehen  MuUiplicator- 
gleichungen  zu  rechnen,  welche  wir  der  zweiten  Stufe  zu  adjnngieren  haben,  wie 
schon  gelegentlich  bemerkt  wurde.  Ausgedehnte  Untersuchungen  über  die  zu  den 
Stufen  m  B»  2,  3,  4,  6  gehörenden  Gleichungen  dieser  Art  sind  in  neuerer  Zeit 
von  Hrn.  Paul  Biedermann  angestellt  worden;  man  sehe  dessen  Leipziger 
Dissertation  „Über  MultipUcatorgleichungen  höherer  Stufe  im  Gebiete  der  elliptiscl^en 
Functionen"  Grunert's  Archiv,  2.  Reihe  Bd.  6  (1887).  (Der  Ausdruck  „MuUipli- 
catorgleichung"  ist  hier  in  noch  allgemeinerem  Sinne  genommen,  wie  in  den 
Schlnssbemerknngen  des  vorigen  Kapitels  und  geradezu  gleichbedeutend  mit  dem  von 
uns  gebrauchten  Ausdruck  einer  „formentheoretischen  Transformationsgleichung**.) 
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von  e(a))y  die  Zahl  v  dabei  in  der  bisherigen  Bedeutung  gebraucht, 
lunerhalb  der  f^  gehören  alsdann  zu  eXa)  =  s^R^im))  im  ganzen 
^  gleichberechtigte  Moduln  js!(RQVk(a))),  die  zugleich  Wurzeln  jener 
Relation  v^*®°  Grades  sind.  Dabei  müssen  die  vt  der  f^  angehören, 
und  wir  wollen  nunmehr  dieser  Vorschrift  dadurch  genügen,  dass  wir 
allgemein  die  Congruenz  fordern: 

(1)  Vit  ^  1,  (mod.  iw). 

Ausserdem  aber  müssen  die  Vk  ein  Repräsentantensystem  für  eine  ge- 
wisse unter  den  V  Congruenzgruppen  ft^^  Stufe  f^  bilden.  Der  Einfach- 
heit wegen  wählen  wir  als  Vxp  insbesondere  die  durch  y  ^  0  (mod.  n) 
charakterisierte,  die  wir  auch  bislang  immer  unter  fy/  schlechtweg 
verstanden^  wobei  wir  alsdann  unter  iZ^  insbesondere  die  Trans- 
formation J{o(id)  =  i2G)  zu  verstehen  haben.  Man  setze  jetzt  endlich 
J4  =  JS^Vi,  womit  die  gewollte  Auswahl  der  Bt  getroffen  ist. 

In  dem  somit  bestimmten  Schema  bestehe  nun  die  (t  +  1)**  Verti- 

calreihe  aus  den  Transformationen  Bo\  H[\  ...,  Byl-i,  so  dass  wir 

für  7?*^  die  Darstellung  haben: 

(2)  I!a\(o)  =  ViIioVk((^). 

Der  Erfolg  unserer  Auswahl  der  Bk  ist  alsdann,  dass  die  Congruenz 

(3)  !?{;'  («)  =  M''  («)  ^-  M"  («>)-•••  =  ^^j ,   (mod.  m) 
besteht,  und  zwar  nennen  wir  dabei,  wie  gewohnt,  zwei  Repräsentanten 

-"  W  =  -:, — 7—7-  7    B((D)  =  -n — p-TT 

einander  modulo  m  congruent,  wenn  die  Bedingung 

a  lEE  +  a,    V  :"  +  6,     c  e:^  +  c,     d'  \^  +  d,     (mod.  m) 

besteht,  wo  natürlich  entweder  nur  die  oberen  oder  nur  die  unteren 
Zeichen  gelten.  Gegenüber  den  Formeln  (3)  sind  aber  irgend  zwei 
Repräsentanten  aus  verschiedeneu  Verticalreihen  einander  modulo  m 
stets  incongruent. 

Irgend  eine  Verticalreihe  unseres  Schemas,  s.  B.  die  {i  +  1)*®: 

(4)  Bi)  ,   Jii  ,    .  • . ,   Btp—  1 

liefert  uns  jetzt  das,  was  wir  als  ein  zur  f^,  gehörendes  Bepräsentanten- 
systcm  für  Transfo^ination  ?i**''  Ordnung  bezeichnen.  Nach  dieser  Auf- 
fassung giebt  es  alsdann  fi  verschiedene  Repräsentantensysteme  fär 
die  r^ ,  und  das  einzelne  unter  ihnefi  werden  wir  durch  das  aus  (3)  ent- 
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nommene  Schema  der  vier  Zahlen  (   *'  ,  )  charakterisieret^.    Ist  f^  ins 


Vc,-,  dj 
besondere  die  Hauptcongruenzgruppe  m^^  Stufe,  so  benennen  wir  (4) 

schlechtweg  als  ein  zur  w}^  Stufe  gehörendes  Repräsentantensystem 
für  Transformation  n*"  Ordnung.  Ersetzen  wir  für  den  Fall  der  zuletzt 
gemeinten  speciellen  f^  den  einzelnen  Repräsentanten  durch  einen 
anderen  seiner  Classe  angehorigen  (d.  h.  hängen  wir  eine  mit  1  modulo  m 
congruente  Modulsubstitution  vorn  an),  so  bestehen  für  das  derart  ge- 
änderte System  die  Congruenzen  (3)  nach  wie  vor.  Man  gestaltet  diese 
zunächst  allein  für  die  Hauptcongruenzgruppe  gedachte  Überlegung  leicht 
zu  dem  folgenden  Satze  aus:  Haben  wir  irgend  ein  beliebiges  Repräsen- 
tantensystem  n*®'  Ordnung  erster  Stttfe,  dessen  Operationen  einander  durch- 
gehends  modulo  m  congruent  sind,  so  bildet  dasselbe  zugleich  ein  Bepräsen- 
tantensystem  m^  Stufe,  indem  durch  dasselbe  in  der  That  die  m  Classen 
einer  Verticalreihe  unseres  Schemas  repräsentiert  sind,  Dass  dann  dieses 
System  auch  für  jede  andere  Gruppe  f^  t»^'  Stufe  eines  der  zuge- 
hörigen ft  Repräsentantensysteme  abgiebt,  ist  leicht  ersichtlich. 

Man  hänge  nun,  f^  wieder  als  beliebige  Gruppe  fn**"  Stufe  gedacht, 
den  Operationen  der  (i  +  1)**"  Verticalreihe  F.Bp,  Fi-Kj,  . .  rechts  die 
mit  1  mod.  n  congruente  Substitution  v  an.  Es  bilden  dann  doch 
ViB^v,  ViR^v,  ..  ein  Repräsentantensystem  erster  Stufe,  und  also 
nach  obigem  Satze  auch  eines  für  die  f^.     Da  zugleich 

ViRkV  ^  ViRk   (mod.  m), 

ist,  so  dürfen  wir  zusammenfassend  die  Sätze  aussprechen:  Indem 
man  den  Repräsentanten  R^^  eine  beliebige  Modulsubstitution  vorsetzt,  wird 
eine  Permutation  der  Verticalreihen  des  Schemas  bei  ungeänderten  Hori- 
jsontalreilien  bewirkt;  wenn  man  dagegen  den  R^^  rechts  eine  Substitution 
v^l  (mod.  m)  anhängt,  so  bewirkt  das  eine  Permutation  der  Horizontal- 
reihen  des  Schemas  bei  ungeänderten  Verticalreihen,  Dass  die  Gruppe 
dieser  letzteren  Permutationen  mit  der  Monodromiegruppe  der  Modular- 
gleichung  holoedrisch  isomorph  ist,  wird  man  leicht  erkennen. 

Eine  weitere,  hierher  gehörende  Überlegung  hat  zum  Ziele,  aus 
der  Classe  der  Transformationen  Rk,  Vi-B*\  v^R^l} ,  .  .  .  einen  Re- 
präsentanten in  einer  für  ausführliche  Untersuchungen  möglichst  brauch- 
baren Gestalt  auszuwählen.  Wir  berücksichtigen  auch  hier  in  erster 
Linie  die  Hauptcongruenzgruppe  f^,  ^„,)  und  wollen  für  dieselbe  zuvörderst 

ein  zum  Schema  ( ^'     j  gehörendes  System  herausgreifen.    Die  arith- 
metischen Repräsentanten  erster  Stufe  waren: 
(5)  Rt  (cd)  =  ^"t^i ^      A,B,^n,0<B,<D,, 
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unter  dem  Zusatz,  dass  die  Zahlen  A,  By  C  einen  gemeinsamen  Teiler 
nicht  aufweisen  sollen.  Hier  setze  mau  an  Stelle  der  einzehien  Trans- 
formation (5)  erstlich: 

(6)  a,'=.fi!L^^*, 

womit  wir  wieder  ein  Repräsentantensystem  erster  Stufe  gewonnen 
haben,  da  ja  infolge  relativ  primer  m,  n  die  Zahlen  mBk  zugleich 
mit  Bk  ein  Restsystem  modulo  Dk  durchlaufen.  Jetzt  schreibe  man  als 
zvoeckmässigste  Gestalt  des  m  lüdenden  Bepräsentantensystems  einfach: 

(7)         B,i<o)  =.  r\  '  l    ') ,  n = (o  i)-i)  >  («"««J-  «•)  > 

WO  Vk  eine  der  rechts  angegebenen  Congruenz  modulo  m  genügende  Modul- 
stibstitution  ist;  eine  solche  lässt  sich  in  der  That  stets  finden,  da  Dk 
als  Teiler  von  n  prim  gegen  m  ist.  Von  der  somit  gewonnenen  ersten 
Reihe  unseres  rechteckigen  Schemas  aus  werden  dann  die  übrigen  in 
oben  beschriebener  Weise  durch  Vorsetzen  geeigneter  Substitutionen  Vi 
hergestellt. 

Handelt  es  sich  nunmehr  nicht  um  die  Haupteon gruenzgruppe 
der  m^^  Stufe  r^(m)>  sondern  um  eine  andere  zu  dieser  Stufe  ge- 
hörende r^(m)9  so  wird  deren  rechteckiges  Schema  aus  dem  der  r;i(m) 

dadurch  entspringen,  dass  die  Yerticalreihen  des  letzteren  immer  zu 
je  X  äquivalent  ausfallen;  fQr  die  Fixierung  des  einzelnen  Rk^  haben 
wir  dabei  stets  unter  x  Repräsentanten  des  grossen  Schemas  eine  zweck- 
mässige Auswahl  zu  treffen. 

Endlich  haben  wir  hier  gerade  wie  bei  der  ersiien  Stufe  auch  noch 
der  erweiterten  Transformation  n*®'  Ordnung  zu  gedenken,  bei  der  die 
vier  Coefficienten  der  einzelnen  Transformation  einen  gemeinsamen 
Factor  >  1  haben  dürfen.  Wenn  wir  in  (7)  die  Zahl  Bk  bei  stehen- 
den Äk,  Dk   uneingeschränkt  ein  Rests jstem  modulo  Dt  durchlaufen 

lassen,  so  gewinnen  wir  ein  eum  Schema  (^     j,  (mod. «)  gehörendes 

Bepräsentautensystem  für  erweiterte  Transformation  n*®'  Ordnung.  Die 
Anzahl  der  Repräsentanten  letzterer  Art  ist  wieder  <P(n),  wie  denn 
Oberhaupt  betreffs  der  in  Rede  stehenden  Erweiterung  alle  bezüglichen, 
bei  der  ersten  Stufe  entwickelten  Sätze  sich  ohne  weiteres  übertragen. 

§  10.    Ein  besonderer  Satz  über  den  Fall  nioht  relativ  primer  n»,  n. 

Beispiele. 

Für  den  Fall,  dass  der  Transformationsgrad  n  mit  der  Stufen- 
zahl m   des    zu   transformierenden  Moduls  einen  Teiler  >  1   gemein 
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haty  lasst  sich  nicht  so  leicht,  wie  im  yoraufgehend  betrachteten  Falle 
relativ  primer  t»,  n,  eine  allgemeine  Theorie  entwerfen;  jetzt  nämlich 
sind  die  Verhältnisse  um  vieles  mannigfaltiger  und  die  Anzahl  der 
notwendigen  Fallunterscheidungen  sehr  viel  grösser.  Wir  bringen 
dieserhalb  auch  nur  eine  einzige  zum  Falle  nicht  relativ  primer  m,  n 
gehörige  Untersuchung,  die  wir  übrigens  hier  sogleich  bis  ins  einzelne 
durchführen. 

Sei  (jSy  J)  ein  volles  Modulsystem  für  die  Hauptcongruenzgruppe 
^  Stufe  V{q)j  q  wieder  als  Primzahl  gedacht  Man  gehe  von  e(cD) 
über  zu  0(q(o)  und  zeige,  dass  eine  Operation  der  r(g)  stets  und  nur 
dann  e'(a})  =  g(q(o)  in  sich  transformiert,  wenn  ihr  dritter  Coefficient 
y  durch  q^  teilbar  ist.  Nun  beweist  man  durch  elementare  Rechnung, 
dass  die  durch 

(1)  (j;;  J)  =  1,  (mod.  3);    y  =  0,  (mod.  s«) 

definierte  Gruppe  der  Stufe  g*  innerhalb  der  V^g)  eine  ausgezeichnete 
Untergruppe  des  Index  q  ist,  die  wir  Vq^^)  nennen*).  Dieserhalb  wird 
sich  V{q)  bezüglich  Vq{q)  auf  eine  endliche  Gruppe  Gq  der  Ordnung  q 
reducieren,  die  infolge  der  Primzahleigenschaft  von  q  nur  eine  cydisdie 
Gruppe  sein  kann.  Die  transformierte  Function  z'(co))  =  0{qcoi)  genügt 
demgemäss  einer  Gleichung  q^^  Grades: 

(2)  z'^  +  R^(z,  J)  .  ;8f'«-i  H +  Bq{z,  J)  =  0, 

deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von  z  und  J  sind,  während 
ihre  Monodromiegruppe  mit  der  cyclischen  Gruppe  Gq  holoedrisch 
isomorph  ist.  Aus  letzterem  Umstände  ergiebt  sich  nach  den  Prin- 
cipien  der  Galois^schen  Gleichungstheorie  das  Resultat,  dass  z'  mit 
Hülfe  einer  q*^  Wurzel  in  z  und  J  dargestellt  werden  kann. 

In  den  niedersten  Fällen  g  =  2,  3,  5,  . . .,  wo  die  Rechnung  mit 
Hülfe  der  aus  Bd.  I  bekannten  Modulfunctionen  leicht  auf  directem 
Wege  durchführbar  ist,  finden  wir  dieses  Resultat  bestätigt. 

Es  ist  k(2(o)  eine  Function  vierter  Stufe,  die  gegenüber  S  invariant 
ist  und  sich  deshalb  rational  in  fi^(a))  darstellen  lässt.  Aber  das 
Teilungspolygon  vierter  Stufe**)  hat  nur  drei  Spitzen  (o  =  ioo,  0,  \, 
und  in  diesen  nimmt  1(2 cd)  die  Werte  bez.  <x>,  0,  1,  dagegen  ft*  die 
Werte  oo  bez.  1,  0  an.  Da  überdies  in  der  ersten  Spitze  A(2gi),  wie 
(t*(»)  mit  r""*  proportional  werden,  so  gewinnen  wir  ohne  weitere 
Rechnung  als  Beziehung  zwischen  den  beiden  in  Rede  stehenden 
Grössen : 

*)  Man  verwerte  hier  etwa  die  in  I  p.  412  n.  f.  durchgeführte  Überlegung. 
**)  Yergl  den  vierten  Teil  der  Fignr  82  in  I  p.  355. 
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(3)  A(2o)  =  l -^^(o),     1  —  A(2(o)  =  ft*(o).*) 

Gehen  wir  von  hier  aus  unter  Benutzung  der  Formeln  (3)  in  I  p.  065 
zu  den  Bezeichnungen  Ä;,  Je'  Über,  so  folgt: 

Wenn  man  endlich  jetzt  noch  ft  auf  Grund  der  Formeln  I  p.  075 
durch  die  Moduln  Je,  Je'  ersetzt,  sowie  die  vierte  bez.  zweite  Wurzel 
zieht,  so  entspringen  die  bekannten  Formeln: 

21/F 


(4)  y^2^)=_^,    r(2c)  =  ji^ 

in  welchen  man  rechter  Hand  o  als  Argument  von  Je,  Je'  zu  denken 
hat**).     Hier  drückt  sich  Ä;*(2o)  thatsächlich  rational  in  fc*(ai)  und 

Jc\(d)  =  |/1  —  Ä*(o)  aus,  womit  unser  allgemeiner  Satz  im  Falle  g  =  2 
seine  Bestätigung  gefunden  hat. 

Für  g  =  3   knüpfen  wir  am  zweckmlissigsten  an  6(^)7   welche 

Grösse  zu  der  durch  ß^O,  (mod.  9)  definierten  Congruenzgruppe 
neunter  Stufe  gehört.  Da  sich  dieselbe  aber  bei  Ausübung  von  S^ 
nur   um    eine   multiplicative    dritte  Einheitswurzel  ändert,    so   gehört 

^^[^)  zu  der  durch  ß^O,  (mod.  3)  definierten  f^  der  dritten  Stufe, 
deren  Polygon  man  leicht  aus  Fig.  81  in  I  p.  354  ausschneidet.  Nun 
wird  5^  ( y)  in  der  Spitze  cj  =  ioo  dieses  Polygons  nur  einfach  unend- 
lich.   Wir  schliessen  daraus,  dass  S^(-g — )  als  Hauptmodul  zum  dritten 

Transformationspolygon  F^  gehört,  wenn  wir  an  der  im  vorigen  Kapitel 
(p.  40  u.  f.)  zu  Grunde  gelegten  Fixierung  desselben  festhalten.  Andrer- 
seits gehört  auch  i^{(o)  als  Hauptmodul  zum  letzteren  Polygon,  und 
da  ergiebt  sich  aus  dem  Verhalten  der  beiderlei  Moduln  in  den  Spitzen 
ohne  weitere  Rechnung  die  Relation: 

^  \  Sco/  S»((ö)  —  1 

Die  Constante  c  bestimmt  man  durch  die  Substitution  o  =  — r-   (wo- 

bei  für  die  rechte  Seite  das  bekannte  Verhalten  von  |((ö)  in  Betracht 
kommt)  und  nachherige  Annäherung  bei  gi  =  icx>.  Man  findet  c  =  l 
und  damit  für  |(3a))  die  Darstellung: 


*)  Diese  Relation  wnrde  bereits  in  I  p.  673  benutzt. 
**)  Cf.  Jacobi,  Fundamenta  nova  etc.,  Gesammelte  Werke  Bd.  I  p.  149. 
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/M  1(30)) +  2  ^  IW 

1(3«) -1         •^/-— -' 

die  unscrn  obigen  Satz  für  (7  =  3  bestätigt. 

Mit  Hülfe  einer  bis  ins  einzelne  analogen  Überlegung  finden  wir 
für  2  =  5  die  der  Formel  (5)  entsprechende  Relation: 

(a\        (6' -  g»);(6co)  +  (g  -  b')      h/n  +  6Vb  ,  ,^.    ^^,,„ 
(^)         -■(.^.^)g(6a,)  +  (.'~.»)  =  K  -^-  +  12o .  AS/'g,«. 

Rechter  Hand  sind  hier  als  Argumente  der  unter  dem  Wurzelzeichen 
stehenden  Formen  o^,  o^  zu  denkeü;  der  Radicand  drückt  sich 
übrigens  mit  Hülfe  der  Formeln  in  I  p.  ()40  leicht  durch  S(q})  aus. 

§  11.    Bereohnung  von  (o  bei  gegebenem  Modul  durch 

Transformationsketten. 

Die  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  geben  uns  die  Mittel  zu 
einer  eigenartigen  näherungsweisen  Auflösung  der  fundamentalen  Auf- 
gabe, bei  gegebenem  Werte  einer  Modulfunction  z.  B.  X((o)  oder  S(a)) 
den  Wert  des  zugehörigen  Argumentes  (o  zu  bestimmen.  Es  geschieht 
dies  durch  unendlich  oft  wiederholte  Anwendung  einer  und  derselben 
Transformation,  und  zwar  einer  solchen  der  zweiten  Ordnung,  wofern 
wir  mit  A(o)  als  gegebener  Grösse  arbeiten  wollen. 

Um  dies  des  näheren  auszuführen,  schreibe  man  zur  Abkürzung: 

(1)  X,{(o)  =  1(2'C3) 

und  entnehme  aus  den  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  die 
Relationen: 

|A,+i  =  —  4(2A,(A,  -  1)  —  (2Xr  —  l)yX,U,—  l)\ 

(2)  l^^2 

von  denen  die  eine  die  Inversion  der  anderen  darstellt.  Damit  diese 
Formeln  für  numerische  Rechnung  brauchbar  oder  überhaupt  nur 
richtig  sind,  müssen  die  in  ihnen  enthaltenen  Wurzeln  eindeutig  fixiert 
gedacht  werden.     In   diesem    Sinne   wollen    wir   erstlich   die  Wurzel 

yAr(Ay  —  1)  dadurch  zu  einer  wohldefinierten  Modulfunction  machen, 
dass  wir  sie  auf  der  imaginären  o-Axe  als  reell  und  positiv  denken, 

während  andrerseits  j/l  —  Ar  für  ©  ==  0  gleich  1  sein  soll.  Nur  unter 
diesen  Voraussetzungen  sind  die  Formeln  (2)  correct,  wovon  man  sich 
durch  Yeranschaulichung  der  Werteverteilung  des  k  auf  dem  Polygon 
der   Hauptcongruenzgruppe   zweiter   Stufe    zu    überzeugen    hat.     Für 

ziemlich  grosse  A,  können  wir  demgemäss  |/Ay(Ar  ~  1)  aus 
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(3)  l/A.(A,-l)  =  -A.  +  i  +  ^+--^  +  ... 


8Xy    •     16 X^ 


berechnen  und  ebenso  für  hinreichend  kleine  Xr  die  Wurzel  (1  — Xp)  ^ 
aus 

(4)  ^7r=i:  =  ^  +  ^^'  +  ^4^'*  +  -"- 

Nunmehr  denke  man  den  Zahlwert  von  Xq  =  X(c})  gegeben,  jedoch 
von  0,  1,  oo  verschieden,  da  wir  für  letztere  Fälle  die  zugehörigen  ca 
als  reelle  rationale  Brüche  sofort  charakterisieren  können.  Irgend  ein 
zu  Xq  gehöriger  Wert  o  wird  also  im  Innern  der  Halbebene  liegen, 
und  demnach  wird  sich  <o,  =  2*'c)  mit  wachsendem  v  schneller  und 
schneller  von  der  reellen  co-Axe  entfernen.  Um  aber  die  erste  Recursions- 
formel  (2)  zur  Verwendung  zu  bringeUj  wollen  wir  unter  m  insbesondere 
dasjenige  zu  Xq  gehörende  Argument  verstehen,  welches  innerhalb 
unseres  früher  eingegrenzten  Polygons  Fq  zweiter  Stufe  gelegen  ist 
(cf.  Fig.  68,  I  p.  279),  wobei  betreffs  der  Randpunkte  an  der  damals 
gegebenen  Vorschrift  festzuhalten  ist 

Bei  der  Berechnung  von  Aj  aus  Xq  vermöge  obiger  Formel  (2) 
müssen  wir  nun  einen  ausgiebigen  Gebrauch  von  den  bezüglichen 
Figuren  des  Bd.  I   machen,  um  nämlich  das  Vorzeichen  der  Wurzel 

VhiK  —  1)  richtig  zu  treffen.  Durch  die  Beziehung  der  A-Ebene  auf 
das  Polygon  Fq*)  wolle  man  sich  die  Lage  des  Punktes  ö(Aq)  im 
Fq  annähernd  veranschaulichen.  Liegt  der  reelle  Teil  von  ca  zwischen 
+  ^  und  —  iy  ^0  ist  der  reelle  Teil  von  (2X  —  1)  negativ,  der  von 

yX{X  —  1)  aber  positiv.  Die  erste  dieser  beiden  Behauptungen  be- 
stätigt man  leicht  durch  Vergleich  der  beiden  Figuren  75  a  und  76  in 
I  p.  294;  zum  Beweise  der  letzteren  beachte  man,  dass  X(X  —  1)  auf 
dem  ganzen  Rande  des  in  I  p.  289  gezeichneten  Polygons  F^  reell 
und  negativ  ist.  Man  setzt  diese  elementare  Betrachtung  leicht  fort 
und  wolle  überdies  bemerken,  dass  jede  einzelne  der  Zahlen  o^,  Oj,  CO3, . . ., 
falls  es  nötig  sein  sollte,  durch  einmalige  oder  wiederholte  Ausübung 
von  S-^  nach  Fq  zurückverlegt  werden  kann.    Da  aber  bei  S^^  weder 

X  noch  yX{X  —  1)  eine  Änderung  erfahrt,  so  leitet  man  ohne  Mühe 
die  folgende  bei  der   recurrenten  Berechnung  der  X^  A^j,  ...  aus  ?,q 

allgemein  gültige  Regel  ab:  Die  Zahl  yXy{Xv  —  1)  ist  stets  so  m 
wählen  f  dass  das  Vorzeichen  ihres  reellen  Teiles  dem  des  reellen  Teiles 

von  (2 Ar  —  1)  entgegengesetzt  ist.  Ist  aber  yXr{Xv  —  1)  rein  imaginär, 
so  gilt  entweder  das  Gleiche  von  (2Xr  —  1),  tvo  dann  beide  Zahlen  ent- 

*)  Vergl.  die  zugehörigen  Zeichnungen  in  I  p.  294  u.  f. 
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gegengesetztes  Zeichen  hohen  sollen;  oder  es  ist  (2Av  —  1)  reell  und  absolut 

kleiner  als  1,  und  in  diesem  Falle  ist  |/Xy(Ar  —  1)  als  positiv  imaginäre 
Zahl  gu  fixieren. 

Liegt  (Oy  =  5i**(a)v)  im  Polygon  Fq,  so  ist  Xy  «=  ^(oy)  =  A(a)Q; 
der  Punkt  o;  wird  aber  mit  wachsendem  v  mehr  and  mehr  in  die 
Spitze  (o  =  i(X)  von  JPg  hineingetrieben.  Nun  aber  ist  sehr  wichtig, 
dass  sich  von  m'v  aus  infolge  der  nicht  näher  bestimmten  Zahl  x  das 
ursprüngliche  o  noch  nicht  Yollständig  berechnen  lässt,  sondern  nur 
erst  dessen  imaginärer  Bestandteil,  der  offenbar  gleich  dem  durch  2*" 
dividierten  imaginären  Bestandteil  von  o^  isi  Inzwischen  liegt  es 
überhaupt  schon  im  Princip  der  bisher  eingeschlagenen  Überlegung 
begründet,  dass  wir  durch  dieselbe  vorab  nicht  mehr  als  den  imagi- 
nären Bestandteil  von  ca  bestimmen  können. 

Man  möge  nämlich  die  Becursionsrechnung  vermöge  (2)  bis  zu 
einem  solchen  Xy  bez.  Oy  getrieben  haben,  dass  man  in  erster  An- 
näherung die  für  CO  =  too  gültige  Formel 

(5)  A,  =  -lc- "•■'"'' 

in  Anwendung  bringen  kann.  Hier  löse  man  nun  nach  Oy  auf  und 
gehe  dann  sogleich  zum  ursprünglichen  o  zurück;  es  folgt 

log  (-  16X^) 


2"«» 


(O  +  C, 


unter  c  eine  reelle  Zahl  verstanden,  die  hier  in  der  That  infolge  des 
links  auftretenden  Logarithmus  unbestimmt  bleibt.  Verstehen  wir 
also  unter  |xf|  in  üblicher  Weise  den  absoluten  Betrag  der  Zahl  0,  so 
kommt  endlich: 


(6)  (o  =  Ci  +  *— -^ ■,  (hm  V  =  +00), 

wo  Ci  eine  nicht  näher  bestimmbare  reelle  Constante  ist  und  der 
Logarithmus  reell  genommen  werden  mag.  Unsere  Kette  von  Trans- 
formationen zweiter  Ordnung  giebt  uns  also  nicht  bereits  o  selbst,  sondern 
nur  erst  die  zur  Operation  8  geliörende  Bahncurve*),  auf  welcher  der 
Punkt  (o  gelegen  ist. 

Um  (o  vollständig  zu  gewinnen,  müssen  wir  auch  noch  die  zweite 
Becursionsformel  (2)  verwerten  und  vermöge  derselben  von  X^  aus 
die  Beihe  der  Werte  A_i,  A_2,  ...  berechnen.  Die  Überlegung  ge- 
staltet  sich   hier  im  einzelnen  ganz  ähnlich  wie   vorhin:    Man   wolle 


♦)  Cf.  1  p.  163  u.  f. 
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z.  B.  bemerken^  dass  der  einzelne  der  Punkte  o— i,  o— 2^  • .  •  entweder 
selbst  schon  im  Ff.  gelegen  ist  oder  doch  durch  einmalige  oder  wieder- 
holte Anwendung  einer  Operation  TS^^T  nach  Fq  zurückverlegt  werden 
kann  (vergl.  Fig.  68  I  p.  279  oder  auch  Fig.  82  I  p.  355).     Diese 

letztere  Operation  ändert  weder  A  noch  }/l  —  A,  und  wir  stellen  für 
die  Recursionsrechnung  mit  der  zweiten  Formel  (2)  leicht  die  Regel 

auf:  Das  Vorzeichen  von  }/l  —  A^  ist  stets  so  zu  wählen,  dctös  der 

reelle  Bestandteil  von  j/l  —  ky  positiv  ist;  rein  imaginär  kann  }/i  —  A» 

für  1/  <0  nie  werden;  sollte  aber  }/l  —  Xq  rein  imaginär  sein,  so  wähle 
man  diese  Grosse  als  solche  positiv. 

Für   negative  Indices  v  können  wir,   wie   schon  bemerkt,  jeder 
Grosse  Or  ein  o/  durch 
<7)  TK)  =  S±«-r(a).) 

an  die  Seite  stellen,  so  dass  T{(Oy)  im  Fq  liegt.  Man  sieht,  dass 
solcherweise  cd/  mit  wachsendem  v  mehr  und  mehr  in  die  Spitze 
Ol  e=:  0  des  Polygons  F^  hineingetrieben  wird;  hier  aber  können  wir 
von  o/  aus  bei  unbekanntem  x  nicht  direct  auf  co  zurückschliessen, 
sondern  vielmehr  nur  erst  auf  die  zu  TST  gehörende  Bahncurve, 
auf  welcher  o  gelegen  ist. 

Für  die  Umgebung  der  Spitze  o  =  0  unseres  Polygons  F^  gilt 
nun  in  erster  Annäherung: 

X((o)  =  —  16e    *», 

woraus  sich  nach  kurzer  Zwischenrechnung  für  das  gesuchte  zu  Xq 
gehörende  ca  die  neue  Darstellung  gewinnen  lässt: 


1 

/Ov  ^  I  •    *0g      16  •     } 1-1  /,.  ,  V 

(8)  ^  =  Cs  +  i-*^  —  -      -  ' ,  (hm  V  =  +oo). 

Dm  Übereinstimmung  mit  Formel  (6)  zu  erzielen,  haben  wir  hier  den 
Index  V  wieder  als  positive  hinreichend  gross  gewählte  Zahl  gedacht 
Den  Logarithmus  in  (8)  wolle  man  reell  wählen;  er  wird  alsdann 
negativ  ausfallen  (da  X—v  mit  wachsendem  v  sich  der  Null  nähert), 
und  dies  muss  ja  auch  der  Fall  sein,  damit  der  in  (8)  gegebene  Wert 
(o  der  positiven  Halbebene  angehört.  Endlich  ist  O2  eine  reelle  Con- 
stante,  die  unbestimmt  bleibt;  (8)  liefert  uns  also,  wie  schon  bemerkt, 
nur  erst  die  zu  TST  gehörende  Bahncurve  durch  den  gesuchten 
Punkt. 

Um  endlich  zu  cd  selbst  zu  gelangen,  wird  man  die  Gleichungen 
(6)  und  (8)  mit  einander  multiplicieren ,  um  alsdann  durch  Trennung 
des  Reellen  vom  Imaginären  zwei  Gleichungen  für  Cj^  und  c^  zu  er- 
halten.    Wenn  wir  im  Verlauf  der  Rechnung  zur  Abkürzung 
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(9)  A,  = — 

schreiben,  so  kommt  für  den  gesuchten  Wert  o  die  Darstelhing: 


(10)  o  =  +  :^77-,__i-- T  -  t r—-f, ,  0™  v  =  +  oo). 


log  |16"U_,.|  log  |16-U_^ 

Es  erscheint  hiernach  denkbar,  die  Gleichung  A(o)  ==  Xq  nach  co  durch 
eine  doppelte  Kette  von  unendlich  vielen  quadratischen  Gleichufigen  ver- 
mittelst Logarithmen  aufzulösen.  Welcher  von  den  beiden  Werten  (10) 
übrigens  der  richtige  ist,  wird  man  aus  der  gegebenen  Zahl  X^  mit 
Hinblick  auf  die  Werteverteilung  von  X{p)  im  Polygon  F^  leicht  ent- 
scheiden*). 

Wenden  wir  auf  A(c})  die  dritte  Transformation  zweiter  Ordnung 

(o'  =  — ^1^  wiederholt  an,  so  erhalten  wir  Werte  des  A  für  eine  Kette 

von  Punkten  o,  Oj,  cög,  ...  des  ^Polygons  i^ß,  die  mehr  und  mehr  in 
die  dritte,  bei  co  =  1  gelegene  Spitze  von  F^  hineingetrieben  werden. 
Die  betreffenden  Werte  A  werden  dabei  gegen  1  convergieren,  und 
es  hat  dies  zur  Folge,  dass  wir  etwas  Convergentes  erhalten,  wenn 
wir  alle  diese  A- Werte  mit  einander  multiplicieren.  In  der  That  zeigt 
sich,  dass  das  solcherweise  zu  gewinnende  Product,  mit  einer  geeig- 
neten Potenz   von  (o^   multipliciert,    eine   höchst  einfache  Modulform 

liefert.    Statt  übrigens  A(o))  durch  0'=  — ^-  zu  transformieren,  kann 

man  auch  __  d.  i.  ä;'*(cj)  durch  ©'=  2ö}  transformieren  und  hat  als- 
dann unter  Gebrauch  der  Abkürzung  hy'  =^  k'(2^(o)  zufolge  der  Formel 
(4)  des  vorigen  Paragraphen  die  Recursionsformel  zu  verwenden: 

(11)  *''  =  rTC;-**) 

Die  Bildung  des  unendlichen  Productes  h'k^h^  .  .  .  und  die  Aus- 
wertung desselben  führen  uns  direct  auf  die  hier  in  Betracht  kommen- 
den Entwicklungen  Jacobi*s  im  Artikel  38   der  Fundamenta  nova,  auf 


*)  Die  Entwicklung  des  Textes  in  ihrer  allgemeinen  Form,  welche  den  gleich- 
seitigen Gebrauch  beider  Formeln  (2)  als  erforderlich  erscheinen  Hess  und  die  bei 
beliebigem  complexen  Xq  gültige  Formel  (10)  ergab,  ist  erst  in  letzter  Zeit  Tom 
Herausgeber  geleistet. 

**)  Dass  mit  wachsendem  v  die  ans  (11)  zu  berechnenden  ^'/  gegen  1  con- 
vergieren, folgt  ganz  unabhängig  von  der  vorliegenden  Bedeutung  des  k'  ans 
der  (raMSs'schen  Theorie  des  ariifimetisdi'geometriscfien  Mittels  (cf.  Gauss'  Werke, 
Bd.  3  p.  352  u.  f.) 

8* 
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welche  wir  uds  hier  der  Kürze  halber  beziehen  dürfen*).  Jacobi's 
Formeln ;  in  die  neuere  Bezeichnungsweise  umgesetzt,  liefern  die 
Relationen: 


(12) 


2 


1  +  ifc'   i  +  K   1  +  k; 


Die  Formeln  (11)  und  (12)  ergeben  eine  sehr  merkwürdige  Darstellung 
des  Argumentes  Og  bei  gegebenen  Werten  von  X  und  A**). 


Es  unterliegt  keinem  Zweifel,  dass  Entwicklungen,  wie  wir  sie 
hier  für  die  zweite  Stufe  durchgeführt  haben,  sich  auch  an  die  Stufen 
3,  4,  ...  knüpfen  lassen,  wo  dann  die  Formeln  (5)  etc.  des  voran- 
gehenden Paragraphen  in  Kraft  tretep.  Inzwischen  würden  uns  solche 
Entwicklungen  zu  weit  abführen  und  doch  qualitativ  nichts  Neues 
darbieten. 


*)  Vergl.  Jacobi's  Werke,  Bd.  I  p.  149  n.  f 
**)  Das   genaue  Analogon   der  Jacobrscben   Prodnctbildung   würde   für   die 
beiden  zuerst  betrachteten  Repräsentanten  der  Transformation  zweiter  Ordnung 
darin  bestehen,  dass  wir  im  Anschluss  an  die  zweite  Formel  (2)  p.  111  die  un- 
endliche ReVie: 

^0  H"  ^- 1  H"  ^—2  +  •  •  • 

herstellten,  von  der  ersten  Formel  (2)  p.  111  ans  aber  die  Reihe: 

^0^  +  ^r   H"  ^i"  +  •  •  •  • 

Jedoch  müssen  wir  hier  von  einer  eingehenden  Untersuchung  dieser  Reihen  ab- 
sehen. 


Viertes  Kapitel. 

Von  der  Aufstellung  der  Modulargleichungen  höherer  Stufe  unter 
besonderer  Berttcksichtigung  von  m  =  5  und  16. 

Unter  den  Transformationsgleichungen  höherer  Stufe ,  für  deren 
Existenz  und  BesehafiPenheit  im  vorigen  Kapitel  die  allgemeinen  Grund- 
lagen entwickelt  wurden^  zeichneten  sich  durch  ihre  eleganten  Eigen- 
schaften die  Modulargleichungen  höherer  Stufe  aus;  solche  wollen  wir 
im  gegenwärtigen  Kapitel  wirklich  bilden.  Modulargleichungen  gab 
eS;  wie  wir  fanden^  nur  für  Hauptmoduln-,  aber  es  scheint  im  Gebiete 
der  Congruenzgruppen  nur  eine  beschränkte  Anzahl  solcher  Moduln  zu 
geben,  so  dass  auch  die  Zahl  verschiedenartiger  Modulargleichungen 
eine  begrenzte  sein  würde*).  Unsere  Betrachtung  bleibt  natürlich  auf 
die  von  I  her  bekannten  Hauptmoduln  beschränkt,  und  zwar  sollen 
in  erster  Linie  die  Galois'schen  Hauptmoduln,  sodann  aber  die  bei  der 
achten  und  sechzehnten  Stufe  auftretenden  Wurzeln  aus  Ji  etc.  zur  Gel- 
tung kommen.  Nur  diese  letzteren  Gleichungen  sind  der  überlieferten 
Theorie  bekannt**),  und  sie  gehören  gewiss  auch  zu  den  einfachsten 
überhaupt  existierenden  Modulargleichungen.  Dagegen  gewannen  wir 
erst  vermöge  unserer  gruppentheoretischen  Principien  die  naturgemässo 
BegrifiTsumgrenzung  der  Modulargleichungen,  und  dass  hier  die  Modular- 
gleichungen der  Galois'schen  Hauptmoduln  eben,  weil  sie  zu  ausge- 
zeichneten Untergruppen  gehören,  die  erste  und  wichtigste  Stelle  ein- 
nehmen müssen,  wird  man  leicht  ermessen. 

Wir  nennen  gleich  die  beiden  Hülfsmittel,  durch  welche  die  Auf- 
stellung der  Modulargleichungen  in  den  beiden  für  uns  in  Betracht 
kommenden  Fällen  von  vornherein  vereinfacht  werden  kann.  Vor  allen 
Dingen  werden  wir  gewisse  invariantenÜieoretische  Operationsweisen  ver- 


*)  Vgl.  die  für  Primzahlatafen  vollslAndige  Aafzählang  der  Uauptmoduln  in 
Hrn.  Gierster^s  Arbeit:  Über  Congruenzgruppen  von  Primzahlstufe,  Math.  Ann. 
Bd.  22  (1883). 

**)  Man  vgl.  die   geschichtlichen  Referate  in   dem   p.  2    genannten  Werke 
von  Enneper-Müller. 


118  IV,  4.    Aufstellung  der  Modalargleichungen  höherer  Stufe. 

wenden^  die  uns  der  Art  nach  aus  den  Vorlesungen  über  das  Ikosaeder 
bekannt  sind^  und  deren  Eingreifen  in  die  hier  vorliegende  Frage- 
stellung sich  leicht  aus  den  Entwicklungen  des  vorigen  Kapitels  ergiebt. 
Hierüber  hinaus  werden  wir  einen  wenn  auch  beschränkten  Gebrauch 
von  der  Verzweigung  der  Modulargleichung  zu  machen  haben.  Ins- 
besondere für  niedere  Transformationsgrade  kann  man  mit  Hülfe  dieser 
Mittel  die  Gestalt  der  Modulargleichung  so  weit  umgrenzen  ^  dass  nur 
noch  wenige  Zahlencoefficienten  durch  Einsetzung  der  nach  Potenzen 
von  r  fortschreitenden  Reihenentwicklungen  unserer  Moduln  zu  be- 
rechnen bleiben. 

Bei  allen  diesen  Darlegungen  handelt  es  sich  um  jene  Grund- 
gedanken^ welche  Hr.  Klein  zumal  in  seiner  wiederholt  genannten  Ar- 
beit vom  Herbst  1879  entwickelt  hat  {Zur  Theorie  der  elliptischen  Modtd- 
funciionen,  Sitzungsber.  d.  Münchener  Akademie  vom  Dec.  1879,  Math. 
Ann.  Bd.  17).  Die  Ausführungen  in  ihrer  hier  vorliegenden  Form 
sind,  soweit  nicht  andere  Citate  angemerkt  werden,  erst  vom  Heraus- 
geber gegeben  worden,  so  insbesondere  die  unten  folgenden  Entwick- 
lungen zur  Theorie  der  Jacobi-Sohncke' sehen  Modulargleichungen. 

§  1.     Existenz  und  Anzahl  der  Modulargleiohungen  für  die  zu 

betrachtenden  Hauptmoduln. 

Für  die  Galois'schen  Hauptmoduln  A((d),  5(ai),  f*((o)  und  f(ai) 
oder,  anders  ausgesprochen,  für  Doppelverhältnis,  Tetraeder-,  Oktaeder- 
und  Ikosaederirrationalität  ergeben  sich  aus  den  Entwicklungen  des 
§  8  Kap.  3  (p.  102  u.  f.)  unmittelbar  folgende  Brcsultate: 

Die  einzelne  der  genannten  vier  Modulfunctionen  besitzt  für  jeden 
gegen  ihre  Stufe  m  relativ  primen  Transformationsgrad  n  im  ganzen 
II  {m)  verschiedene  Modulargleichungen,  die  alle  aus  einer  unter  ihnen  dor 
durch  hervorgellen,  dass  wir  hei  ungeändertem  ursprünglichen  Modul  auf 
den  iransformierten  der  Beihe  nadi  die  ii{m)  wohlbekannten  linearen  A-, 
bez,  5-,  ...  Substitutionen  der  endliclien  Gf^{m)  ausüben. 

Eine  erste  unter  diesen  übrigens  durchaus  coordiniertefi  Gleichungen 
ist  z.  B,  diejenige,  welche  den  betreffenden  Hauptmodul,  gebildet  für  die 
Argumente 

(1)  Bio)  =  7(^^+-^'^) 

ZU  Wurzeln  liat,  die  Bezeichnungen  von  (1)  in  der  Bedeutung  von  (7) 
p.  108  gebraucht,  so  dass  wir  in  (1)  ein  zum  Schema  (^  .  j  gehörendes 
Bepräsentantensysiem  w*®'  Stufe  haben. 
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Bei  der  sechzehnten  Stulb  gebrauchen  wir  an  Stelle  der  y^  etc. 
sogleich  die  in  I  p.  665  erklärten  Bezeichnungen  q>y  if,  %.  Die  zu 
diesen  Modulfunctionen  gehörenden  Gruppen  f^g  waren  jeweils  in  einer 
gewissen  zur  zweiten  Stufe  gehörenden  V^  ausgezeichnet  enth alten*); 
und  die  einzelne  dieser  f,  reducierte  sich  bezüglich  ihrer  f^g  auf  eine 
Diedergruppe  6^^^;  der  betrefiTende  Hauptmodul  q)^  ^  oder  %  erfuhr  bei 
dieser  G^^  die  Diedersubstitutionen  in  der  wohlbekannten  Gestalt.  Wir 
schliessen  sofort: 

Der  Hauptmodul  q>  (ebenso  wie  auch  ^  und  %)  besüjst  für  jeden 
ungeraden  Transformationsffrad  n  sechzehn  unterschiedene  Modtdarglei- 
(Zungen,  welche  alle  aus  einer  unter  ihnen  dadurch  entstehen,  dass  wir 
bei  unverändertem  ursprünglichen  Modul  auf  den  transformierten  die 
sechzehn  Diedersubstitutionen  der  G^^  ausüben.  In  der  That  werden  ja 
die  Gruppen  r4g,  wie  man  sich  überzeugen  wolle,  alle  drei  durch 
W{p)  «==  no  in*  sich  transformiert. 

Unter  den  sechzehn  Modulargleichungen  ist  eine  diejenige,  welche 
zu  Wurzeln  die  betrefiPende  Modulfunction,  gebildet  für  die  Argumente 

(2)        E(«,)=r(i^+li^-),     F^(^;/,),    (mod.l6), 

hat.     Indessen  wolle  man  bemerken ,  dass  die  drei  gleichberechtigten 

r^g  eine  ausgezeichnete  V^^  gemeinsam   haben,   die  sich   modulo   16 

auf  die  G^ 

/l,  0\      /5,  8  \      /9,  0\      /13,  8\ 

\0,  1/'    \8,  13/'    \0,  9/'    \8,  5/ 

reduciert.  Wir  dürfen  also,  unabhängig  davon,  welche  von  den  drei 
Functionen  9,  ^,  %  gerade  betrachtet  wird,  den  in  (2)  gegebenen  R  eine 
beliebige  Operation  der  V^^j^  vorsetzen  und  wählen  hierzu  die  besondere 

I>-\       4-4(^) 
welche  sich  mit  V  zu  der  Modulsubstitution  vereint: 


(O    = 


.(.-.(!)) +  .  +  »(.-(;)) 


Das  in  Bede  stellende  Bepräsentantensystem  nimmt  daraufhin  die  Ge- 
stalt an: 


*)  Vgl.  hier  überall  die  Angaben  von  1  p.  666  u.  f. 
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(Ö)  Ji{(0)   = ^ r-, 

wobei  für  A,  B^  D  die  bekannten  Bedingungen  bestehen^  dass  AD  =^  n, 
0 ^B  <  D  ist,  und  dass  A,  B,  D  einen  gemeinsamen  Factor  nickt 
aufweisen. 

Von  hier  aus  werden  wir  uns  die  48  Repräseotantensysteme  för 
den  einzelnen  unserer  drei  Hauptmoduln  dadurch  herstellen,  dass  wir 
48  bezüglich  der  zugehörigen  f^g  inäquivalente  Modulsubstitutionen 
auf  (3)  ausüben.  Sechzehn  unter  diesen  48  Systemen  (durch  die 
betreffende  f,  bestimmt)  correspondieren  den  sechzehn  Modular- 
gleichungen; den  übrigen  2*16  Repräsentantensystemen  entsprechen 
ersichtlich  zwei  Systeme  von  je  16  Gleichungen,  welche  mit  den 
Modulargleichungen  an  Grad  und  Gestalt  in  voller  Übereinstimmung 
sind,  nur  dass  (sofern  es  sich  etwa  um  tp  handelt)  das  transformierte 
9>  durch  diese  Gleichungen  nicht  an  das  ursprüngliche  9,  sondern 
statt  dessen  an  das  ursprüngliche  ^  bez.  %  gebunden  erscheint.  Wollen 
wir  auch  für. diese  Repräsentantensysteme  die  Relationen  zwischen  ur- 
sprünglichem und  transformiertem  9  haben,  so  werden  wir  eben  nicht 
mehr  mit  Gleichungen  des  Grades  ^(n)  zu  thun  haben;  vielmehr 
werden  nach  den  Regeln  des  vorigen  Kapitels  hier  im  ganzen  vier 
irreducibele  Relationen  des  Grades  8^(n)  eintreten.  — 

Modulargleichungen  für  Yx  lassen  sich  aus  den  16  Modularglei- 
chungen von  yX  ohne  weiteres  dadurch  herstellen,  dass  man  dieselben 
in  gewisser  Reihe  zu  Paaren  mit  einander  multipliciert.     Fährt  man 

in  gleicher  Weise  fort,  so  gewinnt  man  Modulargleichungen  fär  )/Ä 
und  kann  endlich  dadurch,  dass  man  die  3-16  9,  ^,  %- Modular- 
gleichungen in  richtiger  Folge  zu  je  acht  multipliciert,  die  sechs 
A-Modulargleichungen  aus  ihnen  herstellen.  Andrerseits  könnte  man 
versuchen,  in  einer  einzelnen  9-Modulargleichung  etwa  (p^^a?,  9*=^* 
zu  setzen,  und  die  entspringende  Relation  2^(n)*®^  Grades  zwischen  x 
und  y  auf  ihre  Reducibilität  untersuchen.  Ist  unsere  obige  Angabe 
über  die  Nichtcongruenzmoduln  (p.  98)  begründet,  so  darf  eine  Re- 
duction  in  zwei  Relationen  des  Grades  ^(n)  hier  nicht  mehr  eintreten. 
Wir  werden  das  weiter  unten  an  einem  einzelnen  Beispiele  wirklich 
durchführen. 

Wenn    man    sich    die   Rechnungen    vergegenwärtigt,    welche   die 

Modulargleichungen  von  l/A  in  die  für  |/Ä  überführen,  so  ist  evident, 
dass  erstere  Gleichungen  einfachere  Gestalt  darbieten  werden  als  letztere. 
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Auch  bei  den  Wurzeln  aus  A  wurden  die  Transformationsgleichungen 
um  80  einfacher,  je  höher  die  Stufe  der  betreflfenden  Wurzel  war. 
Von  diesem  Gesichtspunkt  geleitet  wird  man  es  zweckmässig  fiudeu, 

auch  noch  den  Hauptmodul-  '^A(A  —  1)  zur  Bildung  von  Modular- 
gleichnngen  heranzuziehen*);  denn  die  Stufe  desselben  war  m  =  48, 
und  wir  werden  demgemäss  nur  den  Transformatipnsgrad  auf  ungerade 
durch  3  nicht  teilbare  Zahlen  n  einzuschränken  haben,  sofern  wir  an 
den  Voraussetzungen  des  vorigen  Kapitels  festhalten  wollen.  That- 
sächlich  sind  auch  diese  Modulargleichungen  verschiedentlich  betrachtet 
worden  (worüber  wir  noch  weiter  unten  die  Nachweise  geben);  ent- 
wickeln wir  also  hier  noch  kurz,  welche  Grundlage  das  vorige  Kapitel 

für  die  Modulargleichungen  von    j^A(A  —  1)  ergiebt! 

Der  Hauptmodul  yX{X  —  1)  ändert  sich  bei  einer  beliebigen,  nur 
der  Bedingung  y^O  (mod.  2)  genügenden  Modulsubstitution  nach 
unseren  früheren  Untersuchungen  um  den  Factor: 


»>        (I) 


6 


und  gehört  sonach  zu  einer  Ty^  der  Stufe  48,  welche  sich*  vollständig 
durch  die  drei  Gongruenzen  charakterisieren  lässt: 

(5)  y  =  0,  (md.2),     a/J  +  y*  =  0,  (md.  3),    /J -f  |  =  0,  (md.  8). 

In  der  durch  die  erste  dieser  Bedingungen  definierten  V^  der  Stufe  2 
ist  r?]  ausgezeichnet  enthalten,  und  fj  reduciert  sich  bez.  f^^  auf  eine 
cydische  (r^^,  als  deren  Erzeugende  wir  8: 

_ffi 

(6)  't/A(A-  l)'=e    ^^Yl(X  —  l) 

ansehen  können.  Da  für  jeden  gegen  2  und  3  primen  Transformations- 
grad n  ^  n^^  (mod.  24)  ist,  so  beweist  man  aufs  leichteste  an  den 
Gongruenzen  (5),  dass  r,^  durch  W{coi)  =  nco,  modulo  48  betrachtet, 
in  sich  transformiert  wird.  Es  ergeben  sich  also  unmittelbar  die 
Sätze:  Für  unseren  in  Rede  stehenden  Hauptmodul  existieren  bei  jedem 
gegen  6  relativ  primen  Transformationsgrad  n  im  ganzen  24  verschiedene 
Modulargleichungen;  dieselben  entstehen  alle  aus  einer  unter  ihnen,  indem 
man  den  transformierten  Modul  (bei  unverändertem  ursprünglichei%)  der 
aus  (6)  eu  erzeugenden  cydischen  G^a  unterwirft.  — 

Die  mit  der  f^^  gleichberechtigten  Untergruppen,  sowie  sonstige 
Hauptmoduln  ziehen  wir  nicht  mehr  besonders  in  Betracht. 


*)  Vergl.  hier  und  weiterhin  1  p.  674. 
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§  2.    Von  der  Vertausohbarkeit  der  Argumente  in  den  linken 

Seiten  der  Modulargleiohungen. 

Die  linke  Seite  einer  ModulargleichuDg  erster  Stufe  f{J\  J)  =  0 
war  eine  symmetrische  Function  ihrer  beiden  Argumente  J'  und  J^; 
wir  untersuchen  nunmehr^  welchen  Verhältnissen  wir  in  dieser  Richtung 
bei  den  Modulargleichungen  höherer  Stufe  begegnen.  Sei  demnach  r 
ein  Hauptmodul  w**'  Stufe,  für  welchen  bei  Transformation  n*®' 
Ordnung  x  Modulargleichungen  existieren.  Eine  unter  ihnen  schreiben 
wir  f(r\  r)  =  0  und  denken  die  linke  Seite  derselben  als  ganze 
Function  sowohl  von  r,  wie  Xy  gestaltet,  welche  beide  Argumente 
alsdann  in  f  bis  auf  den  Grad  ^(n)  ansteigen.  Ausführlicher  ge- 
schrieben ist: 

und  da  diese  Gleichung  in  o  identisch  besteht,  so  ziehen  wir  aus  der- 
selben sofort  die  weitere  Gleichung: 

(2)  /■('(»).  '(±^iä)  -  "■ 

Wir  schreiben  in  (2)  für  den  ursprünglichen  Modul  r((»)  wieder  kurz 
r,  für  den  transformierten  r',  wodurch  unsere  Gleichung  in  /'(r,  %)  =  0 
übergeht.  Sie  ist  offenbar  selbst  wieder  eine  der  x  Modulargleichungen 
und  also  folgern  wir  mühelos  den  Satz:  Bei  Vertauschung  der 
Argumente  r,  r  werdeii  die  litiken  Seiten  unserer  x  Modulargleidiungen 
teils  m  Paaren  vertauscht^  teils  vielleicht  in  sidh  selbst  transformiert; 
von  etwa  zutretenden  constanten  Factoren  sehen  wir  dabei  zunächst 
völlig  ab. 

Des  genaueren  können  wir  den  erhaltenen  Satz  folgendermassen 
durchbilden:  Die  Gleichungen  (2)  schreiben  wir  unter  Aufnahme  einer 
sogleich  näher  zu  bestimmenden  Modulsubstitution   V: 


f[.(„),.(v-r(tf-^;-5)]-o. 


Es  soll  aber   V  so  gewählt  werden,  dass  V\—  -    ,— )  und  "'^^  3  in 

°  '  \—  CCD  +  a/  c(o  -{•  d 

dem  nämlichen  unter  den  k  zu  den  x  Modulargleichungen  gehörenden 

Repräsentantensystemen   enthalten  sind;    wir  erreichen  das  stets  und 

nur  dadurch,  dass  wir  V  aus  der  Congruenz 

bestimmen.     Des  weiteren  nehmen  wir  die  Formel: 
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(4)  '«--(»»-f^rjK 

ZU  Hülfe  und  führen  solcherweise  die  Gleichung  (2)  über  in 

(5)  /f'?^i!)=0' 

welch'  letzterer  Gleichung  r'  =  t(   "  T-^j  genügt.    Also  das  Resultat: 

Wenn  mr  in  der  ursprünglich  vorgelegten  Gleichung  die  Arguinente  der 
Unken  Seite  x'  und  %  mit  einander  vertausclien,  sodann  aber  auf  t'  noch 
eine  gewisse,  in  der  ztychörigen  Gx  enthaltene  lineare  Substitution  aus- 
üben, so  kommen  wir  zur  ursprünglichen  Gleichung  zurück. 

Die  nähere  Untersuchung  wird  sich  bei  dieser  Sachlage  vor  allem 
auf  die  Substitution  V  beziehen  ^  als  deren  Coefficienten  wir  aus  (3) 
die  folgenden  berechnen: 

{a  =  {a^+bc)n-\     S  ^{bc  +  dP)n-\\    .      ,       . 
W  /,_/      ,    ^M    _i  /      ,     ,N     -1      (mod.  w). 

Man  wird  nun  zweckmässig 

(')  c: :)  -  c:^  j;) 

setzen  und  erhält  solcherweise  aus  allen  x  in  Betracht  kommenden 
Repräsentantensystemen  je  eine  einzelne  Transformation  n^'  Ordnung, 

wenn  man  in  (7)  die  Modulsubstitution  f  '  y)  ^^^  ^^^  f"^  ^^^  '^C®) 
gehörendes  Repräsentantensystem  der  f^  durchlaufen  lässt.     Vermöge 

X 

(7)  nehmen  aber  die  Coefficienten  (6)  von  V  die  Gestalt  an: 

^^^  1^  =  /3'(«'  +  Sn-^\    y  ~  /{na  +  S'),   I   ^'^''^  *"^- 

Der  bemerkenswerteste  Specialfall  ist  der,  dass  die  so  gewonnene  Sub- 
stitution V  der  r^  angehört:  Stets  und  nur,  wenn  dies  der  Fall  ist,  wird 
die  Modulargleichung,  welche  zum  betreffenden  Eepräsentanten  (7)  gehört,  bei 
Vertauschung  von  x'  und  x  in  sich  selbst  übergelien. 

Wir  erläutern  diese  Sätze  jetzt  dadurch,  dass  wir  erstlich  den 
Fall  der  Modulargleichungen  fünfter  Stufe  m  «a  5  besonders  betrachten  *, 
wir  bezeichnen  dabei  die  in  (7)  rechts  zur  Geltung  kommende  Operation 
der  G^Q  durch  V  und  müssen  übrigens  die  vierfache  Fallunterscheidung 
n^\,2,  3,  4,  (mod.  5)  treffen: 

Ist  erstlich  n  ^  1,  so  folgt: 

(9)  F-i  =  V\  (mod.  5), 


e 
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woraus  ohne  weiteres  der  Satz  entspringt:  Nur  toenn  V  die  Identität 
oder  eine  der  15  in  der  Cr^^j  eniJialtenen  Operationen  der  Periode  zwei 
ist,  wird  V  der  Hatiptcongruenzgruppe  Vqq  angeliören;  für  n  ^  1  (mod.  5) 
werden  sonach  unter  allen  sechzig  Moduiargleicliungen  nur  sechzehn  bei 
Vertauschung  der  Argunumte  in  sich  selbst  übergehen. 
Im  Falle  n  =  —  1  folgt: 

(10)  F-i  =  TATA,  (mod.  5), 

wobei  wir  unter  A  in  gewohnter  Weise  die  Spiegelung  an  der  ima- 
ginären (ö-Axe  verstellen.  Soll  F~^  ^  1  sein,  so  muss  VA  eine  Operation 

der  Periode  zwei  in  der  erweiterten  6?^^  sein;  in  dieser  Gruppe  aber 
gab  es  sechzehn  Spiegelungen  (fünfzehn  mit  reellem  Symmetriekreise 
und  eine  ohne  einen  solchen):  Auch  für  n  ^  —  1  giebt  es  somit 
sechzehn  Modulargleichungen,  welche  bei  Vertauschung  der  Argumente  in 
sich  übergdien.  Die  zugehörigen  sechzehn  Repräsentantensysteme  sind 
natürlich  keineswegs  durchgehends  wieder  jene,  welche  bei  n  =  + 1  ^^^ 
Modulargleichungen    mit   vertauschungsföhigen  Argumenten   lieferten; 

jedoch  wolle  man  bemerken,  dass  das  zum  Schema  f   '     j  gehörend 

System,  dem  F'  =  1  zukommt,  in  beiden  Fällen  F""^  ^  1  liefert. 

Um  bei  w^  +  2  diejenigen  F'  zu  finden,  welche  V^l  liefern, 
müssen  wir  alle  Lösungen  von 

+  2a  ^  +  ßy  =  ±3d'^  +  /J V  =  ±  1 , 

(+  2a'  +  *')/3'  =  (+  2a'  +  d")/  =0, 

ad'  -/J'/  =  l 

aufstelleu.  Die  Anzahl  ist  in  beiden  Fällen  zehn,  und  also  giebt  es 
für  n  '~rr.  +  2,  wie  für  w  ^  —  2  unter  den  sechzig  Modulargleidiungeti 
insgesamt    zdm    mit    vertauscliungsfähigen    Argumenten,      Setzen    wir 

F'  =  1,  so  wird   F^  (   '  „ j;  also  der  Satz:  Bei  n^  +  2  gellt  die 

zum  Schettia  ( ^'  j  gehörende  Modulargleiehimg  in  sich  über,  wenn  man 
r'  durch  r,  t  aber  durch ?  ersetzt.     Nebenher  wolle  man  noch  an- 

merken:  Die  zu  den  Sdietnaia  (  '     n   )'  (9 '  o)  9^^^^^^^  ModtUar- 

/  7 

gleidiungen  gehen  in  allen  vier  Fällem  bei  Vertauschung  der  Argumente 
in  sich  über. 

Wir  nehmen  ferner  m  =  16,  berücksichtigen  dabei  aber  nur  die 

9-Modulargleichungen  und  bezeichnen  die  zum  Schema  (^'  A  gehörende 
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Gleichung   durch    f{q>\  q>)  =  0.     Für   dieses    Schema    folgt    aus   (8) 
V  ^  l'     __jj  (mod.  16),  und  es  ist  nach  I  p.  670: 


««— 1 


<p(F-V(D))  =  (- 1)   «    9(0), 

welche  Gleichung  jetzt  im  speciellen  an  Stelle  der  obigen  Gleichung 
(4)  tritt.  Der  hiermit  gewonnene  Satz  aber  heisst:  Die  Modtdar- 
gleichung  f{q>\  q>)  =  0  geht  in  sich  über,  wenn  man  q)  an  Stelle  von 


««— 1 


g>',  und  zugleich  ( —  1)  ®  q>'  an  Stelle  von  q>  setzt]  hier  haben  wir 
also  Vertauschbarkeit  zunächst  nur  für  n  =  8A  +  1.  Um  auch  in  den 
Fällen  n  =  8%  Hh  3  Schemata  anzugeben,  bei  denen  die  zugehörige 
Modulargleichung/"=0  den  ursprünglichen  und  transformierten  Modul 
vertauschungsfähig  enthält,  specificieren  wir  (8)  in  folgender  Weise: 

Diese  Substitutionen  Vx  lassen  9(0)  unverändert,  und  also  gehen  die 
zugehörigen  Modulargleichungen  f'{q>{Vx{n(D)),  9(0))  =  0  bei  Ver- 
tauschung der  beiden  Argumente  in  sich  über.    Bei  der  Wirkung  der 

VJ  auf  q>  folgt  übrigens,   dass  f'(-^-(p\  (p\   bez.  f{iq>\  <p)   direct 

die  linke  Seite  der  zum  Schema  (  '  j  gehörenden  Gleichung  f{g>',  9) 
ist: 

(12)  r(^V,  9-)== /■(?',  V),    n  =  8Ä  +  3, 

(13)  r{i<p',9)  =f(.9',9),    n  =  8Ä  +  5. 

Einen  dabei  etwa  noch  auftretenden  Factor  denken  wir  mit  in  f 
hineingenommen.  — 

Geht  eine  Moduiargleichung  bei  Yertauschung  der  beiden  Moduln 
in  sich  selbst  über,  so  wird  ihre  linke  Seite  bei  für  unabhängig  an- 
gesehenen Argumenten  sich  jedenfalls  bis  auf  einen  Factor  reproducieren, 
wenn  wir  diese  Argumente  permutieren.  Aber  man  folgert  aus  der 
Irreducibilität  der  Gleichung  gerade  wie  bei  der  ersten  Stufe,  dass  die 
linke  Seite  der  Moduiargleichung  für  diesen  Fall  direct  eine  symmetrisclie 
Fundion  ihrer  beiden  Argumente  sein  muss.  Für  die  9)- Modularglei- 
chungen f{q>\  9))  BS  0  können  wir  bei  unabhängig  gedachten  q/,  q>  im 
Falle  n  e=  8Ä  +  3  nur  erst  die  Gleichung : 
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(14)  f(sp,   -  9,')  =  C  .  f{q>',  q>), 

sowie  weiter  den  Satz  folgern:  Die  ganze  Function  f(^q>\  9>)  der  beiden 

1    I    * 
Veränderlichen  9'  und  9  ist  symmetrisch  in  -~^q>'y  q)  bez.  in  i(p\  % 

je  nachdem  n  =  8Ä  +  3  oder  8ä  +  5  ist.     Um  aber  von  hier  aus 

c  zu  bestimmen;  wolle  man  noch  die  folgende  Überlegung  anstellen: 

Soll  eine  Wurzel  9)'=  q>(R{c}))  unserer  Modulargleichung  unendlich 

werden,  so  muss  R((d)  =  —  werden  mit  a^y=l   (mod.   2);  denn 

es  muss  in  diesem  Falle  nach  I  p.  665  (2)  das  Argument  von  q)  in 
eine  (mod.  2)  mit  co  =  1  äquivalente  Polygonspitze  hineinwandem. 
Nach  der  Gestalt  des  R  (cf.  (3)  p.  120)  folgt  umgekehrt 

(15)  0,  =  ^  =  B-'(^),    a'  =  y'  =  l  (mod.  2), 

so  dass  das  zu  q>'  =  oo  gehörende  <p  gleichfalls  cx)  isi  Da  man 
diese  Überlegung  leicht  umkehrt,  so  folgt  der  auch  anderweit  nutz- 
bringende Satz:  Unter  den  beiden  Grössen  q>'  und  (p  isi  jede  eine 
ganze  algebraisclie  Function  der  andern.  Die  Gestalt  von  f{q>\  (p) 
ist  also: 

(16)  fig>\  9)  =  9)>  +  cyV  +  . . ., 

wobei  in  den  ausgelassenen  Gliedern  die  Exponenten  von  q>'  und  tp 
durchgehends  <  ip  sind. 

In  Formel  (16)  hat  nun  c  offenbar  dieselbe  Bedeutung  wie  in  (14), 
da  ^(n)  für  w  >  2  stets  eine  gerade  Zahl  ist.  Der  Wert  von  c  aber 
entspringt  sofort  aus  dem   Umstände,   dass  f{(p\   ff)  symmetrisch   in 

~^-<p\  (p  bez.  iq>'y  (p  ist;  man  hat  offenbar 

]/2 


(17) 


c  =  ii^^-^  fdrn  =  8Ä  +  3, 

,c  =  (-  1)4^^"^  fürn  =  8Ä  +  5. 


'  Unter   Rückgang   auf  die  Bedeutung   von   ^(n)    ergiebt  sich  hieraus 
schliesslich   der  in  beiden   Fällen  n  =  8Ä  +  3   gültige  Satz:  In  der 

Gleichung  f{%  —  9>')  =  +  f{^>\  9)  9^^^  ^^^  *^  ^^  einen  Fälle  einer 
PrimzcJilpotenz  n  das  untere  Zeichen;  enthält  aber  n  wenigstens  zwei  ver- 
schiedene Primfactoren,  so  gilt  stets  das  obere  Zeiclien, 

§  3.    Grundlegung  der  invariantentheoretiBOhen  Methode  für 
die  Aufstellung  der  Modulargleiohungen. 

Sei  t(cj)  ein  Hauptmodul,  der  für  Transformation  w*®'  Ordnung 
im  ganzen  x  Modulargleichungen  besitzt.    Jede  beliebig  vorgeschriebene 
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unter  denselben  f'{Xf  x)  =  0  können  wir,  wie  bekannt,  aus  einer  ersten 
f{x'^  r)  =  0  dadurch  herstellen,  dass  wir  bei  unverändertem  r  auf  r' 
eine  bestimmte,  der  Gleichung  /"  =  0  zugeordnete,  lineare  r'-Sub- 
stitution  der  Gruppe  Gx  ausüben.  Denken  wir  die  linken  Seiten  der 
X  Modulargleichungen  als  ganze  Functionen  von  x'  und  x  geschrieben, 
so  haben  wir  in  diesem  Sinne  auch  bei  unabhängig  gedachten  r',  r 
die  Identität: 

(1)  .         fV,  r)  «  Const.  (c'r'  +  d'^  ■  fi^^^- ,  ^)  ■ 

Aber  bei  der  soeben  erkannten  Reciprocität  zwischen  ursprünglichem 
und  transformiertem  Modul  können  wir  z.  B.  von  f'{t'y  t)  =  0  aus 
die  übrigen  Gleichungen  auch  dadurch  herstellen,  dass  wir  r'  un- 
verändert  lassen  und  auf  t  die  Operationen  der  Gx  ausüben.  Ins- 
besondere wird  es  eine  bestimmte  Substitution  (   ^  A  in  der  Gx  geben, 

welche  auf  t  angewandt  zu  f{t'y  r)  =  0  zurückführt;  es  wird  in  diesem 
Sinne  die  Gleichung  identisch  bestehen: 

(2)  f{r',  r)  =  Const  {er  +  d^  ■  f  [r,  ?f±^)  • 

Durch  Combination  der  Identitäten  (1)  und  (2)  folgt  als  neue 
Identität 

(3)  f{r',  T)  =  (7 .  (c'r'  +  d'^cr  +  d)^  ■  fl^^",.,  ^  +-^ , 

wobei  C  eine  noch  nicht  näher  bestimmte  numerische  Constante  ist. 

Diese  Identität  benutjsen  wir  nun,  um  von  ihr  aus  eine  invarianten- 
theoretische  Methode  zur  Aufstellung  der  Modulargleichungen  zu  entwickeln. 
Wir  werden  die  betreffende  Methode  am  Schlüsse  des  vorliegenden 
Paragraphen  noch  ausführlicher  bezeichnen;  fürs  erste  geben  wir  eine 
Reihe  von  Vorbemerkungen.  Man  beachte  vor  allem,  dass  für  die 
besondere  Modulargleichung  /'=0  durch  (3)  eine  eindeutige  Beziehung 
der  endlichen  Gruppe  Gx  auf  sich  selbst  begründet  ist,  welche  wir 
durch  die  Nebeneinanderstellung  der  Substitutionen: 

andeuten  können.  Diese  Beziehung  der  Gx  auf  sich  ist  uns  sehr  be- 
kannt: Schreiben  wir  nämlich  die  in  Bede  stehende  Modulargleichung 
ausführlich  /'[t(JB(cö)),  r((D)]  =  0,  so  können  wir,  da  dieselbe  in  co 
identisch  besteht,  auch 

(5)  f[x{RV{a»\  t:(K(c;)J  =  0 
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schreiben.     Hier    wählen    wir   nun    V  aus    der  f^,   und    denken  diese 


X 


Substitution  überdies  bezüglich  f^  reduciert,  so  dass  derselben  eine 
bestimmte  r-Substitution  der  Gx,  etwa  die  zweite  Substitution  (4) 
entspricht.     Mit  f^  wird,  wie  man  sofort   sieht,  auch  f^,  modulo  m 

X 

reduciert,  durch  It  in  sich  transformiert,  so  dass  auch  RVÜr^  der 
r^,   angehört  und,  bezüglich  f^,  reduciert,  auf  eine  weitere  Operation 


X 


der  Gx  führt.  Ein  Blick  auf  (5)  zeigt,  dass  diese  Operation  keine 
andere  als  die  erste  Substitution  (4)  sein  kann.  Die  hier  vorliegende 
Beziehung  der  Gx  auf  sidi  seihst  ist  gerade  die,  welche  wir  sonst  durch 
Transformation  vermöge  R  bewerJcstelligten. 

Solche  zwei  Substitutionen  (4),  wie  wir  sie  nun  zusammen- 
geordnet fanden,  werden  wir  wir  jetzt  als  eine  simultane  Substitution 
der  beiden  Varidbelen  r',  t  bezeichnen;  die  x  simultanen  Substitutionen 
bilden  dann  natürlich,  abstract  genommen,  wieder  unsere  Gruppe  Gx* 
Wollen  wir  also  Gleichung  (3)  vorläufig  dahin  zum  Ausdruck  bringen, 
dass  jede  Modulargleichung  eine  Gruppe  Gx  von  x  unterschiedenen  simul- 
tanen Substitutionen  in  sidi  zulässi. 

Aber  zum  vollen  Wert  gelangen  dieser  Satz  und  die  Gleichung  (3) 
erst  dadurch,  dass  wir  hier  wiederum  die  Jwmogene  Betrachtungsweise 
benutzen.  Wir  werden  also  etwa  t((d)  nach  den  in  I  p.  616  u.  f. 
entwickelten  Regeln  in  den  Quotienten  zweier  Modulformen 
T|(g}^,  (Dg);  7a(G>i;  (»>i)  spalten  und  setzen  hierauf  nach  Anologie  der 
bei  der  ersten  Stufe  getrofiTenen  Massnahmen  (cf.  p.  37) : 

(6)  r/(G}i,  Ö2)  =  '^i  («öl  +  ß^if  ™  *- n^""*)  * 

Die  Substitutionen  (4)  denken  wir  so  gewählt,  dass  ihre  Determinante 
1  ist;  jede  Substitution  (4)  spaltet  sich  alsdann  in  swei  homogene, 
über  deren  Zusammenordnung  eben  durch  die  Festsetzung  (6)  in  ein- 
deutiger Weise  verfügt  ist.  Insgesamt  entspringt  eine  liomogene  G%x 
simultaner  binärer  Substitutionen  der  beiden  Variabelenreihen  Tj',  t,'  und 
Tj,  Tg.     Vor  allem  aber  setzen  wir  nun: 

0)  <y^r,y^f(z\  r)  =  /-(r/,  <;  r, ,  r,), 

wodurch  die  *  linke  Seite  unserer  Modulargleichung  zu  einer  doppelt- 
binären  Form  der  Variabelenreihen  r/,  x^  und  x^ ,  x^  geworden  ist,  und 
zwar  von  der  Dimension  ^  in  jeder  dieser  Reihen,  Die  Gleichung  (3) 
schreibt  sich  daraufhin  in  die  geglättete^Gestalt  um: 

(8)  fiax^+Vz^,  c'r/+  d V;  «^i  +  ^^2>  <^^i  +  dx^  ==  C'  fi^i, <;  ^1» ^»)i 
wo  wir  nur  gegen  (3)  die  Bedeutung  des  numerischen  Factors  C  in 
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zweckmässiger  Weise  modificierten.  Zufolge  (8)  hat  die  doppelt -binäre 
Form  f  die  fundamentale  Eigenschaft j  sich  bei  Ausübung  der  2  k  simul- 
tanen Substitutionen  der  G^n  jeweils  bis  auf  einen  Factor  zu  reproduzieren. 

Die  Constante  C  anlangend  ist  es  besonders  interessant,  dass  wir 
in  den  weitaus  meisten  Fällen  den  Wert  derselben  durch  rein  gruppen- 
theoretische Schlussweisen  von  vornherein  angeben  können.  Es  liegt 
dies  daran,  dass  wir  die  Structur  der  jeweils  in  Betracht  kommenden 
Gruppe  Gn  von  früher  her  kennen.  Nehmen  wir  z.  B.  w  =  5, 
und  also  den  Fall  des  Ikosaeders,  so  ist  G^x  die  homogene  Ikosaeder- 
gruppe.  Aber  die  letztere  lässt  sich  bekanntlich  aus  zwei  Sub- 
stitutionen S,  T  erzeugen,  von  denen  die  erste  die  Periode  fünf,  die 
zweite  die  Periode  vier  hat,  während  {STf  =  1  ist.  T^  besteht  im 
Zeichenwechsel  der  vier  Grössen  r,,  r/,  und  hierbei  bleibt  /  sicher 
unverändert.  Bei  Ausübung  von  T  kann  also  f  höchstens  noch  einen 
Zeichenwechsel  erleiden:  Cr=  +  1;  während  f  bei  Ausübung  von  S, 
allgemein  zu  reden,  eine  multiplicative  fünfte  Einheitswurzel  annimmt: 
Cs  =  «\  Hier  aber  muss,  da  ST  von  der  Periode  drei  ist,  +  «"  eine 
dritte  Einheitswurzel  sein,  und  also  ist  Gs  =  Cr=  +  1.*)  Die  linke 
Seite  f{liy  t^\  5i?  £2)  ^**^  Modulargleichung  fünfter  Stufe  bleibt  absolut 
invariant  gegenüber  allen  120  simultanen  binären  Substitutionen  der  6^120- 

Das  gleiche  Resultat  ergiebt  sich  für  die  bei  m  =  3  auftretenden 
S-Modulargleichungen,  während  wir  bei  m  =  2  und  4  für  die  Modular- 
gleichungen von  k  und  [i  durch  Anwendung  der  gekennzeichneten 
gruppentheoretischen  Schlussweise  nur  erst  C  =  +  1  folgern  können, 
um  für  w  =  16  die  Modulargleichungen  von  q>((o)  noch  etwas  aus- 
führlicher zu  betrachten,  so  ist  hier  die  homogene  Diedergruppe  G^2 
zu  Grunde  zu  legen.  Dieselbe  lässt  sich  aus  einer  Substitution  S  der 
Periode  acht  und  einer  zweiten  T  der  Periode  vier  erzeugen,  deren 
Product  ST  gleichfalls  die  Periode  vier  aufweist.  Statt  S  und  T 
können  wir  aber  auch  T  und  ST  als  Erzeugende  dieser  ögg  ansehen, 
und  nun  bemerkt  man  leicht  wieder,  dass  sowohl  gegenüber  T  wie 
ST  die  Form  f{(pi,  q>2]  9i,  92)  entweder  unverändert  bleibt  oder 
Zeichenwechsel  erfährt:  Die  linke  Seite  f((pi,(p^''^  9i?92)  ^*^*^  q)'Modular' 
gleichung  bleibt  gegenüber  den  32  homogenen  simultanen  Substitutionen  der 
(tj,  entweder  durchaus  unverändert  oder  wechselt  doch  nur  ihr  Zeiclien. 
Einzig  für  die  bei  der  Stufe  w  =  48  eintretenden  Modulargleichungen 

von  j/A(A  —  1)  gelingt  die  Bestimmung  von  C  mit  Hülfe  solcher 
gruppentheoretischer    Überlegungen    allein   noch   nicht,   weil    nämlich 


*)  Es  ist  dies  genau  dieselbe  Schlnssweise ,  die  bereits  in  Bd.  1  p.  694  zur 
Verwendung  kam. 

Klein-Fricke,  Modolfonctionen.  ü.  9 
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hier  Gx  eine  cyclisclie  G^i  wird.     Doch  betrachten  wir  diese  Modular- 
gleichuDgen  an  gegenwärtiger  Stelle  nicht  besonders. 

So  oft  C  nicht  mehr  durchgängig  +  1,  sondern  +  1  ist,  muss 
offenbar  gerade  der  Hälfte  der  Substitutionen  von  G^^  der  Wert  (7«=  +  1 
zukommen,  der  andern  Hälfte  C= —  1.  Jene  k  Substitutionen  mit 
C  =  +  1  müssen  alsdann  eine  innerhalb  G^»  ausgezeichnete  Unter- 
gruppe Gx  bilden,  die  bei  Fortgang  zur  nicht-homogenen  Schreib- 
weise eine  innerhalb  Gx  ausgezeichnete  Gx  ergiebt*).     So  ist,  wofern 

für  m  =  4  wirklich  (7  «=  +  1  auftritt,  Gx  die  in  der  Oktaedergruppe 

y 

ausgezeichnet  enthaltene  Tetraedergruppe,  für  m  =  2   die  in  der  G^ 
enthaltene  cyclische  G^\  für  m  =  16  aber  wäre  Gx  eine  von  den  drei 

in  der  Dieder-6ri6  ausgezeichnet  enthaltenen  Untergruppen  Gg.**) 

Immer  haben  wir  jetzt  eine  G^x  oder  doch  eine  Gx  homogener 
simultaner  Substitutionen  unserer  doppelt-binären  Formen  f  in  sich 
nachgewiesen  und  gründen  nun  auf  dieses  Resultat  die  folgende 
Methode  der  Aufstellung  der  Formen  f{t^,  t^\  r^',  r^:  Statt  direct 
die  Gestalt  von  f  m  untersuchen ,  stellen  wir  uns  vielmehr  die  Aufgabe, 
vorab  allgemein  die  doppelt-binären  Formen  gleicher  Dimension  in  r^',  x^ 
und  Tj,  T2  an0Hgeben,  welche  im  Einzelfall  gegenüber  der  Gruppe  der 
simultanen  Substitutionen  den  CJiarakter  der  (absoluten)  Invarianz  besitzen. 
Wir  gehen  insbesondere  darauf  aus,  immer  die  vollen  Systeme  solcher 
Formen  zu  gewinnen;  denn  hernach  werden  wir  die  linken  Seiten  der  in 
Betracht  kommenden  Modulargleichuyigen  (unter  Rücksichtnahme  atif 
deren  Dimension  tp)  als  ganze  rationale  Functionen  der  Formen  jenes 
vollen  Systems  mit  Hülfe  einiger  unbekannten  numerisclien  Coefficienten 
sofort  hinschreiben  können.  Wie  wir  diese  letzteren  bestimmen  mögen, 
wird  Gegenstand  weiterer  Überlegungen  sein  müssen;  zunächst 
bringen  wir  den  hiermit  exponierten  invariantentheoretischen  Ansatz 
durch  Betrachtung  einiger  Beispiele  zur  wirklichen  Durchbildung. 

§  4.    Von  der  Bildung  der  vollen  Formensysteme  durch  Polarisation 

im  Falle  der  Cogredienz***). 

Die    Durchführung   des    soeben   entwickelten    Ansatzes    hängt   in 
erster  Linie  davon  ab,  welcher  Art  die  öfter  genannte  Beziehung  der 


'*')  Die  hier  vollzogene  Schlnssweise  wurde  bereits  in  Bd.  I  p.  624  bei  den 
Wurzeln  aus  A  zur  Anwendung  gebracht. 
**)  Cf.  I  p.  466  u.  f. 

***)  Man  vgl.  zu  diesem  Paragraphen  die  Lehrbücher  der  Invariantentheorie, 
z.  B.  Clebsch,  Tlieorie  der  binären  algebraischen  Formen  (Leipzig,  1872),  erster 
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Gruppe  6r2x  auf  sich  selbst  im  Einzelfalle  ist.  In  dieser  Hinsicht  ist 
offenbar  der  denkbar  einfachste  Fall  der,  dass  jede  Operation  der  Gix 
sich  selbst  zugewiesen  ist;  in  diesem  Falle  erfahren  die  binären 
Variabelen  t/,  r^'  gleichzeitig  immer  dieselbe  Substitution  wie  r^,  Tjj, 
und  es  sind  demnach  beide  Systeme  als  cogredient  zu  bezeichnen*). 
Wollen  wir  sogleich  entwickeln,  welche  Überlegung  in  diesem  Falle 
der  Cogredienz  zur  Gewinnung  eines  gewünschten  vollen  Formen- 
systems hinführt!  Es  handelt  sich  dabei  um  einen  in  der  luvarianten- 
theorie  wohlbekannten  Ansatz,  den  wir  hier  in  aller  Kürze  ableiten 
mögen. 

N  Sei  f{tiy  Tg';  Tj,  z^)  oder  kürzer  f(ti\  t,)  irgend  eine  doppelt- 
binäre Form  1/**'  Dimension  in  jeder  Variabelenreihe,  welche  gegenüber 
der  Gix  Invarianz  besitzt;  durch  Identischsetzen  der  beiden  Yariabelen- 
reihen,  r/=T,-,  entspringt  aus  /*  eine  einfach-binäre  Form: 

(1)  A^i;  ^2;  ^1?  ^2)  =P(^u  ^2) 

der  Dimension  2i/,  welche  gleichfalls  gegenüber  den  Operationen  der 
Gix  unverändert  bleibt.  Von  letzterer  Form  bilde  man  nun  die 
V**  Polare  nach  r/,  t^    und  benutze  für  dieselbe  die  Bezeichnung: 

(2)  Pv(ri    Tg  ;  r^,  Tg)  =  -^^  (^/^  +  ^2'^^J  ; 

wobei  rechts  eine  bekannte  symbolische  Schreibweise  für  die  höheren 
Ableitungen  von  g  gebraucht  wurde.  Es  ist  ein  in  den  Elementen 
der  Invariantentheorie  zu  beweisender  Satz,  dass  eine  Form  ^(r^,  r^) 
jede  ihrer  Polaren  als  Covariante  besitzt,  sofern  nur  die  neuen  Varia- 
belen mit  den  alten  cogredient  sind;  es  ist  also  auch  Pv(r/,  t/)  eine 
zur  G^x  gehörende  Invariante. 

Wolle  man  nun  ferner  vermöge  des  Euler'schen  Satzes  von  den 
homogenen  Functionen  aus  (2)  den  Schluss  ziehen,  dass 

(3)  9r(ti,    Tg;    Ti,   Tg)  =  //(Tj,   Tg) 

ist;  eben  deswegen  muss  mit  Bücksicht  auf  (1)  die  Differenz 

(4)  /*(t/,  <;  r,,  Tg)  -  ^,(r/,  r^';  r^,  r^) 

unter  der  Bedingung  r/  =  r,  mit  Null  identisch  werden.  Aber  dieser 
Umstand  ergiebt  wiederum  als  Folgerung,  dass  die  Form  (4)  die 
Determinante: 

(5)  (r,  r)  =  r/rg  —  r^Tg' 

als  Factor  besitzen  muss,  so  dass  wir  die  Identität  gewinnen: 

Abschn.  §  7   oder  Gordan,  Vorlesungen  über  Tnvariantenth^orie  (herausgegeben 
von  Kerschensteiner,  Leipzig  1887),  IT,  1,  §  7. 
*)  Cf.  „Ikop."  p.  232. 

9* 
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(6)  /*(r/,  r/ ;  r^,  x^)  =  g^{ti,  r,)  +  (r ,  r)  •  A-i(r/,  r,-), 

wobei  fy—\  eine  doppelirbinäre  Form  {y — 1)*"  Dimension  in  jeder 
der  beiden  Variabelenreiben  ist. 

Die  Determinante  (5)  ist  durch  die  Eigenschaft  ausgezeichnet,  bei 
allen  simultanen  Substitutionen  der  cogredienten  r/,  xi  unverandert  zu 
bleiben ,  da  wir  ja  diese  Substitutionen  als  solche  der  Determinante 
+  1  fixierten;  (r',  t)  benennen  wir  dieserhalb  als  ideniische  Invarianie. 
Mit  Rücksicht  hierauf  folgt  aus  der  Identität  (6)^  dass  auch  /,.!  bei 
allen  2x  Operationen  der  Gix  unverändert  bleiben  muss.  Jetzt  aber 
wiederholt  sich  derselbe  Gedankengang,  den  wir  in  der  That  auf 
fr  —  i  gerade  so  gut  anwenden  können,  wie  wir  ihn  soeben  auf  f 
selbst  anwandten.  Wir  werden  zu  einer  mit  (6)  gleichgebildeten  Iden- 
tität gelangen: 

/;_i(r/,  T.)  =^y_i(r/;  ri)  +  (r,  r)  •/;_2(r/;  r,), 

und  indem  wir  dieselbe  Schlussweise  jetzt  auf  fr—i  und  so  fort  im 
ganzen  v  Male  hinter  einander  anwenden,  alsdann  aber  aus  allen 
diesen  Gleichungen  /*«•— i,  /V— 2  n.  s.  w.  eliminieren,  entspringt  schliess> 
lieh  die  Identität: 

(7)  f{t/]  r.)  =gr+  {x,  r) •  g^-i  +  (x,  xf  •  g^-i  H [-  (r,  xY-g^. 

Es  bedeuten  also  hierin  die  gf^  stets  fi^  Polaren  einfach-binärer  Formen 
2fA*®'  Dimension f  die  im  oft  genannten  Sinne  mr  Ö2x  gehören;  aus  solchen 
Polaren  und  übrigens  der  identischen  Invariante  (x',  x)  lässt  sich  jede 
oben  charakterisierte  Form  f{xi\  r,)  rational  und  ganz  zusammensetzen. 

Im  Gebiete  der  einfach-binären  Formen  lassen  sich  alle  für  die 
einzelne  Gix  in  Betracht  kommenden  Formen  bei  den  von  ims  zu 
untersuchenden  Fällen  stets  aus  drei  speciellen  Formen  ihrer  Art 
Fif  F^j  F^  rational  und  ganz  aufbauen,  und  zwar  sind  diese  Formen 
selbstverständlich  von  gerader  Dimension  (weil  sie  doch  auch  bei 
gleichzeitigem  Zeichenwechsel  von  r^,  x^  unverändert  bleiben).  Da 
andrerseits  die  Polare  einer  Summe  gleich  der  Summe  der  Polaren  der 
einzelnen  Glieder  ist,  so  werden  wir  also,  um  alle  Polaren  g^  rational 
und  ganz  darstellen  zu  können,  offenbar  nur  die  Formen  FlF^F\  mit 

beliebigen  ganzen  positiven  Zahlen  a,  /5,  y  in  bezeichneter  Weise 
polarisieren  müssen.  Diese  Aufgabe  aber  reduciert  sich  durch  folgen- 
den Gedankengang:  Sei  die  Gesamtdimension  von  F^F^F\  die  2v*® 
und  Gy(xi\  Xi)  ihre  v^  Polare,  seien  femer  G^ix/,  t,),  ^^(r/,  r,),  G^(x/,  Xi) 
die  von  J\,  F^,  F^  zu  gewinnenden  Polaren  gleicher  Dimension  in 
den  ursprünglichen  wie  neuen  Veränderlichen.  Es  folgt  dann  durch 
die  nämliche  Überlegung,  welche  vorhin  zur  Formel  (6)  führte,  jetzt 
die  Identität: 
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(8)  a.(x[,  rO  =  G?G/öJ  +  (r-,  r)  •  /;_.«,  r,), 

wobei V^—i  eine  inyariante  Form  von  der  Dimension  {y  —  1)  in  jeder 
Variabelenreihe  ist.  Hier  müssen  wir  nun  Formel  (8)  mit  (7)  zu 
einem  recurrenten  Process  vereinigen:  /i__i  stellen  wir  nach  (7)  durch 
{x\  r)  und  Polaren  einfach-binärer  Formen  dar,  deren  Dimension 
^  2v  —  2  ist.  Diese  letzteren  Formen  schreiben  wir  wieder  als 
Summen  von  Gliedern  F^F^F^  hin  und  haben  nun  ihre  Polaren  nach  (8) 
aus  (r',  x)j  G^fG^yG^  sowie  solchen  Formen  /*(r/,  r,)  ganz  und  rational 
zusammenzusetzen,  deren  Dimension  in  der  einzelnen  Variabelenreihe 
nunmehr  ^v  —  2  ist.  Man  überblickt  sofort,  wie  der  hiermit  ein- 
geleitete Process  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Schritten  zum  Ab- 
schluss  Itommt,  und  gewinnt  insbesondere  als  Hauptsatz:  Jede  gegen- 
über den  2x  simultanen  SuJbstituüonen  der  G^x  invariante  doppelt-binäre 
Form  gleicher  Dimension  in  den  beiden  Variabelenreihen  ist  rational  und 
gang  darstellbar  in  (r',  t),  Gi(ti,  ti),  G^(r{^  ri\  G^{zi,  Xi). 

Hiermit  ist  die  Frage  nach  dem  vollen  System  doppelt-binärer 
Formen  im  Falle  der  Cogredienz  zur  vollen  Erledigung  gebracht. 

§  5.    Von  der  Tragweite  des  Falles  der  Cogredienz. 

Ehe  wir  nach  den  Regeln  des  vorigen  Paragraphen  volle  Formen- 
systeme wirklich  herstellen,  müssen  wir  uns  über  die  Tragweite  des 
bislang  allein  betrachteten  Falles  der  Cogredienz  unterrichten.  Wir 
müssen  zu  dem  Zweck  die  folgende  gruppentheoretische  Überlegung 
anstellen,  bei  der  wir  uns  auf  die  nicht- homogene  Gruppe  Gn  be- 
schränken dürfen,  und  die  speciell  für  n  «=  5  bereits  „Ikos."  p.  232  u.  f. 
besprochen  wurde. 

Wir  können  sogleich  x  Arten  angeben,  die  Gruppe  G^  auf  sich 
selbst  holoedrisch  isomorph  zu  beziehen,  indem  wir  nämlich  Gx  nach 
einander  durch  ihre  x  Substitutionen  transformieren  und  dabei  im 
Einzelfall  immer  die  transformierte  Substitution  der  ursprünglichen 
zuordnen.  Soll  eine  dieser  Zuordnungen  die  identische  sein  und  also 
zu  Cogredienz  führen,  so  muss  die  zur  Transformation  benutzte  Sub- 
stitution der  Gtc  innerhalb  dieser  Gruppe  ausgezeichnet  sein,  und  solches 
gilt  bei  den  für  uns  in  Betracht  kommenden  Gruppen  in  der  Begel 
nur  von  der  Identität;  die  einzige  Ausnahme  ist  die  Diedergruppe 
G%v  von  geradem  v,  wo  sich  in  der  That  neben  1  noch  eine  ausge- 
zeichnete Fj  vorfindet*).   Wir  gelangen  also  in  gekennzeichneter  Weise 

*)  Von  den  Modnlargleichongen  fflr  |/z(X  —  1),  bei  denen  G^  cyclisch 
wird,  sehen  wir  der  Kürze ' halber  ab,  zamal  da  diese  Gleichungen  von  anderer 
Seite  ausgiebig  betrachtet  worden  sind  (cf.  unten). 
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im  ganzen  zu  x,  bez.  beim  Dieder  mit  geradem  v  zu  ^  verschiedenen 

Beziehungen  der  Gx  auf  sich  selbst. 

Liege  nunmehr  irgend  eine  beliebige  holoedrisch  isomorphe  Be- 
ziehung der  Gx  auf  sich  selbst  vor,  so  werden  wir  von  ihr  aus  gleich 
im  ganzen  x  bez.  ^x  solche  Beziehungen  herstellen  können,  wenn  wir 
nämlich  in  der  schon  eben  bezeichneten  Weise  hinterher  noch  durch 
die  Operationen  der  Gx  transformieren.  Diese  x  bez.  ^x  Beziehungen 
fassen  wir  zu  einer  Glosse  zusammen;  findet  sich  in  derselben  die 
identische  Zuordnung,  so  kommen  wir  offenbar  zu  jener  ersten  Olasse 
zurück,  welche  wir  nun  auch  als  die  „Classe  der  Cogredienz"  be- 
zeichnen können.  Diese  besondere  Classe  der  Cogredienz  existiert 
natürlich  für  jede  Gruppe  Gx*  Ob  darüber  hinaus  noch  weitere 
Classen  vorkommen,  hängt  selbstverständlich  von  der  Eigenart  der 
Gruppe  Gx  ab;  immer  aber  ist  evident,  dass  die  Anzahl  aller  mag- 
Hellen  Beziehungen  der  Gx  auf  sich  selbst  ein  Mulüplum  von  x  bez.  ^x 
ist,  und  dass  der  Quotient  aus  dieser  Anzahl  und  x  bez.  ^x  die  Zahl 
der  Classen  giebt 

Für  unsere  invariantentheoretischen  Fragen  nach  doppelt-binären 
Formen,  welche  der  einzelnen  Zuordnung  der  Gx  angehören,  werden 
wir  alle  x  bez.  ^x  Zuordnungen  der  einzelnen  Classe  gleich  miter- 
ledigt haben,  wenn  wir  nur  für  eine  unter  ihnen  das  volle  Formen- 
system berechnet  haben.  Offenbar  treten  hier  ganz  dieselben  Verhält- 
nisse ein,  wie  bei  den  Modulargleichungen  selbst:  In  dem  Formen  jenes 
vollefi  Systems  werden  tvir  nach  einander  etwa  bei  unveränderten  r/,  rg' 
auf  Tj,  Tg  alle  Substitutionen  der  homogenen  G%x  ausüben,  um  für  alle  x 
bez.  J  X  in  Bede  stehenden  Beziehungen  der  Gruppe  auf  sich  selbst  die 
vollen  Formcnsysteim  zu  gewinnen.  Der  blosse  Zeichenwechsel  von 
Tj,  Tg  ergiebt  dabei  keine  wesentlich  neue  Formen,  und  beim  Dieder 
uiit  geradem  v  wird  auch  die  ausgezeichnete  V^  im  wesentlichen  auf 
dasselbe  Formensystem  zurückführen. 

Jetzt  ist  es  für  den  Fortgang  der  Betrachtung  fundamental,  dass 
wir  für  alle  zu  betrachtenden  Gruppen  von  vornherein  die  Anzahl  aller 
isomorphen  Beziehungen  der  einzelnen  Gx  auf  sich  selbst  angeben 
können,  wie  wir  solches  zunächst  an  der  Ikosaedergruppe  Gq^  in  folgen- 
der Weise  erläutern.  Die  G^^  lässt  sich  aus  zwei  ihrer  Substitutionen 
Vr^jV^  mit  (Ff^Fo)^=l  erzeugen.  Bei  einer  ßeziehung  der  Gq^  auf 
sich  selbst  entsprechen  den  F5,  V^  wiederum  zwei  Substitutionen  Vj^,V^ 
mit  {Y^V^y  =  \j  und  andrerseits  werden  wir  stets  eine  isomorphe 
Beziehung  der  G^  auf  sich  selbst  dadurch  definieren  können,  dass 
wir    irgend    zwei    derartige    Substitutionenpaare    F5,  V^    und    F5',  V^ 


aus 
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einander  entsprcTchen  lassen*).  Nun  fanden  wir  bereits  in  I  p.  481,  dass 
es  120  Paare  F5,  Fg  fraglicher  Art  in  jeder  G^q  giebt,  und  also  lässt 
sich  eine  Ikosaedergrnppe  auf  120  Arten  isomorph  auf  sich  selbst  beziehen; 
diese  120  Arten  werden  zwei  Classen  bilden,  von  denen  die  eine  diejenige 
der  Cogredienz  ist**). 

Es  fragt  sich  jetzt,  ob  bei  der  Transformation  n*^  Ordnung  fünfter 
Stufe  thatsächlich  beide  Classen  zur  Geltung  kommen;  dem  ist  in  der 
That  so,  wie  wir  leicht  ins  einzelne  ausführen.  Für  den  Transforma- 
tionsgrad n  haben  wir  nämlich  die  Fallunterscheidung  n  ee  + 1,  +  2, 
(mod.  5)  zu  treflFen.     Der  erste  Fall  n  e^  1  gehört  ersichtlidi  zur  Classe 

der  Cogredienz  y   zu   welcher  das  Schema   L.'     j    unmittelbar  hinführt. 

Beim  zweiten  Fall  w  =  —  1  entsprechen  den  homogenen  Substitutionen 

S,  1\  sofern  wir  wieder  das  Schema  (^'  1  )  ^^  Grunde  legen,  die  neuen 

g—i^  T—^.    Aber  diese  Substitutionen  genügen  den  Congruenzen: 
S-'^U-'SU,    T-^  =  U-'TU,    (mod.  5), 

unter  U  die  homogene  Substitution  f    '     j  verstanden,  gehen  also 

8  und  T  vermöge  Transformation  durch  eine  Operation  der  G,;y  selbst 
hervor.     Demnach  führt  auch  m  ~  —  1  zur  Classe  der  Cogredienz,  und 

wir  werden,  sofern  wir  immer  beim  Schema  (^'  .  j  verbleiben  wollen,  ein 

volles  Fennensystem  für  w  r~-  —  1  aus  demjenigen  der  Cogrcdietiz  dadurch 
aüeiten,  dass  wir  im  letzteren  —  ttjli  ein  Stelle  von  gi,  fg  setzen.  Die 
beiden  rückständigen  Fälle  n  riE  +  2  führen  aber  notwendig  zur 
zweiten  Classe,  welche  wir  als  die  Classe  der  Digredienz  bezeichnen 
mögen***).     In   der  That  sind   ja  die  Operationen  S^-,  welche  bei 

Gebrauch  des  Schemas  ( ^'     j  der  Operation  S  zugeordnet  sind,  inner- 

* 

halb  der  G^^^^  wohl  unter  einander,  aber  nicht  mit  S  gleichberechtigt. 
Die  Fälle  w  =e  +  2  (mod.  5)  werden  also  durch  die  Regeln  des  vorigen 
Paragraphen  noch  nicht  mit  erschöpft;  wir  müssen  ihnen  vielmehr 
weiter  unten  eine  besondere  Betrachtung  widmen. 

*)  Cf.  I  p.  455  u.  f. 
**)  Vgl.  hierzu  „Ikos."  1.  c. 

***)  In  den  Vorlesungen  über  das  Ikosaeder  ist  der  eben  gemeinte  Fall  als 
derjenige  der  Contragredicnz  bezeichnet.  Es  erscheint  aber  zweckmässig  statt 
dessen  die  im  Texte  befürwortete  Bezeichnung  zu  gebrauchen,  weil  nämlich  der 
Begriff  der  Contragredienz  weiter  unten  in  einer  typischen,  hier  aber  nicht  vor- 
liegenden Bedeutung  gebraucht  wird. 
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Jetzt  beachte  man  gleich  weiter:  Die  Oktaedergrappe  G^^  enthält 
sechs  V^y  und  insofern  Yon  jeder  Oktaederecke  vier  Kanten  auslaufen, 
lassen  sich  jeder  F^  vier  V^  zuordnen,  welche  (V^^V^y^^^l  liefern.  Die 
G24,  lässt  sich  daher  nur  in  24  Arten  isomorph  auf  sich  selbst  be- 
ziehen, so  dass  hier  einzig  die  Classe  der  Cogredienz  existiert.  FQr  die 
Tetraedergruppe  (t^  weisen  wir  sofort  24  Paare  F,,  F,  mit  (FjFj)*««  1 
nach.  Hier  entspringen  also  zuvörderst  zwei  Classen,  die  aber  offenbar 
in  eine  zusammengehen,  sobald  wir  zur  Transformation  der  Gi^  auch 
noch  die  Substitutionen  derjenigen  Oktaedergruppe  zulassen,  in  welcher 
G12  ausgezeichnet  enthalten  ist:  Für  die  Modulargleichungen  van  ft(ai) 
und  ^(ai)  werden  uns  also  die  vollen  Formensysteme  bereits  erschöpfend 
durch  die  Folarisationsprocesse  des  vorigen  Paragraphen  geliefert. 

Es  bleibt  endlich  der  Fall  einer  Diedergruppe  G%vy  welche  wir 
aus  zwei  nicht-homogenen  Substitutionen  s  und  t  erzeugen,  die  den 
Bedingungen  genügen: 

s^  =  \^    ^2*=1,    (sO*  =  l. 

Unter  den  Substitutionen  s'*  haben  fp{y)  die  Periode  1/;  irgend  eine 
derselben,  mit  einer  der  v  Substitutionen  s^'t  combiniert,  ergiebt  G^r» 
Letztere  Gruppe  lässt  sich  also  in  v(p{y)  Arten  isomorph  auf  sich 
selbst  beziehen,  und  diese  Arten  bilden  ^fpiy)  bez.  (p{y)  Classen,  je 
nachdem  v  ungerade  oder  gerade  ist.  Für  1/  «=  3  haben  wir  nur  die 
eine  Classe  der  Cogredienz,  so  dass  für  die  hei  m  =  2  eintretenden 
l' Modulargleichungen  die  Folarisationsprocesse  des  vorigen  Paragraphen 
eine  erschöpfende  Grundlage  abgehen.    Für  die  bei  m  =  16  eintretenden 

Modulargleichungen  von  fp{(o)  =  yTc{ai)  entspringen  zunächst  vier 
Classen,  von  denen  jedoch  nur  zwei  bei  Transformation  w*®'  Ordnung 
wirklich  zur  Geltung  kommen.   Als  Operationen  Syt  haben  wir  nämlich: 

ni 

(1)  s(9)  =  e*  9,     t{tp)  =  ^y 

welche  nach  der  Tabelle  (5)  in  I  p.  670  bez.  den  Modulsubstitutionen 

\o'  1/'    \/  1/  ^^^P'^ßclißii-     Legen  wir  nun  bei  Transformation  n^ 

Ordnung  das  Schema  (^  j  zu  Grunde,  so  werden  offenbar  den  beiden 
Substitutionen  (1)  die  nachfolgenden  zuzuordnen  sein: 


itx  n 


(2)  s'{<p)  =  e*   9>,    tXg>)  =  ±. 

Hier  liegt  für  n  =  8Ä  +  1  direct  Cogredienz  vor;  aber  auch  in  dem 
Falle  n  =  8h  —  1  befinden  wir  uns  in  der  Classe  der  Cogredienz, 
indem  nämlich 
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hier  zutrifift.  In  eine  zweite  Classe  gehören  indessen  die  beiden  Fälle 
n  3s  8A  +  3;  aber  man  halte  fest,  dass  auch  hier  wieder  die  für 
n  =  8A  —  3  durch  (1)  und  (2)  festgelegte  Beziehung  der  G^^  auf  sich 
selbst  durch  Transformation  vermöge  t  in  die  für  n  =  8Ä  +  3  gültige 
.übergeführt  wird.  Sollen  wir  die  beiden  hiermit  zur  Geltung  gekom- 
menen Classen  wieder  als  diejenigen  der  Gogredienz  und  Digredienz 
unterscheiden ;  so  wolle  man  anmerken:  Für  die  hei  n  =  8Ä  +  1  ^^' 
tretenden  Fälle  der  Cogrediene  geben  die  Entwicklungen  des  vorigen  Parch 
graphen  eine  erschöpfende  Grundlage;  die  Fälle  der  Digredienz,  nämlich 
n  =  8A  +  3,  bleiben  noch  m  erledigen. 

§  6.    Aufstellung  der  vollen  Formensysteme  für  die  bei  m  =  b 
auftretenden  Modulargleichungen  des  Ikosaeders. 

Aus  dem  gesamten  Gebiete,  welches  unsere  bisherige  Betrachtung 
umspannt;  wählen  wir  uns  jetzt  zur  besonderen  Discussion  einerseits 
die  Modulargleichungen  fünfter  Stufe,  sodann  aber  die  bei  m^=^\Q 
auftretenden  Modulargleichungen  von  q>{(o).  Nur  für  diese  werden 
wir  demnach  die  vollen  Formensysteme  aufstellen  und  haben  hierbei 
offenbar  Gelegenheit,  die  beiden  einzigen  durch  die  Betrachtung  der 
Cogredienz  noch  nicht  miterledigten  Fälle  der  Untersuchung  zu  unter- 
ziehen. Zunächst  stellen  wir  die  g- Formen  auf;  es  ist  dabei  im 
Interesse  einer  übersichtlichen  Bezeichnungsweise  wünschenswert,  wenn 
wir  die  transformierten  g^,  g^  nicht  wie  bisher  durch  f/,  i^j  sondern 
durch  eine  specielle  Benennung,  etwa  i/^,  i^^  auszeichnen.  Um  übrigens 
in  i^y  ^  wirklich  Modulformen  fünfter  Stufe  zu  besitzen,  müssen  wir 
jetzt  unter  g^,  ^  diejenigen  Grössen  verstehen,  welche  wir  früher  mit 
Ui  S*  bezeichneten  (cf.  I  p.  631  (9)).  Als  Erzeugende  Ä,  T  der  homo- 
genen Ikosaedergruppe  haben  wir  demgemäss  die  1.  c.  unter  (10)  ge- 
gebenen Substitutionen  in  Ansatz  zu  bringen.  Des  näheren  unter- 
scheiden wir  nun  gleich  zwischen  Cogredienz  und  Digredienz. 

Erstlich  im  Falle  der  Gogredienz  sind  die  Erzeugenden  der  G^^q 
der  simultanen  Substitutionen: 

Vö  V  =  +  (6  -  Oiy,  -  (e^  -  a«H, 
(1)  V^%  =  -  (a^  -  e')Vi  -  (^  -  e')v,  5 


T: 


l]/5  g,'  =  -  (£« -  £3) g,  -  (a  -  e')t,. 
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Das  volle  Formensystem  umfasst  ueben  der  identischen  Invariante 
\^^Vitt  —  Viti  die  sechste,  bez.  zehnte  und  fünfzehnte  Polare  der 
drei  wohlbekannten  Ikosaederformen  f,  H,  T.  Die  Berechnung  dieser 
Polaren  ist  in  den  Vorlesungen  über  das  Ikosaeder  auf  p.  215  durch- 
geführt; CS  sind  nämlich  die  dort  angegebenen  Formen  B',  C,  D  ge- 
radezu die  fraglichen  Polaren,  wenn  wir  nur  statt  der  1.  c.  gebrauchten 
Grössen  Ag,  Aj,  A^  deren  Bedeutung: 

\  =  —  h  {Viti  +  Vsti) ,     Ai  =  !?,&,,     Ag^  — ij.gi 

eintragen  (cf.  „Ikos."  p.  211).    Unter  Festhaltung  am  Schema  l'  .  j 

der  Transformation  findet  sich  solcherweise  erstlich  für  den  Fall 
»  ==  5A  -|-  1  als 

volles  Formensystem  der  tji ,  §,  für  n  '=E2l  (tnod.  5)  ; 
Ai  =»?iS2  —  ni^u 

A,  =  42(i,,g,  +  ri.Q^nm  -  nHi') 

•  {2i(v,*5/'  +  nn^)  +  I75t,,.,„s,g,(i,.»g,»  -f  nHx'') 

-f  \'i<^Wni%.'t?WU  +  %H.*) 

•  { ii('?i''g/+  %'r.O  +  75i,i.,,g,J;,(i?i'?.-'  +  nil^) 

+  225,,,=',,/g.='g./(ij.«e,''-f  .//Si«) 

+  2275  n,%n.'UWt^  +  'j/Si')  +  3003  n^n^i^U  \  ■ 

(n   0\ 
Wenn  wir  jetzt  auch  im  Falle  n  =  5Ä  —  1  das  Schema   ( ^'     j 

der  Transformation  beibehalten,  so  wird  das  bezügliche  Formensystem 
nach  den  Regeln  des  vorigen  Paragraphen  dadurch  entstehen,  dass 
man  bei  unveränderten  i^,  an  Stelle  von  £i,  %,^  einfach  —  J^,,  Jj  schreibt. 
So  entspriugt  als 


(2) 
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volles  Formensystefn  der  rii,  gi  ßr  n  ^  —  1  (mod.  5) : 

.gx  (Bl(^l,    %]     tu    Q    =   \(VU    Vi]     —    S2;    5l)    =   ^iSl    +    ^2^2, 

1b*(^i,  )?2;  ti,  Sa)  ^  Ax.(i?i,  i?»;  —  Ss,  5i);  *  =  6, 10, 15. 

Auch  fiir  den  Fall  der  Digredienz  ist  (auf  Grund  Gordanacher 
Untersuchungen)  das  volle  System  der  doppelt-binären  Formen  in  den 
Vorlesungen  über  das  Ikosaeder  aufgestellt,  wo  man  dasselbe  p.  196 
oben  Yorfindet.  Da  es  indessen  schwer  halten  könnte,  jene  Ent- 
wicklungen ausser  dem  Zusammenhange  zu  überblicken,  so  mögen  wir 
hier  in  Kürze  einen  Gedankengang  skizzieren,  der  zu  jenen  Formen 
hinführt.  Wir  setzen  n  f-~  2  (mod.  5)  voraus  und  haben  dann  den 
homogenen  Substitutionen  5,  T  die  beiden  folgenden  Operationen  zu- 
zuordnen: 

Die  Enseugcuden  der  6r,2o  der  120  simultanen  Substitutionen  sind 
demgemäss: 

(V'>nt  =-(£*  —  €*)i?,  -  (c  — «')»/«; 
V55/  =  +  («-**)e,-(s*-«*)g.; 

Die  einzelne  ^-Substitution  geht  also  dadurch  in  ihre  entsprechende 
t;-Substitution  über,  dass  man  s^  an  Stelle  von  s  setzt;  bei  dieser 
Ersetzung  muss  zugleich  das  Zeichen  von  Yb  '=  s  -{-  e^  —  s^  —  e^  ge- 
wechselt werden. 

Die  gesuchten  Formen  sind  nun  jedenfalls  ganze  homogene  Func- 
tionen der  vier  Grössen: 

(5)  Vi  =  Viti,   Vi  =  t/iSi,   y»  =  -  niti,   Vi  =  vi Si, 

welch'  letztere  zufolge  leichter  Rechnung  gegenüber  den  unter  (4)  ge- 
gebenen Operationen  S  und  T  das  folgende  Verhalten  zeigen: 


(6) 


T: 


V^Vi  =  +  j/i  —  — o— y^  +  ^^jj  — y^  - 


Ui 


]/%;  =  - 


1  —  Vb 


Vi  —  Vi  +  y^  + 


1  +  Vö 


y*. 


1  +  V» 


-   J  "  I 

«-  -y-i  +  Vi- 
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Setzen  wir  aber  weiter  (v  =  0,  1,  2,  3,  4): 

(7)  z,  =  a^yi  +  a^^y,  +  ^«"^3  +  «*''y4 , 

füDf  Formeln,  aus  denen  sich  die  y  sofort  in  der  Gestalt  berechnen: 

(8)  by,  =  z^  +  B-^z,  +  B-^-z^  +  B-^-z^  +  B-^-z^, 

so  werden  die  gesuchten  Formen  auch  als  ganze  homogene  Functionen 
der  Zy  angesprochen  werden  können.  Aber  für  die  z  berechnen  wir 
aus  (6)  das  folgende  Verhalten  gegenüber  8  und  T: 

(9)  P-    ^/  =  ^^+i,  ^  ^  ,  ^ 

l  T:    Zq  =  Zq,    Zi  =  z^,    z^  =  XTi,    zl  =  z^^    zi  =  z^ . 

Da  der  simultane  Zeichenwechsel  der  77,-,  ^1  die  yy  nicht  ändert,  so 
wird  aus  den  erzeugenden  Permutationen  (9)  eine  Ikosaedergruppe  (t^q, 
und  es  ist  unmittelbar  evident,  dass  dies  die  Gruppe  der  geraden  Yer- 
tauschungen  der  fünf  z^  ist. 

Wenn  wir  jetzt  die  linke  Seite  der  Modulargleichung  als  ganze 
homogene  Function  der  z  schreiben,  so  wird  sie  zufolge  des  eben  er- 
haltenen Resultates  die  Gestalt  annehmen 

(10)  /■(%,%;  S„  g8)  =  Si  +  s«V5, 

WO  Sj,  «2  irgend  zwei  symmetrische  ganze  Functionen  der  fünf  z^^  D 
aber  deren  Discriminante  ist.  Nun  aber  soll  sich  /'(i^,,  5,)  nach  den  in 
§  2  (p.  124)  entwickelten  Begeln  bis  auf  einen  Factor  reproducieren, 

wenn  wir  an  Stelle  von  i^u  ^a»  Sd  ^2  t^^^-  —  ^2?  Si>  ^u  V2  schreiben. 
Diese  Umänderung  hat  für  die  y  die  Permutation  y/  =  y^v  zur  Folge, 
und  diese  wieder  ergiebt  für  die  z  die  ungerade  Permutation  zJ  =  Zzr) 

so  dass  (sj  —  s^VD)  bis  auf  einen  Factor  mit  (s^  +  s^YJS)  überein- 
stimmen muss.  Ersichtlich  ist  dies  nur  dadurch  möglich,  dass  entweder 
Sj  oder  ^2  identisch  verschwinden,  und  von  beiden  Fällen  ist  der  erstere 
deshalb  nicht  möglich,  weil  alsdann  die  Modulargleichung  reducibel 
sein  würde.  Die  lirike  Seite  der  Modulargleichung  ist  dieserhalb  eine 
ganze  symmetrische  Function  der  fünf  Zy  und  als  solche  ganz  und  rational 
in  de7i  elementaren  symmetrischen  Functionen  der  Grössen  Zv, 

Ziehen  wir  zufolge  dieses  Resultats  zur  Gewinnung  eines  vollen 
Formensystems  etwa  die  fünf  Potenzsummen  der  Zy  heran,  so  fällt 
dabei  ins  Gewicht,  dass  nach  (7)  sowohl  die  Summe  der  jet,  wie  auch 
die  Summe  der  Quadrate  der  z  mit  Null  identisch  ist.  Es  bleibt  nur 
noch  die  dritte,  vierte  und  fünfte  Potenzsumme,  welche  wir  bei  der 
Umrechnung  auf  iy,,  g,  von  den  Factoren  15  bez.  20  und  5  befreien. 
So  gewinnen  wir  als 
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voUes  Fomwnsystenh  für  n  ^  2  (nwd.  5) : 

A4  =  -  ViXX  -  Vi'v^t,*  -  SVi'%%%' 
(11)      {  +  Viv,%*  +  n2%k\ 

Ar,  =  ij/'(g/'  -  £,")  +  10ri,*%Vt,'  -  10i?,»%*g/g, 

+  I0r],'n»%t,'  +  lOri,V,*ti%'  +  %■•(§.'  +  fe-O- 

Dem  reiht  sich  nun  ohne  weiteres  für  das  Schema  ( ^'     j  an  als 

volles  Formensystem  für  n  ^  3  {mod.  5): 
(12)  Ek{riij  Vi',   ii7  §2)  =  Ait(i?„  1^2;  —  Sa,  Si). 

§  7.    AnfsteUnng  der  vollen  Formensysteme  für  die  bei  m  =  16 
auftretenden  Modulargleichungen  von  9(0). 

Letzten  Endes  wollen  wir  auch  noch  für  die  Modulargleichungen 
16*®'  Stufe  von  9(0)  "=  Yh  die  vollen  Formensysteme  angeben.  Dabei  ist 
es  wieder  zweckmässig,  die  bisher  gebrauchte  Bezeichnungsweise  einer 
ahnlichen  Modification  zu  unterwerfen,  wie  im  vorigen  Paragraphen, 
und  wir  gehen  in  diesem  Sinne  etwa  auf  die  seit  lange  gebrauchte 
Bezeichnung  9  =  m,  9'  =  v  zurück,  welche  Modulfunctionen  wir  dann 
zum  Zweck  homogener  Schreibweise  durch  die  Quotienten  w^ :  u^  be- 
ziehungsweise v^iv^  ersetzen.  Wie  man  bemerken  wird,  ist  es  nicht 
erforderlich  diese  u^,  tij  etc.  noch  ausdrücklicher  als  Modulformen  zu 
definieren. 

In  §  3  fand  sich  nur  erst,  dass  die  linke  Seite  einer  (homogen 
geschriebenen)  Modulargleichung  von  9(0)  sich  vom  Vorzeichen  ab- 
gesehen bei  den  32  Substitutionen  der  homogenen  Diedergruppe  639 
reproducierte.  Hier  ist  des  näheren  zu  entscheiden,  ob  thatsächlich 
bei  der  Hälfte  jener  32  Substitutionen  Zeichenwechsel  eintritt  oder 
nicht.  Zu  dem  Zweck  berechnen  wir  aus  den  Angaben  von  §  2  und 
insbesondere  aus  den  damaligen  Formeln  (16)  und  (17)  folgende  An- 
fangsglieder für  die  linke  Seite  der  Modulargleichung'*'): 

fw  =  8A  +  1 ,    f{v^,  v^]  1*1,  u^) 

=  vfii^  +  vfuf  +  ViV2UiU^(avf~^uf''^  -| )  =  0, 

w  =  8Ä  +  3 ,    f{v^,  t;^;  u^,  w^) 

=  vfi^  —  vfuf  +  i;it;2MiM2(&t;i'""^wf ~^  -f-  •  •  •)  =  0 


(1) 


*}  Dnrch  diese  Gestalten  kommt  eben  der  früher  bereits  erwähnte  Satz  zam 
Ansdruck,  dass  sowohl  u  und  v,  wie  aber  auch  i«~  ^  nnd  v~  ^ ,  von  einander  ganze 
algebraische  Functionen  sind. 
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Hinzuzusetzen  ist,  dass  für  n  =  8Ä  +  3  der  Transformationsgrad  n 
als  Primzalilpotenz  vorausgesetzt  wurde  (andernfalls  hätte  das  zweite 

Glied  i^tii  das  positive  Zeichen  bekommen  müssen);  dieser  Fall  der 
Primzahlpotenz  (für  n  =  8^  +  3)  soll  aber,  als  in  erster  Linie  wichtig, 
hier  allein  Berücksichtigung  finden.  Wir  gehen  nun  zur  Einzeldiscussion 
der  verschiedenen  Fälle. 

Im  Falle   n  =  8Ä  +  1    haben  wir,   immer   unter  Gebrauch    des 

Schemas  (^     j,  cogrediente  t;,,  w,-,  und   zwar  sind   die  Erzeugenden 

der  fi^32*): 

,  ni  ni 

(2)      s: 


^1  =  e  '  Vi , 

v^  =e    »Vg, 

ni 

ni 

Da  ^  stets  eine  gerade  Zahl  ist,  so  folgt:  /"(t;,,  «,)  verhält  sich  gegen- 
über den  32  simultanen  Substitutionen  absolut  invariant  Jetzt  ist  im 
einfach-binären  Gebiet  das  volle  System  der  invarianten  Formen  ge- 
geben durch: 

(3)  u*u*,    «i"  +  «2'%    nMih"' -  <').**) 

Wir  bilden  von  diesen  Formen  bez.  die  zweite,  achte  und  neunte 
Polare  und  setzen  übrigens  die  identische  Invariante  hinzu.  Die  ent- 
springenden Bildungen  lassen  sich,  indem  wir  sie  zweckmässig  com- 
binieren,  noch  mehr  vereinfachen,  und  es  kommt  als  volles  System 
doppelt-binärer  Farmen  für  die  aus  (2)  entspringende  G^^: 

Diesen  für  n  =  8ä  +  1  gültigen  Formeln  reihen  sich  ohne  wei- 
teres diejenigen  fiir  n  =  8h  —  1  an;  wir  haben  einzig  u^  imd  Mo  zu 
permutieren  (p.  136)  und  gewinnen  so  als  volles  Formensystetn  für 
n  =  8A—  1: 

B,  =  v, u^  —  v^u^ ,     B2  =  v^v^u^u^ ,     Bg  =  v^^u/  -f  v/uy^, 

B,  =  (v^u,  +  r^Wg)  (vjSm/  —  v/m/). 


0^>) 


Uieran  reihen  wir  für  w  =  8ä  +  1  noch  die  folgenden  Sätze:  Die 
Modulargleichung  bleibt  bei  Permutation  der  beiden  Variabel enreihen 
Vi,  Ui  unverändert,  und  ein  öleiches  gilt  von  den  Formen  /*(t;/,  w,),  wie 
ein  Blick   auf  die   erste  Gleichung  (1)   lehrt.     Demgemäss   werden  A, 


* 


)  Cf.  „Ikos."  i>.  37  Formel  (20). 
**)  Cf.  „Ik08."  p.  68  Formel  (5»). 
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und  Bg  nur  in  geraden  Potenzen  für  die  Formen  f  zur  Geltung  kommen. 
Eben  deshalb  aber  werden ,  da  doch  ^  stets  eine  gerade  Zahl  ist^ 
auch  A<)  und  B^  in  den  bezüglichen  f  nur  in  geraden  Potenzen  enthalten 
sein.  Wir  können  also  für  die  linken  Seiten  der  Modulargleichungen 
als  volle  Formensysteme  direct  diese  angeben: 


(6) 


2 

9    7 


n  =  8A  +  1 :  Af,  A, ,  Ag ,  A 

n  =  87i  —  1 :   B,*,  B^,  B«,  Bj,-.  — 


Im  Falle  n  =  8A  +  5  haben  wir  die  nicht-homogene  G^q  derart 
auf  sich  selbst  zu  beziehen,  dass  den  s,  t  die  Operationen  s^^  t  ent- 
sprechend gesetzt  werden.  Beim  Rückgang  zu  den  homogenen  Sub- 
stitutionen Sj  t  entsteht  die  Frage,  welche  von  den  beiden  s^  sowie 
auch  t  zugehörigen  homogenen  Substitutionen  den  beiden  unter  (2) 
geschriebenen  u- Substitutionen  s,  t  zuzuordnen  sind.  Hierüber  dürfen 
wir  aber  willkürlich  entscheiden,  weil  nämlich  (infolge  des  geraden  ^) 
ein  Zeichenwechsel  der  einen  Variabelenreihe  die  Form  f  unverändert 
lässt.  Als  Erzeugende  der  32  simultanen  Substitutionen  setze  man 
daraufhin  etwa  fest: 

ihjti  _r}ni 

rti  tri  *       I         '  •  '  • 

Gegenwärtig  ist  ^  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl;  es  fol<]jt,  dass 
f  sotvdhl  gegenüber  s,  wie  t  Zeichenwcchsel  erleidet  und  demzufolge  erst 
hei  derjenigen  homogenen  Dieder-G^^^  aJjsoltd  invariant  bleibt,  toelclie  die 
beiden  Erzeugenden  hat: 

ni  ni 


s'  —  s*: 

«,  — 

1 

ni 

<<= 

ni 

t),  — 

ttni 

'■'2  — 

e    *  V,, 

Xlti 

t'  =  st: 

«1  — 

1 

ni 

v= 

t\  — 

e»  Vjj, 

"ü  — 

C      "   V,. 

Hier  ist  es  aber,  da  doch  ^  eine  gerade  Zahl  ist,  erlaubt,  in  der 
t^Substitution  s'  rechter  Hand  das  Zeichen  von  v^,  Vg  zu  wechseln. 
Schreiben  wir  dann  noch 

Xi  =  e    »  «1,    X2  =  W2 ;    yi  =  c     «  v,,    y^  =  v^ , 

so  haben  wir  in  den  so  eingeführten  neuen  Yariabelen  als  erzeugende 
Substitutionen  der  homogenen  Gruppe  6^^^: 
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X*     '    '  ■      »Xay  Xa    •^    %Xty 


(8)    s' :    I  ^^ V  '^V  t': 


1  +  «  ,       1  — « 


yi  =  *yi,  y»  =  »yi 


(9) 


80  dass  wir  vermöge  dieser  indirecten  Operationsweise  wieder  cogrcdiente 
Variabele  a:,-,  j/,  erreicht  haben.  Als  Formensystem  berechnet  sich 
daraufhin  zuvörderst  in  den  Xi,  yii 

{x,y^  +  x,y^){x^^y,'  —  x^%^), 

das  man  nun  rückwärts  für  u^  v  umrechnen  wolle.  Die  entspringenden 
Formen  darf  man  dann  wieder  mit  Rücksicht  auf  den  geraden  Grad  der 
Modulargleichung  einigen  zweckmässigen  Combinationen  unterwerfen, 
und  es  findet  sich  schliesslich  für  unseren  Zweck  als  voUes  Formen- 
System  hei  n  =  8Ä  +  5: 

Ac  =  i^iW  +  ^2W)  (V<*i*  +  VO- 

Noch  merke  man  an:  Bei  Ausübung  der  unter  (7)  geschriebenen  Sub- 
stitutionen s  und  t  bleiben  A^  und  \  beide  Male  unverändert,  während 
A2'  und  A4  Zeichenweclisel  erleiden.  Bei  Aufstellung  der  Modular- 
gleichungen  gewinnt  dieser  Satz  eine  leicht  ersichtliche  Bedeutung. 

Endlich  wird  man  sich  im  Falle  n  =  8A  +  3  sofort  die  Er- 
zeugenden s  und  t  der  simultanen  Substitutionen  bilden  und  zeigen, 
<^5  f{vij  Ui)  auch  jetzt  wieder  bei  s  und  bei  t  Zeichenwechsel  erleidet. 
Des  näheren  gestalten  sich  die  Verhältnisse  ganz  ähnlich,  wie  in  dem 
soeben  erledigten  Falle,  und  wir  gewinnen  insbesondere  als  ein  für  unsere 
Zwecke  ausreicliendes  Formensystem  bei  n  =  8ä  +  3 : 

82  =  v^v^u^u^ ,     82'  =  v,*V  —  W>     B4  =  ^i*V—  W> 


(10) 


Auch  hier  gilt  wieder  der  Satz,  dass  B^  und  84  gegenüber  s  und  t 
ZeicJienwechsel  erleiden,  während  8,  und  8ß  durchgängig  unverändert 
bleiben.  — 

§  8.    Weitere  Hülfsmittel  zur  endgültigen  Bestimniiing  der 
Modulargleichungen.     Geschichtliche  Notizen. 

Bildet  man  im  Einzelfalle  aus  dem  gerade  zur  Geltung  kommen- 
den vollen  Formensystem  den  Ansatz  für  die  linke  Seite  der  Modular- 
gleichung, so  werden  in  demselben  im  allgemeinen  immer  noch 
mehrere  numerische  Coefficienten   unbekannt  bleiben,   und   es  handelt 
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sich  weiter  darum,  wie  man  die  letzteren  zu  bestimmen  hat  Die 
beiden  Hülfsmittel^  welche  in  dieser  Beziehung  für  die  niedersten 
Transformationsgrade  ohne  besondere  Mühe  zur  Kenntnis  der  fertigen 
Gesitalt  der  Modulargleichungen  führen^  sind  immer  dieselben,  welche 
wir  auch  im  Voraufgehenden  bei  ähnlichen  Gelegenheiten  zur  Ver- 
wendung brachten. 

Man  wird  sich  erstlich  für  die  Formen  des  vollen  Systems  im 
Einzelfalle  BeihenenttmcMungen  nach  ansteigenden  Potenzen  von  r  yer- 
schaSen  können  und  daraufhin  den  für  die  linke  Seite  der  Modular- 
gleichung  aufgeschriebenen  Ansatz  in  eine  Potenzreihe  nach  r  ent- 
wickeln. Deren  Coefficienten  sind  lineare  Functionen  der  in  jenem 
Ansatz  noch  unbekannten  Zahlen,  und  nun  muss  offenbar  jede  dieser 
linearen  Functionen  mit  Null  identisch  sein,  da  doch  die  Modular- 
gleichung  unabhängig  von  o  erfüllt  ist  Die  so  gewonnenen  linearen 
Gleichungen  für  die  fraglichen  unbekannten  Zahlen  werden  aber  für 
die  letzteren  ein  und  nur  ein  Losungssystem  durch  nicht  sämtlich  ver- 
schwindende Grossen  ergeben,  was  man  aus  der  Existenz  und  Irre- 
ducibilität  der  Modulargleichung  ohne  weiteres  folgert 

Fürs  zweite  wolle  man  sich  des  bei  der  ersten  Stufe  ausgiebig 
benutzten  Mittels  erinnern,  die  Verzweigung  der  Modulargleichung  der 
näheren  Untersuchung  zu  unterwerfen.  Selbstverständlich  können  wir 
auch  bei  den  höheren  Stufen  aus  einer  solchen,  in  das  eigentliche 
Wesen  der  algebraischen  Abhängigkeit  von  ursprünglichen  und  trans- 
formierten Modul  einführenden  Betrachtungsweise  zweckmässige  Sätze 
für  die  Aufstellung  der  Modulargleichungen  abziehen.  Wir  gedenken 
in  dieser  Hinsicht  z,  B.  kurz  der  Modulargleichungen  von  9(0)  «»  u(c}) 
für  Primzahltransformation  n  =  q. 

An  die  Stelle  der  gewöhnlichen  complexen  u-Ebene  setzen  wir 
hierbei  in  üblicher  Weise  sogleich  die  diedrisch  (v  =  8)  geteilte  Kugel, 
deren  beide  Pole  die  Werte  m  =  0  und  u=  00  tragen,  während  auf 

dem  Aequator  die  acht  Werte  u  =  1,  — ^-,  *;  — 7^~'  —  ^9  •  •  •  ^^ 

gleichen  Intervallen  aufgetragen  sind,     um  die  Verzweigung  der  Mo- 
dulargleichung zu  versinnlichen,  werden  wir  diese  Kugel  mit  (q  -^  1) 
Blättern  überdecken,  und  nun  erkennt  man  sofort,   dass  nur  an  den 
zehn  Stellen: 
/1\  A  l  +  t.— i-ft  ^— 1—  t  .1  —  «^ 

(1)    „  =  0,  00,  -j^,  ,, -^, -1,-^^, -t,  -^-^-,  1 

Verzweigungspunkte  auftreten  können;  eben  diese  Werte  u  sind  es 
nämlich,  welche  von  den  Spitzen  des  zugehörigen  Fundamentalpolygons 
der  o-Halbebene  geliefert  werden.    Die  in  Rede  stehende  Fläche  jF^+i 

Klein-Frioke,  Modalfünotionen.  n.  10 


(2) 
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hat  weiter  die  wichtige  Eigenschaft^  durch  sechzehn  eindeutige  Trans- 
formationen in  sich  überzugehen,  die  wir  ja  vorhin  durch  die  sechzehn 
simultanen  t«-«;- Substitutionen  darstellten*).  Als  besonderes  Ergebnis 
entspringt  daraus:  Die  Verzweigung  von  JP^+i  ist  bei  m  =  oo  gerade  so 
beschaffen^  wie  an  der  Stelle  u  »=  0,  und  desgleichen  in  den  acht  Punkten 

M  =  1,  —T^i  • . .  gerade  so  wie  im  ersten  unter  ihnen,  m  «=  1.    Indem 

wir  die  nähere  Besprechung  demnach  auf  die  Stellen  ti  s»  0,  1  ein- 
schränken können^  merken  wir  noch  an,  dass  diese  Werte  den  Spitzen 
o  =3  ioo  und  cd  «=  0  angehören.  Als  Wurzeln  der  von  uns  stets  be- 
vorzugten Modulargleichung  des  Schemas  yz^     j    schreiben  wir  uns 

jetzt  für  gegenwärtigen  Fall  n  =  9  aus  (3)  p.  120  die  folgenden  ab: 

(Z  =  8Ä  +  3,    t;«=M((ZCD),    ^s  =  u{^^^^^^) , 

(s  =  0,  1,  ...,  g— 1). 

Durch  bekannte  Rechnungen  findet  man  von  hier  aus  leicht  das 
Resultat:  In  allen  zehn  Verzweigungspunkten  ist  die  Verzweigung  eine 
solche,  dass  stets  ein  Blatt  isoliert  verläuft,  während  die  q  anderen  im 
Cyclus  zusammenhängen.  Wir  setzen  hinzu ,  dass  bei  u  «=  1  das  dort- 
selbst  isoliert  verlaufende  Blatt  den  Zweig  Vq  unserer  algebraischen 
Function  v{u)  trägt. 

Weiter  kann  man  fragen ,  welche  Werte  von  v  an  den  einzelnen 
Verzweigungsstellen  eintreten.  Die  beiden  Pole  unserer  diedrisch  ge- 
teilten Kugel  haben  wir  in  diesem  Betracht  schon  früher  erledigt^  in- 
dem wir  nämlich  fanden,  dass  ti  =  0,  cx>  stets  auch  1;  <=»  0  bez.  00 
nach  sich  zog.  Von  den  übrigen  Verzweigungsstellen  berücksichtigen 
wir  nur  noch  u  =  1.  In  dem  dort  liegenden  Windungspunkte  findet 
der  Wert: 

(3)  «,  (0)  =  u(0)  =  1 

statt,  im  isoliert  verlaufenden  Blatte  dagegen  i 

(4)  ''»(^>=ju(A) lfür3  =  8Ä±3-) 

*)  Hierzu  tritt  natürlich  auch  noch  diejenige  Substitution  der  Periode  zwei 
bez.  vier,  welche  durch  1«'=  w,    «?'=»  \j^  gegeben  ist. 

**)  Man  gelangt  zu  diesen  Resultaten  einfach  dadurch,  dass  man  in  den 
betreffenden  Formeln  (2)  den  Wert  o  »=  0  einsetzt  und  bei  der  Auswertung  des 
zugehörigen  u  von  der  Tabelle  (6)  in  I  p.  670  Gebrauch  macht. 
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Man  kann  dieses  Resultat  auch  in  die  Gestalt  kleiden:  Set^t  man  in 
der  homogen  geschriebenen  linken  Seite  der  ModulargUichung  {cf.  Formeln 
(1)  p.  141)  Wj  ■=  Wj  =  1,  so  entspringen  folgende  Identitäten: 

|g  =  8Ä  +  l,    nv,,v,',l,l)  =  {v,^v,y+\ 

< 

q  ==  8A  +  3,    f(Vi,  ty,  1,  1)  =  (v^  +  t;g)(t>i  —  »»)«.  — 


(5) 


Bevor  wir  alle  nun  zur  Verfügung  stehenden  Hülfsmifctel  zur  wirk- 
lichen Herstellung  einiger  Modulargleichungen  in  Anwendung  bringen^ 
ist  hier  der  geeignete  Ort^  mit  ein  paar  Worten  auf  die  älteren 
Untersuchungen  über  unseren  Gegenstand  hinzudeuten. 

Die  oft  genannten  Modulargleichungen  für  9>(g))  =  u((o)  mögen 
wir  fortan  als  die  Jaco hinsehen  bezeichnen^  da  in  der  That  Jacobi 
zuerst  zu  ihnen  geführt  wurde*),  und  zwar  bei  der  algebraischen 
Transformation  des  Legendre'schen  Normaldifferentials  erster  Gattung. 
Aus  Jacobi's  ursprünglichen  Entwicklungen  ergaben  sich  die  Modular- 
gleichungen für  die  Grade  n  =  3  und  5  in  fertiger  Gestalt;  weiterhin 
aber  gelang  die  Herstellung  dieser  Gleichungen  direct  noch  nicht, 
und  hier  ist  es  die  durch  Abel  und  Jacobi  geschaffene  und  durch- 
gebildete transcendente  Theorie  der  elliptischen  Functionen,  welche 
zur  Überwindung  der  sich  entgegenstellenden  Schwierigkeiten  heran- 
gezogen werden  musste.  Dieses  geschah  in  den  auf  Jacobi's  An- 
regung einige  Jahre  nach  Erscheinen  der  ,, Fundamental'  ausgeführten 
Untersuchungen  Sohnke's*'^).  Es  sind  dort  aus  den  Reihenentwick- 
lungen der  ursprünglichen  und  transformierten  Moduln  Yk  nach  Po- 
tenzen  der  Entwicklungsgrösse  q   (die   in   der  von   uns    gebrauchten 

Bezeichnungsweise  mit  r^  identisch  ist)  Eigenschaften  der  Modular- 
gleichung  entwickelt  worden,  welche  sich  sowohl  auf  Vertauschbarkeit 
der  Argumente,  als  auf  die  simultanen  Substitutionen  der  Modular- 
gleichung  in  sich,  wie  endlich  auf  die  Gestalt  der  Modulargleichung 
für  den  speciellen  Wert  m  =  1  beziehen.  Daraufhin  gelangt  Sohnke 
zu  Ansätzen  für  die  linke  Seite  der  Modulargleichungen,  in  denen  die 
noch  bleibenden  unbestimmten  Coefficienten  hernach  durch  die  im 
Anfang  des  gegenwärtigen  Paragraphen  geschilderte  Methode  der  Reihen- 
entwicklungen bestimmt  werden.  Solcherweise  sind  von  Sohnke  die 
Modulargleichungen  für  die  Transformationsgrade  7,  11,  13,  17,  19 
wirklich  berechnet  worden. 

Wie  man  sieht,  gebietet  Sohnke  bereits  über  alle  diejenigen  Ge- 


*)  Man  vgl.  die  ersten  Artikel  der  Fundamenta  nova  (Königsberg  1829). 
*♦)  Vgl.  dessen  Abhandlung:  AequaJtumes  madulares  pro  tramformoHone  func- 
tionum  ellipHcarum,  Crelle*s  Journal  Bd.  16  (1836). 

10* 
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sichtspunkte,  welche  wir  im  Laufe  der  letzten  Paragraphen  f&r  die 
Aufstellung  der  Jacobi'schen  Modulargleichungen  in  Bereitschaft 
gestellt  haben.  Es  liegt  demnach  hier  ein  ganz  besonders  günstiges 
Beispiel  für  die  Erörterung  der  Frage  vor,  inwieweit  die  überkommene 
Theorie  durch  diejenigen  Principien  eine  Förderung  erfahren  hat,  deren 
Gebrauch  im  Laufe  unserer  Untersuchungen  überall  befürwortet 
wurde.  Man  hat  bemerkt^  wie  in  Sohnke's  Sätzen  über  ti  =  1  der 
Keim  zur  Untersuchung  der  Verzweigung  der  Modulargleichung  ent- 
halten ist.  Was  aber  thatsächlicli  der  zielbewusste  Gebrauch 
Riemann'scher  Yorstellungsweisen  für  die  Probleme  der  Transformations- 
theorie bedeutet,  brauchen  wir  nach  den  Erörterungen  der  vorauf- 
gehenden Kapitel  nicht  noch  besonders  zu  erklären*).  Indem  wir 
hieran  nur  im  Vorbeigehen  erinnern,  verweilen  wir  etwas  ausführ- 
licher bei  dem  anderen  Gesichtspunkte,  der  hier  zu  nennen  ist:  Es 
handelt  sich  um  den  consequenteti  Gehrauch  der  aus  Galois'  Ideen  ent- 
sprungenen gruppentheoretischen  Betrachtungsweise.  Dass  im  Falle  der 
Jacobi'schen  Modulargleichungen  die  Sätze  über  Transformation  der- 
selben in  sich  von  der  G^q  aus  und  zugleich  unter  Gebrauch  der 
homogenen  Schreibweise  vollständiger  und  glatter  herauskommen,  als 
bei  Sohnke,  ist  freilich  für  das  nächste  Ziel  der  Untersuchung, 
nämlich  für  die  Aufstellung  der  Modulargleichungen,  von  geringerer 
Bedeutung,  und  in  der  That  wird  man  auch  über  die  von  Sohnke 
berechneten  Gleichungen  hinaus  weitere  nicht  mehr  berechnen  wollen. 
Aber  man  möge  doch  bemerken,  dass  im  Verlauf  der  letzten  Kapitel 
nur  durch  steten  Gebrauch  der  Modulgruppe  und  ihrer  Untergruppen 
alle  die  Fragen  in  einer  erschöpfenden  Weise  beantwortet  werden 
konnten,  welche  sich  auf  die  Existenz  der  Transformationsgleichungen^ 
auf  ihre  Reducibilität,  auf  den  Umfang  des  Begriffs  der  Modular- 
gleichungen u.  s.  w.  bezogen.  Vom  Standpunkt  der  überlieferten  Lehre 
wird  man  sagen  dürfen:  Der  Gebrauch  Galois^scher  und  Riemann'scher 
Gesichtspunkte  hat  im  Gebiete  der  elliptischen  Functionen  nicht  erst 
eine  Theorie  zu  erschaffen  brauchen;  aber  für  die  überlieferte  Trans- 
formations- und  Teilungstheorie  giebt  er  uns  die  Mittel  an  die  Hand, 
sowohl  die  natürliche  Begrenzung  dieser  Theorie  zu  überblicken 
(die  sich  denn  als  sehr  viel  weiter  reichend  erwies  als  man  bis 
dahin    angenommen    hatte),    als    auch    innerhalb    dieser   Begrenzung 

*)  Übrigens  darf  nicht  nnerwähnt  bleiben,  dass  auch  bereits  vor  der  plan- 
mässigen  Verwertung  Biemann^scher  Methoden  die  Verzweigung  der  Jacobi*schen 
Modulargleichungen  gelegentlich  der  Betrachtung  unterzogen  worden  ist.  Wir 
finden  in  dieser  Beziehung  besonders  bemerkenswert  die  Darstellung  in  Briot- 
Bouquet,  ThSorie  des  fonctions  elliptiques,  Buch  8,  Kap.  2  (Paris  1876). 
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eine  nach  Principien  geordnete  und  erschöpfende  Darstellung  zu  er- 
möglichen. 

Indem  wir  die  geschichtlichen  Bemerkungen  fortsetzen,  bemerken 
wir,  dass  es,  wie  wir  oben  bewiesen  haben,  für  alle  Congruenz-Haupt- 
moduln  (unter  gewissen  Beschränkungen  für  den  Transformationsgrad) 
Modulargleichungen  giebt.  Im  Gegensatze  dazu  hatte  man  früher 
ausser  den  Modulargleichungen  für  g>  nur  noch  solche  für  das  Product 

9^  beziehungsweise  yq>if  betrachtet  Auf  die  Gleichungen  für  die  9^ 
ist  wohl  zuerst  Joubert  aufmerksam  geworden*),  und  es  hat  dann 
Königsberger  dieselben  einer  näheren  Untersuchung  unterworfen**); 

die  Gleichungen  für  Vy^  treten  zuerst  bei  Schlaf li  auf***).  Wir  haben, 
wie  wir  schon  andeuteten,  eine  ausführliche  Untersuchung  dieser  Glei- 
chungen um  so  eher  unterlassen  können,  als  dieselben  in  dem  bereits 
p.  2  genannten  Werke  von  Hrn.  H.  Weber  ausgedehnte  Berücksichti- 
gung gefunden  haben. 

Die  Modulargleichungen  der  Galois'schen  Hauptmoduln  können 
wir  aus  naheliegendem  Grunde  auch  als  die  Modulargleichungen  der 
regulären  Körper  bezeichnen  und  also  insbesondere  die  g-Modular- 
gleichungen  als  diejenigen  des  Ikosaeders.  Über  die  Existenz  und 
Aufstellung  dieser  Gleichungen  entwickelte  Hr.  Klein  zuerst  in  den 
Math.  Ann.  Bd.  14  (1878)  die  grundlegenden  Sätze;  der  ausführlichen 
Durchbildung  des  invariantentheoretischen  Ansatzes  für  die  Modular- 
gleichungen der  regulären  Körper  hat  sich  dann  in  den  Jahren  1884/85 
auf  Anregung  von  Klein  Hr.  G.  Friedrich  unterzogen.  Die  Resultate 
sind  in  der  Leipziger  Dissertation  desselben  „Die  Modulargleichungen 
der  Galois' sehen  Moduln  der  2^^  bis  5*®^  Stufe"  zusammengestellt  f), 
und  wir  teilen  aus  derselben  im  folgenden  Paragraphen  insbesondere 
einige  Modulargleichungen  des  Ikosaeders  mit.  Die  bei  der  zweiten 
Stufe  eintretenden  Modulargleichungen  waren  bereits  früher  von 
Cayleyft)  durch  zweckmässige  Zusammenfügung  coordinierter  Jacobi- 

*)  Sur  diverses  Squations  analogues  aux  Squations  tnodulaires.  Comptes 
RenduB  47,  1868. 

*♦)  Algebraische  ünterstichungen  aits  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen, 
Crelle's  Joam.  Bd.  72,  1869. 

*♦*)  Im  Verlauf   der   Abhandlung:   Beweis  der  Hermite' sehen   Verwandlungs- 
tafeln für  die  elliptischen  Modularfunctionen,  Crelle's  Journal  Bd.  72  (1870). 

t)  Vergl.  auch  Grunert's  Archiv,  zweite  Reihe  Bd.  3  (1886). 
tt)  PhiloBophical  Transactions  Bd.  164  p.  450  (1874).  Wir  verweisen  bei 
dieser  Gelegenheit  auf  die  bemerkenswerten  geometrischen  Untersuchungen,  welche 
Stephen  Smith  über  die  in  Rede  stehenden  Modulargleichungen  angestellt  hat 
(On  ihe  Singülarüies  of  the  Modular  Equations  and  Curves^  Proc.  of  the  London 
Math.  Soc.  vol.  9,  1878). 
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scher  Modulargleichuugen  gewonnen  (vergl.  oben  p.  120).  Endlich 
finden  wir  noch  für  die  Oktaedermodulargleicliungen  zu  bemerken^ 
dass  dieselben  infolge  der  Relation  (3)  p.  110  durchaus  mit  den  zur 
achten  Stufe  gehörenden  Modulargleichuugen  von  9^^  ^',  j^  überein- 
stimmen müssen. 


§  9.  Zusammenstellung  einiger  Modulargleiohungen  5^'  und  V^^  Stufe. 

Bemerkung  über  Niohtoongruenzmoduln. 

Keibeuentwicklungen  nach  Potenzen  von  r  für  die  letzthin  durch 
5j,  J2  bezeichneten  Modulformen  fünfter  Stufe  können  wir  aus  der 
Darstellung  dieser  Moduln  durch  die  zu  n  =  5  gehörenden  Teilwerte 
6x,^l  entnehmen  (cf.  Formel  (4)  p.  32),  wenn  wir  für  die  letzteren 
Teil  werte    ihre  Potenzreihen   nach    r   heranziehen.     Unter   iji(a>|,  O2) 

wird  man  dann  zweckmässig  £,(a)j,  -)  verstehen,  worauf  die  Reihen- 
entwicklungen für  die  i},-  unmittelbar  aus  denen  der  %i  gebildet  werden 
können.  Jedenfalls  kann  man  sich  auf  diesem  Wege  einige  Anfangs- 
glieder der  bezüglichen  Entwicklungen  für  die  in  §  6  zusammengestellten 
vollen  Formensysteme  der  ij,-,  5i  verschaflFen  *).  Mit  Hülfe  dieser  Reihen- 
entwicklungen lassen  sich  dann  nach  der  im  Anfang  des  vorigen 
Paragraphen  entwickelten  Regel  die  numerischen  Coefficienten  be- 
stimmen, welche  im  Ausdruck  der  linken  Seite  der  Modulargleichung 
zunächst  noch  unbekannt  sind. 

Es  ist  hier  natürlich  keineswegs  der  Ort,  Rechnungen  dieser  Art 
ausführlich  zu  entwickeln;  möge  es  vielmehr  genügen,  wenn  wir  für 
einige  niedere  Transformationsgrade  die  fertig  berechneten  Gleichungen 
in  den  Bezeichnungen  des  §  6  gleich  mitteilen.  Besonders  einfach 
gestalten  sich  die  Ikosaedermodulargleichungen  für  die  Fälle  der 
Digredienz;  wir  haben  hier  z.  B. 


(1) 


[n=    2:  A3  =  0, 

n=    3:  84  =  0, 

n=    7:  A/-A,A5  =  0, 

n=    8:  63^  +  6/ -636,65  =  0, 

In  =  13:  63^6, -63^6,« -6,65^  =  0 


Daran    reihen    wir    in    den    Fällen    der    Cogredienz    noch    folgende 
Beispiele: 


*)  Wir  bemerken  übrigens,  dass  im  folgenden  Abschnitt  Potenzreihen  für 
ti,  fj  explicite  mitgeteilt  werden. 
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n 
n 


4 
6 


B,«-B«  =  0, 


11  .  17  V  —  18  •  49Ai«Aio  +  16  •  121Ai«A6 

—  17.73Ai^«  =  0, 

(2)  jn=    9:     11  •  17Be*  +  6  •  49Bi«Bio  +  11  •  16  •  53Bi«Be 

—  17.577Bi"  =  0, 
n  =  11 :     11  .  HAß*  —  18  •  49Ai«Aio  —  811.  335Ai«Ae 

—  17.  75841  Ai^^  =  0.  - 

Um  für  die  Jacobi'schen  Modulargleichungen  etwa  erstlich  den 
niedersten  Falle  n  =  3  zu  erledigen^  so  haben  wir  aus  dem  Formen- 
system (10)  p.  144  solche  Verbindungen  herzustellen,  welche  in  den 
Vi  (und  Ui)  von  vierter  Dimension  sind  und  zugleich  bei  Ausübung  der 
Operation  s  das  Zeichen  wechseln.  Die  einzigen  Verbindungen  dieser 
Art  sind  B^  und  BgB/^  und  da  B4  jedenfalls  als  besonderes  Glied  in 
der  linken  Seite  der  Modulargleichung  enthalten  sein  wird  (zufolge  (1) 
p.  141)^  so  lautet  der  Ansatz: 

f{v,y  Vj,;  n„  u^)  =  B4  +  aBjB/. 

Die  Formel  (5)  des  vorigen  Paragraphen  liefert  jetzt: 

(3)  f(vi,  v^ ;  1,  1)  =  v/  —  V  +  av^v^  (v^^  -  v^^)  =  (v,  +  v,)  {v,  —  v^f, 

woraus  sich  a  =  —  2  ergiebt.  Für  n  =  5  gelangen  wir  in  analoger 
Weise  durch  Benutzung  der  Sätze  von  §  7  zum  Ansätze: 

f{^i7  ^85  Wi,  u^)  =  Aa'^  +  aA^A^  +  ftAg^A^', 

woraus  wir  durch  Benutzung  der  Identität  (5)  p.  147  mühelos  a=  —  4, 
{)  =  8  bestimmen.  In  entsprechender  Weise  verfahre  man  auch  in 
den  nächstfolgenden  Fällen.  Wir  stellen  etwa  die  fertigen  Formeln  für 
n  BS  3^  5;  7  hier  zusammen : 

B4    2  B2  Bj       =    0  y 

B3  — 2B,(B,»  +  8B,»B,«+ 10B,B,*+4Bi«)  =  0, 

oder  in  ausführlicher  Gestalt,  und  zwar  nicht  homogeu: 
n  =  3:    »*  — u*-2i;«(»V— 1)=.0, 
n  =  5 :    (»*  —  uf  -  4i;m(v*m*  —  1)  +  8 »*»«(«*  —  «*)  =  0, 
n  =  7  :    t)«  +  ««  — 2t;V  — 16t;»tt"(»M— 1)»— 20t;V(«M  — 1)* 

—  Svu(vu  —  1)«  =  0. 

Die  für  n  ■»  3  und  n  =>  5  mitgeteilten  Formeln  gehen  in  die  sonst 
bekannten  Gestalten  dieser  Modulargleichungen  erst  durch  Zeichen- 
wechsel des  u  über.    Dies  muss  aber  auch  so  sein;   denn  man  hat 


(4) 


(5) 
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sonst  immer  die  transformierten  u  =  Vgf  wie  wir  sie  in  der  ersten 
Reihe  (2)  p.  146  definierten,  ohne  weiteres  auch  in  den  Fällen 
n  =  8h  +*3  gebraucht.  Es  würde  das  für  uns,  wie  man  leicht  be- 
rechnen wird,  darauf  hinauskommen,  dass  wir  den  Fällen  n  «=  8A  +  3 

das  Transformations -Schema  (    '  ^  )  zu  Grunde  legen.  — 

Wir  knüpfen  hieran  noch  eine  ergänzende  Bemerkung  betreffs 
unserer  früheren  Behauptung  über  die  Transformation  von  Nichtcongruenz- 
moduln.  Der  Transformation  dritter  Ordnung  der  Function  zweiter 
Stufe  q>^  gehört  eine  Modulargleichung  vierten  Grades  zu,  die  wir  uns 
durch  eine  vierblättrige  Riemann'sche  Fläche  versinnlichen.  Zur 
Trägerin  der  complexen  Werte  g>^  wählen  wir  wieder  eine  Kugel, 
deren  Pole  die  Punkte  0,  cx)  tragen,  während  sich  auf  dem  Aequator 
die  Werte  vom  absoluten  Betrage  1  vorfinden.  Die  fragliche  Biemann- 
sehe  Fläche  ist  bei  g)^  ='0,  1,  cx>  derart  verzweigt,  dass  stets  ein 
Blatt  isoliert  verläuft,  während  die  drei  anderen  cyclisch  zusammen- 
hängen. Für  diese  Fläche  aber  ist  9®  und  g/^  ein  volles  Functionen- 
system.    Jetzt  bilde  man  unsere  Fläche  auf  die  Kugel  der  complexen 

Werte  von  9*  ==*  Yg)^  ab;  es  wird  über  jener  Kugel  eine  ganz  ähn- 
liche Fläche  F^  entspringen,  die  nur  einen  Verzweigungspunkt 
beschriebener  Art  mehr  aufweist,  nämlich  bei  9*  =  —  1.  Für  diese 
Fläche  ist  9*,  9'®  ein  volles  Functionssystem,  verbunden  durch  eine 
irreducibele   Relation,    in    der   9'®  auf  den  vierten,  9*  aber  auf  den 

achten  Grad  steigt.  Auf  der  neuen  F^  ist  q>'^  =  yg)'^  jedenfalls  un- 
verzweigt, ob  aber  auch  eindeutig,  ist  die  Frage.  Ist  letzteres  der 
Fall,  so  wird  die  eben  gemeinte  Relation  im  Bereiche  9*,  9'*  reducibel, 
und  nun  wissen  wir  aus  dem  Congruenzcharakter  der  Function  9*, 
dass  die  Reducibilität  in  der  That  eintritt.  Den  gekennzeichneten 
Schritt  können  wir  nun  noch  zweimal  in  völlig  analoger  Weise  mit 
demselben  Erfolge  wiederholen,  um  derart  zur  ersten  Gleichung  (5) 
zu  gelangen.  Wollen  wir  nun  aber  weiter  w  =  x^,  v  =  y*  setzen,  so 
muss  die  entspringende  Belation: 

(6)  tf  —  2ifx^  +  2xfx^  -  a,-8  =  0 

im  Bereiche  x,  y  irreducibel  sein,  wenn  anders  unsere  Behauptung  ge- 
gründet isty  dass  für  Nichtcongruenzmoduln  Modulargleichungen  allgemein 
nictU  existieren.  Die  Irreducibilität  von  (6)  lässt  sich  nun  aber  wirk- 
lich leicht  aufweisen,  wie  wir  im  folgenden  zeigen: 

Jedenfalls  ist  nämlich  die  linke  Seite  von  (6)  irreducibel  im 
Rationalitätsbereiche  j/^,  x,  und  also  auch  in  t/,  x^.  Man  kann  sich  dies 
etwa  functionentheoretisch  deutlich  machen,  indem  man  davon  ausgeht. 
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dass  z.  B.  bei  der  Substitution  S^^  die  Function  }/t;  (a))  =  y'M(3(o)  bei 
unverändertem   u(o)   das  Zeichen   wechselt,   und  dass   sich    also  bei 

gegebenem  u  acht  zugehörige  Werte  von  Yv  durch  Monodromie  des  u 
erreichen  lassen.  Sollte  unsere  Gleichung  also  im  Bereiche  x,  y  in 
zwei  Factoren  zerfallen,  so  muss  der  einzelne  derselben  ungerade 
Potenzen  sowohl  von  j/,  wie  x  aufweisen.  Daraufhin  schreiben  wir 
den  ersten  Factor  in  der  Gestalt: 

wo  Gy  b,  c,  d  ganze  Functionen  von  x  und  y  sind,  die  nur  noch  gerade 
Potenzen  dieser  Grössen  enthalten.  Da  aber  im  Product  beider 
Factoren  y  nur  noch  in  gerader  Potenz  enthalten  ist,  so  wird  der 
zweite  Factor  aus  (7)  einfach  durch  Zeichenwechsel  des  zweiten 
Gliedes  entspringen.  Der  Ausdruck  der  linken  Seite  von  (6)  würde 
damit: 

(8)  (?x^y^  +  cPy^  -  äJ'x^  -  &*  +  2cdxy^  -  2alx, 

und  da  ungerade  Potenzen  von  x  doch  nicht  mehr  auftreten  dürfen, 
so  triflFt  einer  der  folgenden  vier  Fälle  zu: 

1)  a  =  c  =  0,  3)  6  =  c  =  0, 

2)  a  =  d  =  0,  4)  6  =  d  =  0. 

Der  erste  und  letzte  Fall  sind  hier  sofort  auszuschalten;  träfe  einer 
von  ihnen  zu,  so  würde  f  nur  noch  gerade  Potenzen  von  x  enthalten. 
Auch  &  =  c  =  0  kann  nicht  zutreffen;  hier  würde  nämlich  (8)  in 
((Py*  —  a^x^)  übergehen,  und  das  Glied  y^  müsste  von  dPy^  geliefert 
werden,  entgegen  dem  Umstände,  dass  y  in  d  doch  nur  in  zweiter 
Potenz  enthalten  sein  kann.  Es  bleibt  der  Fall  (2),  der  die  Identität 
mit  sich  bringt: 

y  -  a?  -  2y«a;«  +  2fo(?  =  6«  -  <?x^if. 

Da  in  c  die  x^  y  nur  auf  den  zweiten  Grad  steigen,  so  setze  man 
c  =  ax^y^  +  ßx^  +  y^  +  d,  und  es  müsste  hierauf 

{aa?y^  +  ßs?  +  yy^  +  S^x^y^  +  y«  -  a»  —  2y^x^  +  2y^x^ 

mit  dem  Quadrat  einer  ganzen  Function  von  7?^  y^  identisch  werden. 
Man  berechnet  leicht  ins  einzelne,  dass  dies  durch  keine  Wahl  der 
numerischen  Grössen  a,  /},  y,  d  erreichbar  ist.  Die  linke  Seite  von 
(6)  ist  demnach  thatsächlich  irreducibel. 
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§  10.    Von  den  irrationalen  Gestalten  der  Jacobi^solien  Modnlar- 
gleiehungen,  den  Modularoorrespondenzen  und  den  Belationen 

zwischen  transformierten  ^-Nullwerten. 

Es  ist  eine  seit  lange  bekannte  Thatsache^  dass  die  Jacobi'schen 
Modulargleichungen  für  einige  Transformationsgrade  eine  überraschend 
einfache  Gleichungsform  annehmen^  wenn  man  in  deren  Ausdruck 
neben  den  Wurzeln  aus  dem  Legendre'schen  Integralmodul  immer 
auch  noch  die  Wurzeln  aus  dem  complementaren  Modul  i'*  =  1  —  i* 
zulässt.  Wir  wollen  diese  ^^irrationalen  Gestalten  der  Modulargleichung'^ 
für  die  Transformationsgrade  3  und  7  wirklich  ableiten,  wo  wir  zu 
besonders  einfachen  Formeln  geführt  werden;  wir  verstehen  hierbei 
unter  P  und  V*  die  entsprechenden  transformierten  Moduln. 

Bei  dem  Transformationsgrade  n  «»  3  ist  es  nicht  direct  die 
Jacobi'sche  Modulargleichung  (5)  §  9,  welche  man  in  die  irrationale  Gestalt 
umsetzt,  sondern  vielmehr  die  entsprechende  Modulargleichung  achter 
Stufe.  Nach  früheren  Regeln  werden  wir  diese  gewinnen,  wenn  wir 
in  der  ersten  Gleichung  (5)  p.  151  bei  unverändertem  v  das  Vorzeichen 
von  u  wechseln  und  die  so  entspringende  Gleichung  mit  der  ursprüng- 
lichen multiplicieren.     Es  folgt  solcherweise: 

(t;*  _  ti^  =  iv'u^v^u^  —  1)% 

was  man  sofort  in  die  Gestalt  umsetzt: 

(l-t««)(l- v«)  =  (1-nV/. 

Setzt  man  hier  w^=  /•;*,  1  — 1*^=  Jc'^,  v^=  P,  l  —  v^  =  V^,  so  kommt: 

/c'2i'2  =  (i  _-  y/kYi)' 

und    durch    Ausziehen   der   vierten    Wurzel    endlich    die    gewünschte 
Gleichung: 

(1)  Ykyi  +  Y¥yr  =  i  *). 

Für  die  Transformation  siebenten  Grades  bleiben  wir  direct  bei 
der  dritten  Gleichung  (5)  p.  151,  die  wir  explicite 

(2)  i;«+M»— 8t;V+28t;V-56t;V+70t;V-56t;V+28t;V— 8vM=0 

schreiben.     Man  sieht,  dass  sich  (2)  sofort  in  die  einfache  Gestalt: 

(1  —  w«)(l  -v^)  =  (1  —  lit;)« 

*)  Diese  Entwicklung  ist  von  Jacobi  in  Art.  30  der  Fundamenta  nova  ge- 
geben worden;  Gleichung  (1)  ist  übrigens  bereits  Legendre  bekannt  gewesen 
und  führt  nach  ihm  den  Namen  der  Legendre'schen  Modulargleichung. 
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zusammenziehen  lässt^  welche  nach  Ausziehen  der  achten  Wurzel  und 
Einführung  der  hy  Je,  l,  V  die  beabsichtigte  Relation  ergiebt: 

(3)  ykVi  +  V¥W=^*\ 

Indem  wir  hier  unterlassen,  auch  noch  für  n  =  5  eine  entsprechende 
Relation  zu  entwickeln  (die  übrigens  etwas  weniger  einfach  ausfallen 
würde**)),  wollen  wir  vielmehr  die  interessanten  Aufschlüsse  andeuten, 
welche  unsere  in  Bd.  I  entwickelte  Theorie  vom  Wesen  dieser  merk- 
würdigen Relationen  an  die  Hand  giebt.  Wir  sagen  gleich  ganz  all- 
gemein so:  Es  sei  f^  eine  Congruenzgruppe  m^'  Stufe  und  z,  J  ein 
volles  Modulsystem  derselben;  es  sei  ferner  der  Transformationsgrad  n 
relativ  prim  zu  m,  und  f^  werde,  modulo  m  genommen,  durch  cd'  =  nco 
in  sich  selbst  transformiert.  Dann  lehren  die  Principien  des  vorigen 
Kapitels,  dass  z  =  e{noi)  einer  irreducibelen  Gleichung  ^*®^  Grades 
genügt,  deren  Coefficienten  rational  in  z  und  J  sind.  Man  denke  sich 
nun  das  Polygon  Ffi  zu  einer  im  Räume  geschlossenen  Fläche  2^^  um- 
gestaltet; auf  dieser  werden  dann  dem  einzelnen  Punkte  immer  ^  Werte 
z'  zugewiesen  sein,  und  es  sind  das  ersichtlich  die  Werte  z{Ri{([o)), 

wo  die  Bi  ein  zum  Schema  f^'  .  j  gehörendes  Repräsentantensyste 

durchlaufen.  Jetzt  liegt  aller  Nachdruck  darauf,  dass  wir  jedem  dieser 
^  Zahl  werte  z{Rt(cj))  jeweils  auch  noch  den  zugehörigen  Wert  J{Ri((o)) 
hinzugesellen  können.  Solcherweise  entspringen  als  dem  ursprünglichen 
Wertsystem  z,  J  zugewiesen  ip  Wertsysteme  z\  J',  und  durch  diese 
letzteren  kann  man  offenbar  tf;  Punkte  der  Fläche  F^  als  definiert 
ansehen.  Der  Transformation  n*^'  Ordnung  von  bestimmtem  Schema  ent- 
spricht  in  diesem  Sinne  eine  getvisse  Punktcorrespondenz***)  auf  der 
Biemann'schen  Fläclie  F^^,  hei  welcher  jedem  Punkte  der  Ff^  bestimmte 
f  Punkte  derselben  zugewiesen  sind,  eine  Correspondenz,  die  als  solche 
natürlich  vom  gerade  getvählten  Modulsystem  z,  J  unabhängig  ist  f). 


m 


*)  Diese  Gleichung  ist  von  Gützlaff  entwickelt  in  der  Abbandlang:  Aequatio 
tnadidaris  pro  transformatione  functionum  elUpticarum  septimi  ordinis,  Crelle's  Jour- 
nal, Bd.  12  (1832). 

**)  Cf.  Fundamenta  nova  Artikel  30. 

***)  Diese   zuerst  in   der  Geometrie   gebrauchte  Benennung   (man   sehe   die 
gleich  folgende  Entwicklung)  rührt  von  Chasles  her. 

f)  In  der  That  lässt  sich  das  nämliche  Resultat  aufs  leichteste  mit  Hülfe 
der  Sätze  des  vorigen  Kapitels  unter  directem  Gebrauch  der  Repräsentanten  It^{oa) 
und  der  Fundamentalpolygone  der  o-Halbebene  zur  Ableitung  bringen,  ohne  dass 
dabei  irgend  wie  von  bestimmt  gewählten  zum  Polygon  gehörigen  Modulfnnc- 
tionen  die  Rede  wäre.  Auf  die  hiermit  gemeinte  Auffassung  werden  wir  weiter 
unten  (im  letzten  Abschnitt)  noch  ausführlicher  zurückkommen. 
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Die  so  gewonnene  Auffassang  der  Transfonnation  ist  ganz  un- 
abhängig davon  ^  ob  das  Geschlecht  der  Fläche  F^^  p  ^=0  oder  p  >  0 
ist.  Trifft  ersteres  zu,  so  sei  g  ein  zugehöriger  Hauptmodal;  wir  werden 
in  diesem  Falle  die  fragliche  Correspondenz  durch  eine  algebraische 
Gleichung  f{B\  g)  =ss  Q  m  Bezug  auf  z'  vom  Grade  ^  ausdrücken, 
welche  offenbar  die  zugehörige  Modulargleichung  ist.  Ist  aber  j)  >  0, 
so  kann  eine  einzelne  Grosse  e  zum  Ausdruck  der  Correspondenz 
nicht  mehr  hinreichen;  da  würde  die  Relation  f{z'y  e)xzsaQ^  wie  wir 
wissen  den  ^*®'*  Grad  überschreiten.  Vielmehr  werden  wir  hier  die 
Moduln  0Q,  Zy^j  . . .;  Zr-i  eines  vollen  Systems  immer  mgleich  der  ein- 
sselnen  Transformation  n^  Ordnung  unterwerfen  müssen;  tcie  wir  aber 
diese  Moduln  0  übrigens  wählen  y  ist  durchaus  gleichgültig.  Wenn  wir 
jetzt  vermöge  der  0  die  Fläche  Ff^  nach  den  in  I  p.  557  u.  f.  auseinander- 
gesetzten Anschauungsweisen  auf  eine  Curve  G  des  Baumes  jß,  von 
V  Dimensionen  abbilden,  so  werden  wir  den  vorhin  ausgesprochenen 
Grundsatz  auch  folgendermassen  formulieren  können:  Auf  der  Curve 
C  des  Geschlechtes  p  begründet  die  Transformation  n^'  Ordnung  von  be- 
stimmtem Schema  eine  gewisse,  übrigens  algebraische,  Gorrespondenjs,  bei 
der  jedem  Punkte  der  C  bestimmte  ^  weitere  Punkte  derselben  mgeordnet 
sind.  Diese  Correspondenz,  die  wir  hinfort  als  eine  Modularcorrespondena 
bezeichnen  wollen,  wird  durch  die  algebraischen  Relationen  zwischen 
den  ursprünglichen  und  transformierten  Moduln  0q,  0^,  . . .,  0v~^i  zum 
Ausdruck  gebracht 

So  hat  sich,  indem  wir  der  Transformation  der  Hauptmoduln 
diejenige  der  Modulsysteme  anreihen,  die  Lehre  von  den  Modular- 
gleichungen als  erstes  Glied  in  der  allgemeinen  Theorie  der  Modudar- 
correspond€n0€n  erwiesen,  welch'  letztere  in  allen  wesentlichen  Punkten 
die  Einfachheit  der  Modulargleichungen  teilen,  in  Anbetracht  des 
Grades  ^,  der  Vertauschbarkeit  der  Argumente  und  der  Galois'schen 
Gruppe*).  An  die  ausführliche  Betrachtung  der  Modularcorrespondenzen 
wollen  wir  mit  allen  Mitteln  der  modernen  Functionentheorie  heran- 
treten; um  dieselben  aber  herbeizuschaffen,  müssen  wir  diese  Unter- 
suchung bis  in  den  übernächsten  Abschnitt  verschieben.  Hier  nur 
noch  die  Deutung,  welche  die  Gleichungen  (1)  und  (3)  mit  Hülfe  der 
jetzt  gewonnenen  Gesichtspunkte  erlangen. 

Die  beiden  Modulfiinctionen  |/T,  j/1  —  A  oder,  wie  wir  hier 
zweckmässiger  sagen,  Yk,  Yk'  bilden  das  volle  Modulsystem  einer  zur 

*)  Diese  zu  den  Modularcorrespondenzen  führende  Gedankenentwicklung 
wurde  von  Hrn.  Klein  zum  ersten  Male  in  der  zu. Anfang  des  Kapitels  genannten 
Arbeit  skizziert;  auf  die  hierher  gehörigen  Arbeiten  der  Herren  Hurwitz  und 
E.  Fiedler  kommen  wir  unten  ausführlich  zurück. 
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16**°  Stufe  gehörenden  ausgezeichneten  f^^y  welche  man  in  Bd.  I 
p.  679  (oben)  definiert  findet.  Das  Polygon  derselben  wird  vermöge 
dieses  Modulsystems  eindeutig  auf  die  Curve  achter  Ordnung: 

(4)  (W  +  (i/ftO"  -  1 

bezogen,  welche  wir  unter  Aufnahme  der  homogenen  Coordinaten 

(5)  Xi :  a?2 :  a?3  =  j/A  :  }/k' :  1 

in  der  homogenen  Gleichungsform  anschreiben: 

(6)  x,^  +  x/  -  x,^  =  0. 

Ist  nun  der  Transformationsgrad  n  eine  beliebige  ungerade  Zahl,  so 
wird  ganz  offenbar  die  V^^^,  modulo  16  reduciert,  durch  a'  <=  no  in 
sich  transformiert;  so  dass  z.  6.  fQr  n  =  7  auf  der  durch  (6)  dar- 
gestellten Q  eine  algebraische  Correspondenz  entspringt,  die  jedem 
Punkte  der  (7g  acht  weitere  Punkte  zuweist  Hier  werden  wir  nun 
die  Gleichung  (3)  dahin  interpretieren,  dctss  die  in  Bede  stehende 
Correspondene  in  einfachster  Weise  durch  gerade  Linien  eum  ArASscfmiU 
gAracht  wird.  Führen  wir  nämlich  der  Gleichung  (5)  entsprechend 
für  die  transformierten  Moduln  die  Bezeichnung  ein: 

so  schreibt  sich  Gleichung  (3)  in  die  neue  Gestalt  um: 

(7)  y,x^  +  y^x^  —  y^x^  =  0. 

Jedem  festen  Punkte  (x^,  x^,  x^  der  (7g  entsprechen  solcherweise  bei 
unserer  Correspondenz  diejenigen  acht  weiteren  Punkte,  welche  durch 
die  Gerade  (7)  ausgeschnitten  werden;  natürlich  sind  dabei  die  yt  als 
die  laufenden  Coordinaten  der  C^  anzusehen.  In  ganz  analoger  Weise 
wird  man  die  Interpretation  der  Legendre'schen  Modulargleichung  (1) 
an  die  ausgezeichnete  V^q  der  achten  Stufe  resp.  an  die  zugehörige 
Curve  vierter  Ordnung  anknüpfen« 

Gehen  wir  beiläufig  durch  Adjunction  von  YTcV  zu  den  Stufen  12 
bez.  24  und  48,  so  sind  z.  B.  auch  die  folgenden  Relationen: 

U  +  h'V     +2      ykl¥V  =  \, 

(8)  ykT+yVY+2     yki¥T=i, 

yM+y}cr  +  y2'yhiFf=  i, 

die  der  Reihe  nach  den  Transformationsgraden  n  s=  5^  H^  23  ent- 
sprechen, auf  Grund  der  skizzierten  Theorie  der  Modularcorrespondenzen 
unmittelbar  verständlich;  es  handelt  sich  dabei  um  Correspondenzen 
6***°,  12*®°  und  24*®**  Grades   auf  den  zugehörigen  Raumcurven.     Wir 
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kommen^  wie  schon  gesagt,  auf  diese  Gegenstände  im  letzten  Abschnitt 
noch  ausführlich  zurück,  wo  wir  dann  auch  die  näheren  litterarischen 
Angaben  über  die  Gleichungen  (8)  zu  machen  haben. 

Die  hiermit  gekennzeichnete  functionentheoretische  Auffassung  der 
irrationalen  Modulargleichungen  ist,  wie  wir  bemerkten,  durchaus  neueren 
Datums;  die  früheren  Untersuchungen  anderer  Mathematiker  zielten 
mehr  auf  directe  Herstellung  einzelner  für  besondere  Fälle  geltender 
eleganter  Formeln  ab.  Dies  ist  beispielsweise  die  Tendenz,  welche  die 
Dissertation  von  Hrn.  Schröter*)  beherrscht.  Was  die  dort  verwandte 
Methode  angeht,  so  bemerke  man,  dass  die  soeben  mitgeteilten 
irrationalen  Modulargleichungen  vermöge  der  auf  p.  30  angegebenen 
Formeln  (5)  in  Relationen  zwischen  den  ursprünglichen  und  trans- 
formierten ^-Nullwerten  d-Q,  d'^,  ^3  übergehen.  Das  Problem  war  also, 
entsprechende  Relationen  zwischen  O'-Teilwerten  für  die  einzelnen  Trans- 
formationsgrade direct  herzustellen,  und  die  Operationsbasis  lieferten 
hierfür  die  Reihen-  und  Productentwicklungen  der  ^. 

Die  Betrachtung  derartiger  ^'-Relationen  gewann  dadurch  ein 
historisches  Interesse,  dass  man  im  Gauss'schen  Nachlass  hierher  ge- 
hörige Entwicklungen  vorfand**).  Gauss'  „neue  Transcendenten" 
P{x),  Q{x)y  R(x)  sind  geradezu  mit  den  Nullwerten  O-^,  d-^,  ^3  iden- 
tisch, und  die  Gauss'schen  Entwicklungen  ergeben  bei  dieser  Sachlage 
^-Relationen  für  die  Transformationsgrade  3  und  5.  Untersuchungen 
über  derartige  Relationen  für  n  =  3,  5,  7  ... .  sind  sehr  zahlreich 
angestellt  worden  und  setzen  sich  bis  in  die  neueste  Zeit  fort***). 
Man  hat  sich  dabei  im  allgemeinen  keineswegs  nur  auf  eine  einzelne 
Relation  für  jeden  Transformationsgrad  beschränkt,  welche  geeignet 
wäre,  die  betreflfende  Jacobi'sche  Modulargleichung  zu  ersetzen.  Viel- 
mehr  ergaben  die  Methoden  zumeist  gleich  eine  grosse  Menge  ver- 


*)  De  aequationibus  modulartbus,   Rcgiomonti  1854;    vergl.   auch    die  Mit- 
teilung in  Bd.  V  der  Acta  Mathematica,  p.  208  (1884). 

**)  Man  sehe  die  Abhandlungen  „Zur  Theorie  der  neuen  TranscenderUen*'  im 
dritten  Bande  der  gesammelten  Werke  p.  465. 

***)  Wir  machen  etwa  die  folgenden  Abbandlungen  namhaft:  Schering, 
Mitteilungen  über  den  dritten  Band  von  Gauss'  Werken  (Math.  Ann.  Bd.  1,  1868); 
Göring,  Untersuchung  über  die  Teilwerte  der  JacobV sehen  TJietafunctionen  und 
die  im  Gauss^ selten  Nachlasse  mitgeteilten  Beziehungen  derselben  (Math.  Ann. 
Bd.  7,  1874);  Her  stow ski,  Zur  Theorie  der  Jacobi'schen  Thetafunctionen  (Math. 
Ann.,  Bd.  11,  1876);  Krause,  Sur  la  transformation  des  fonctions  elliptiques 
(Acta  Math.  Bd.  3,  1883);  F.  Müller,  Zur  Tramformation  der  »-Functionen 
(Grunert's  Archiv,  2*«  Reihe  Bd.  1,  1884);  Rohde,  Zur  Transformation  der 
»-Functionen  (ebenda  Bd.  3,  1885);  Rüssel,  Onkl  —  k'V  modular  equations^ 
(Lond.  Math.  See.  Proc.  Bd.  19,  1888). 
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schiedeuer  Relationen^  von  denen  man  die  eleganteren  fertig  berechnete, 
ohne  indessen  des  genaueren  die  zwischen  ihnen  bestehenden  alge- 
braischen Beziehungen  zu  verfolgen.  Wie  diese  Beziehungen  aus  der 
Theorie  der  Modulfunctionen  entspringen,  und  wie  daraufhin  die 
Gesamtheit  der  beim  einzelnen  Transformationsgrad  eintretenden 
^-Relationen  auf  Grund  einheitlicher  algebraischer  Principien  leicht 
überblickt  werden  kann,  ist  vom  Herausgeber  gelegentlich  erörtert 
und  für  die  Transformationsgrade  n  =  3,  5  vollständig  durchgeführt 
worden  *). 


*)  Vgl.  die  Leipziger  DiBsertation:  Über  Systeme  elliptischer  Modulfunctionen 
(Braunschweig,  1886)  sowie  die  Abhandlung:  Die  Congruenzgruppen  der  sec7^sten 
Stufe  (Math.  Ann.  Bd.  28,  1886). 


Fünftes  Kapitel. 

Anwendung  der  Hodulargleichungen  erster  Stnfe  anf  die  Theorie 
der  ganzzaliligen  binären  quadratischen  Formen. 

Im  Abschnitt  II  Kap.  3  (Bd.  I  p.  243  u.  f.)  ist  die  Anwendung 
auseinandergesetzt^  welche  die  Modulteilung  der  lo-Halbebene  auf  die 
Lehre  von  den  ganzzahligen  binären  quadratischen  Formen  der 
elementaren  Zahlentheorie  zulässt.  Vermöge  zweckmässiger  geo- 
metrischer Repräsentation  der  Formen  gelang  es,  die  Aequivalenz  und 
Beduction  der  Formen  mit  den  rein  anschaulichen  Mitteln  der  Modul- 
teilung zur  Darstellung  zu  bringen,  und  zugleich  wurde  die  Endlichkeit 
der  Classenanzahl  bei  gegebener  positiver  wie  negativer  Determinante 
D  durch  ein  paar  hinzukommende  arithmetische  Schlösse  festgestellte 
Man  weiss,  dass  die  Bestimmung  dieser  Classenanzahl  bei  gegebener 
Determinante  D  den  Hauptgegenstand  in  der  eingehenderen  Theorie 
jener  quadratischen  Formen  ausmacht;  und  hier  ist  es  nun^  wo  uns 
die  in  den  voraufgehenden  Kapiteln  entworfene  Transformationstheorie 
und  insbesondere  die  Theorie  der  Modulargleichungen  eine  Reihe 
schöner  Anwendungen  zu  Gebote  stellt.  Die  Arbeiten  von  Eronecker 
und  Stephen  Smith,  an  die  wir  dabei  anzuknüpfen  haben  (die  ge- 
naueren Citate  folgen  weiterhin  im  Text)  gehen  von  den  Modular- 
gleichungen zweiter  Stufe,  bez.  den  Jacobi' sehen  Modulargleichungen 
aus.  Wollen  wir  indes  die  allgemein  verbreitete  Gestalt  der  Theorie 
der  quadratischen  Formen  benutzen  und  so  der  Überlegung  die  ganze 
bei  ihr  erreichbare  Einfachheit  und  Übersichtlichkeit  erteilen,  so  müssen 
wir  zunächst  die  Transformation  erster  Stufe  und  also  die  Modular- 
gleichungen erster  Stufe  zu  Grunde  legen;  und  in  der  That  finden  wir 
hier  einen  neuen  Beleg  für  die  Richtigkeit  der  überall  von  uns  fest- 
gehaltenen Anschauungsweise,  dass  man  die  erste  Stufe  vor  den  übrigen 
in  Betracht  ziehen  soll.  Selbstverständlich  ist  hiermit  gemeint,  dass  die 
höheren  Stufen  späterhin  in  entsprechender  Weise  untersucht  werden 
sollen,  wie  dies  im  folgenden  Kapitel  und  in  dem  sechsten  weiter 
unten   folgenden  Abschnitt   noch    geschehen   wird.   —   Über  die  sich 
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unmittelbar  an  die  Auseinandersetzungen  des  gegenwärtigen  Kapitels 
anschliessende  Theorie  der  complexen  Multiplication  der  elliptischen 
Functionen  können  wir  leider  nur  einen  kurzen  Bericht  anfügen  und 
müssen  im  übrigen  auf  die  sonstigen  Bearbeitungen  dieses  Gegen- 
standes verweisen. 


§  1.    Ergänzende  Sätze  über  die  binären  quadratischen  Formen 

und  ihre  geometrisohe  Repräsentation. 

Bevor  wir  zum  eigentUchen  Gegenstande  unserer  neuen  Unter- 
suchung übergehen,  müssen  wir  vorab  eine  Reihe  von  allgemeinen 
Sätzen  über  die  ganzzahligen  binären  quadratischen  Formen  zusammen- 
stellen, welche  die  in  Bd.  I  1.  c.  entworfene  Theorie  dieser  Formen 
in  verschiedenen  Punkten  ergänzen. 

Eine  vorliegende  Form  (a,  by  c)  geht  durch  die  ganzzahlige  Substitu- 
tion x'  ^=  —  Xf  y'  =y  der  Determinante  —  1  in  (a,  —  6,  c)  über.  Hat 
sie  die  negative  Determinante  2)  ==  —  A ,  so  geht  dabei  der  repräsen- 
tierende Punkt  -^- der  neuen  Form  aus  dem  der  ursprünglichen, 

lL_r_^   durch   Ausübung   der   Modulsubstitution    zweiter   Art   A 

hervor.  Das  Gleiche  gilt  im  Falle  einer  positiven  Determinante  D 
von  den  beiden  repräsentierenden  Halbkreisen  der  fraglichen  Formen: 

Nun  ist  jede  mit  (a,  &,  c)  im  Sinne  des  zahlentheoretischen  Sprach- 
gebrauchs „uneigentlich"  äquivalente  Form  mit  (a,  —  6,  c)  eigentlich 
äquivalent,  und  also  folgt  ohne  weiteres  der  Satz:  Sind  zwei  Formen 
(a,  6,  c),  (a',  6',  c')  uneigenttich  äquivalent,  so  gehen  die  repräsentierenden 
Pufikte  bez.  Halbkreise  durch  Modulsubstitutionen  zweiter  Art  auseinander 
hervor,  und  umgekehrt*). 

Vor  allem  mögen  nun  hier  unter  Berücksichtigung  der  uneigent- 
liehen  Äquivalenz  und  also  der  Substitutionen  zweiter  Art  die  Sätze 
über  die  Transformationen  der  einzelnen  Form  in  sich  eine  umfassende 
Zusammenstellung  finden,  und  zwar  erstlich  far  negative  Determinanten. 
Wir  nehmen  bei  2)  <  0  übrigens  die  Formen  sogleich  in  der  Gestalt 
(P,  Q,  B)  d.  i.  Px^  +  Q^y  +  ^y*  an,  die  wir  in  I  p.  250  unter  dem 
Texte  einführten.     Als  Determinante  haben  wir  dann 

(1)  2)  =  -  A  =  Ö«  -  4PE, 


*)  Man  vergl.  die  vorläufige  Mitteilung  unter  dem  Texte  von  I  p.  249. 
Klein-Frioke,  Modalfonctioneii.  IL  11 
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und  der  repräsentierende  Punkt  wird: 

K^J  cj= 2P 

Es  liegt  dieser  Formel  offenbar  die  Annahme  zu  Grunde,  dass  wir 
hier  nur  mit  positiven  Formen  (P,  Q,  R)  arbeiten  wollen,  da  anderen- 
falls der  in  (2)  gegebene  Punkt  o  der  negativen  Halbebene  angehören 
würde. 

Liegt  der  repräsentierende  Punkt  (2)  im  Innern  seines  Elementar- 
dreiecks, so  wissen  wir,  dass  (P,  Q,  R)  nur  durch  die  Identität  in  sich 
übergeführt  wird. 

Die  nächste  Besonderheit,  welche  nunmehr  eintreten  kann,  ist 
diejenige,  dass  der  Punkt  (2)  auf  einem  Symmetriekreise,  jedoch  nicht 
gerade  in  einer  Ecke  der  Modulteilung  liegt.  Alsdann  geht  (P,  Q,  R) 
ausser  durch  1  noch  durch  die  zu  jenem  Symmetriekreise  gehörende 
Spiegelung,  insgesamt  also  durch  die  Operationen  einer  in  der  erwei- 
terten r  enthaltenen  G2  in  sich  über  und  ist  also  sich  selbst  zugleich 
eigentlich  und  uneigentlich  äquivalent.  Trifft  dies  zu,  so  können  wir 
sofort  zu  (P,  Q,  R)  äquivalente  Formen  in  unendlicher  Zahl  angeben, 
deren  repräsentierende  Punkte  auf  den  verticalen  Geraden  der  Modul- 
teilung liegen.  Formen  (P,  Q^  R)  der  letzteren  Art  sind  durch  die 
Eigenschaft  charakterisiert,  dass  ihr  mittlerer  Coefficient  Q  durch  den 
ersten  P  teilbar  ist.  Das  sind  aber  die  ambigen  Formen*),  und  wir 
formulieren  sofort  den  Satz:  Ist  eine  Form  sich  selbst  uneigentlich  äqui- 
valent, so  gehört  sie  einer  anibigen  Formclasse  an.  Wir  konnten  drei 
Arten  von  ambigen  Formclassen  unterscheiden,  je  nach  der  Seite  des 
schraffierten  Ausgangsdreiecks,  auf  der  der  repräsentierende  Punkt  ge- 
legen ist;  die  reducierten  Formen  dieser  drei  Arten  von  Formclassen 
haben  bez.  die  Gestalt  (P,  0,  J2),  (P,  Q,  P)  und  (P,  P,  R). 

Der  Fall,  dass  der  repräsentierende  Punkt  (2)  einer  vorgelegten 
Form  in  einer  mit  (o  =  i  oder  q  äquivalenten  Ecke  der  Modulteilung 
gelegen  ist,  wurde  bereits  I  p.  247  ausführlich  betrachtet.  Wir 
können  hinzusetzen,  dass  die  hierher  gehörenden  Formen  stets  ambig 
sind  und  als  reducierte  Formen  die  Gestalt  (P,  0,  P)  bez.  (P,  P,  P) 
haben.     Die  gesamten  Substitutionen,    welche    eine  Form  (P,  Q,  R) 

fraglicher  Art  in  sich  überführen,  bilden  eine  G^  bez.  eine  Gq. 

Sei  jetzt  (a,  6,  c)  in  der  gewohnten  Bezeichnung  für  eine  Form 
der  positiven  Determinante  D  gebraucht,  so  wissen  wir  zuvörderst, 
dass   zu    dieser  Form  eine  cyclische  Gruppe   G«  von   hyperbolischen 


*)  Cf.  Dirichlet-Dedekind,  Zalilentheoi'ie  p.  138. 
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Substitutionen  gebort,  welche  (a,  b^  c)  in  sieb  transformieren;  die  er- 
zeugende Substitution  dieser  G^  war 

T-bü  cü 

(3) 


a 

9 

0 

aU 

T  +  hU 

a 

} 

Ü 

WO  T,  U  die  kleinste  positive  Losung  der  PelFscben  Gleichung 
/*  —  Du^  =  tf'  darstellte  und  6  der  Teiler  der  Form  (a,  6,  c)  war. 

Als  Specialfall  betrachten  wir  zunächst  wieder  den,  dass  (a,  b,  c) 
sich  selbst  nneigentlicb  äquivalent  ist.  Es  muss  alsdann  der  repräsen- 
tierende Halbkreis  von  (a,  by  c)  durch  die  betreffende  Modulsubstitution 
zweiter  Art  in  sich  übergeführt  werden.  EUerbei  aber  ist  sogleich 
noch  eine  wichtige  Bemerkung  einzuschalten:  Sind  {a,  b,  c)  und  (a',  V,  c) 
äquivalent,  so  geht  durch  die  betreffende  Modulsubstitution  erster  Aj*t 
die  erste  Wurzel  von  aa>*-|-26a>  +  ^  =  0  wieder  in  die  erste  von 
a'fli*  +  2b'(o  +  c'b=  0  über  (cf.  I  p.  251);  gehen  wir  aber  durch  die 
Substitution  a>'  =  —  a>  von  (a,  b,  c)  zur  uneigentlich  äquivalenten 
Form  (a,  —  by  c)^  so  wird  ans  der  ersten  Wurzel  der  einen  Form  die 
zweite  der  andern.  Nun  wollten  wir  die  Operation  o'  =  —  cd  (um  in 
der  positiven  oi-Halbebene  zu  bleiben)  durch  die  Modulsubstitution  A 
ersetzen.  Da  ist  denn  also  (was  geometrisch  sofort  evident  ist)  der 
Pfeil,  mit  dem  wir  in  I  p.  251  den  Halbkreis  von  (a,  6,  c)  ausgestattet 
dachten,  bei  Ausübung  von  A  gerade  umzukehren,  damit  er  die  rich- 
tige Lage  des  zu  (a,  —  &,  c)  gehörenden  Pfeiles  auf  dem  zugehörigen 
Halbkreise  angiebi  Das  ist  natürlich,  wie  man  sofort  bemerken  wird, 
eine  allgemeine  Regel  für  uneigentlich  äquivalente  Formen  (da  doch 
bei  eigentlicher  Äquivalenz  die  erste  Wurzel  der  einen  Form  immer 
wieder  die  erste  der  anderen  Form  ergiebt,  und  somit  Umkehrung  des 
Pfeiles   hier   nicht  eintritt).     Wenn  wir  also  jetzt  zur  obigen  Form 

(a,  by  c)  zurückkehren,  die  durch  V  in  sich  selbst  übergeführt  wird, 
so  werden  wir  gleich  des  genaueren  sagen:  der  zugehörige  Halbkreis 

wird  durch  V  derart  in  sich  transformiert,  dass  dabei  seine  beiden 

auf  der  reellen  Axe  stehenden  Fusspunkte  permutiert  werden.  V  hat 
demzufolge  auf  dem  Halbkreise,  und  zwar  im  Innern  der  Halbebene, 
einen  Fixpunkt  und  ist  somit  nach  I  p.  226  eine  Spiegelung;  also  das 
Besultat :  Ist  (a,  by  c)  sich  selbst  uneigentlich  äquivalent,  so  schneidet  der 
repräsentierende  Halbkreis  einen  und  damit  unendlich  viele  Symmetrie' 
kreise  der  Modulteilung  orthogonal;  die  zugehörigen  Spiegelungen  erweitem 

die  aus  (3)  zu  erzeugende  6r«  auf  eine  ög«,  welche  nun  die  gesamten, 

(a,  by  c)  in  sich  überführenden  Substitutionen  giebt.  —  Indem  man  einen 

11* 
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einzelnen  der  orthogonal  getroffenen  Symmetriekreise  der  Modulteilung 
in  eine  senkrechte  Gerade  derselben  transformiert,  geht  (a,  6,  c)  in 
eine  solche  äquivalente  Form  (a',  6',  c)  über,  deren  doppelter  mittlerer 
Coefficient  26'  durch  a  teilbar  ist.  Die  mit  sich  selbst  uneigenttich 
äquivalenten  Formen  liefern  uns  also  auch  hei  2)  >  0  wieder  die  ambigen 
Classen  der  Determinante  D,  Unter  den  zugehörigen  reducierten  Formen 
lassen  sich  solche  auffinden,  die  eine  der  drei  Gestalten  (a,  0,  c), 
(a,  6,  a),  (26,  6,  c)  besitzen. 

Soll  zweitens  (a,  6,  c)  ausser  durch  die  Operationen  der  &«  noch 
durch  eine  weitere  Modulsubstitution  erster  Art  in  sich  übergehen,  so 
könnte  dies  nur  eine  V^  sein,  deren  Fixpunkt  auf  dem  Halbkreise  von 
(a,  6,  c)  liegt.  Inzwischen  wird  (a,  6,  c)  durch  F,  doch  nicht  in  sich, 
sondern  vielmehr,  wie  man  aus  der  obigen  Betrachtung  über  die  Pfeil- 
richtungen der  Halbkreise  ersieht,  in  ( —  a,  —  6,  —  c)  transformiert, 
welch'  letztere  Form  wir  als  zu  (a,  6,  c)  invers  bezeichnen  mögen. 
Wir  merken  demnach  als  ersten  Satz  an:  Eine  FormcUxsse  ist  stets 
und  nur  dann  sich  selbst  invers,  wenn  auf  dem  Halbkreise  einer  in  ihr 
enthaltenen  Form  ein  und  damit  gleich  unendlich  viele  mit  cd  <=  i  äqui- 
valente Punkte  liegen.  Die  unendlich  vielen  zu  den  durchzogenen  Ecken 
der  Modulteilung  gehörenden  elliptischen  V^  ergänzen  die  aus  (3)  ent- 
springende G^  zu  einer  &2aoy  deren  Structur  den  endlichen  Gruppen 
des  Diedertypus  analog  ist  (vgl,  die  Note  in  I  p.  269). 

Im  letzteren  Falle  einer  sich  selbst  inversen  Classe  erfahrt  die  in 
I  p.  257  gegebene  Erörterung  eine  wesentliche  Ergänzung*).  Man 
hatte  dort  den  repräsentierenden  Kreis  von  (a,  6,  c)  in  eine  ge- 
schlossene Kette  von  das  Ausgangsdreieck  durchsetzenden  Kreis- 
segmenten transformiert,  die  (in  gewisser  Richtung  durchlaufen)  ein 
Bild  für  die  Periode  der  reducierten  Formen  abgaben  (cf.  Fig.  64, 
1  p.  257).  Gelangen  wir  nun  beim  Durchlaufen  der  Kette  zu  o  =  t,  so 
wird  uns  die  demnächst  anzuwendende  Operation  T  zu  dem  gerade 
voraufgehenden  Segment  zurückführen,  das  wir  jetzt  nur  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  durchlaufen.  So  wird  sich  also  die  ganze  Kette  in 
diesem  Specialfalle  aus  zwei  coincidierenden  Hälften  zusammensetzen,  deren 
einzelne  wir  erst  in  der  einen,  hernach  sogleich  in  umgekehrter  Bichtung 
durchlaufen. 

Nun  aber  folgende,  für  unsere  weiteren  Entwicklungen  wichtige 
Massnahme:  Wir  durchlaufen  von  o  =  i  beginnend  nur  die  Hälfte 
unserer  Kette  und  kommen  so  zu  cd  =  i  zurück.  Das  letzte  dabei  durch- 

*)  Dies  ist  zugleich  die  einzige  hier  nötige  Ergänzung;  insbesondere  wird 
man  leicht  bemerken,  dass  der  Punkt  ca  *=»  q  keineswegs  eine  ähnliche  Aub- 
nahmerolle  spielt,  wie  a  ^s  i. 
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laufene  Kreissegment  repräsentiert  eine  Form  (a,  6,  —  a),  und  nun 
beschreibe  man  das  zu  diesem  Segment  im  Punkte  (o  =  i  orthogonale; 
letzteres  repräsentiert  die  Form  ( —  b,  a,  b)  der  Determinante  D,  welche 
aus  {a,  bf  — a)  vermöge  der  irrationalen  Substitution  der  Determinante  1: 

1,1  /  1,1 

hervorgeht.  Es  schliesst  sich  solcherweise  an  die  erste  Eette  eine 
zweite,  welche  wir  jedoch  wieder  nur  zur  Hälfte  durchlaufen,  um  jetzt 
in  gleicher  Weise  eine  dritte  Kette  anzureihen.  Es  ist  selbst- 
verständlich, dass  dieses  System  an  einander  gereihter  Ketten  sich 
nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Schritten  schliesst.  Ob  aber  dabei 
alle  bei  der  Determinante  D  eintretenden,  sich  selbst  inversen  Classen 
in  ein  geschlossenes  System  aufgereiht  sind  oder  nicht,  wollen  wir  hier 
allgemein  nicht  mehr  entscheiden. 

Endlich  noch  die  erläuternden  Zusätze:  Nicht  jede  ambige  Classe 
ist  sich  selbst  invers;  so  z.  B.  wird  die  Hauptform  (1,  0,  —  D)  der 
Determinante  D,  welche  ja  stets  ambig  ist,  höchstens  dann  mit  ihrer 
inversen  äquivalent  sein  können,  wenn  D  nur  Primteiler  der  Form 
(4Ä  +  1)  besitzt  Nicht  jede  sich  selbst  inverse  Classe  ist  ambig;  solches 
zeigt  z.  B.  die   Form   (14,   —5,  — 14)  der  Determinante  D  =  221, 

7  4-  f 
auf  deren  repräsentierendem  Kreise  o  =  i  und  m  =     T^      zwei  con- 

secutive  Ecken  der  Modulteilung  sind.  Man  liest  aus  Fig.  36  (I  p.  113) 
ohne  weiteres  ab,  dass  die  Hälfte  der  zugehörigen  Formenperiode  fünf 

7  A-  i 

Reducierte  hat,  dass  aber  zwischen  den  beiden  Punkten  (o  =  t,      "^ 

kein  Modulkreis  orthogonal  zum  repräsentierenden  Kreise  von 
(14,  —  5,  —  14)  verläuft.  Natürlich  giebt  es  auch  Classen,  die  gleich- 
zeitig .  ambig  und  sich  selbst  invers  sind  (vgl.  z.  B.  die  unten  zu  be- 
trachtenden Formclassen  der  Determinante  2)  =  5);  eine  hierher  ge- 
hörende Form  wird,  vom  Zeichenwechsel  ihrer  Coefficienten  abgesehen, 
insgesamt  durch  die  Operationen  einer  in  der  erweiterten  Modulgruppe 

enthaltenen  G^^  in  sich  übergeführt. 

§  2.    Beziehung  der  Modulargleiohtmgen  erster  Stufe  zu  den~ 
quadratischen  Formen  positiver  Determinante. 

Die  Smith*80he  Curve. 

Für  die  eigentliche  Transformation  w*®'  Ordnung  hatten  wir  oben 
(p.  54  u.  f.)  eine  Modulargleichung  erster  Stufe  f{J\  J)  =  0  als 
existierend  nachgewiesen  und  der  näheren  Untersuchung  unterworfen. 
Ihre  linke  Seite  war  eine  ganze  rationale  und  symmetrische  Function 
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der  beiden  Argumente  J'  und  Jy  und  zwar  stiegen  beide  bis  auf  den 
Grad  ^(n)  in  derselben  aif;  die  numerischen  Coefficienten  in  f{J\  J) 
waren  durchgehends  reell  und  rational.  —  Man  zerlege  nun  J  in 
seinen  reellen  und  imaginären  Bestandteil:  J'=^X'\-iY  und  suche 
nach  denjenigen  Punkten  J  der  XF-Ebene,  fQr  welche  mindestens 
einer  von  den  ^(n)  zugehörigen  Werten  J'  den  zu  J  conjugiert  com- 
plexen  Wert  «7'  «=  X  —  iY  annimmt.  Zu  dem  Ende  wird  man 
J'  =  X  —  i  F,  e7'=  X  -f-  *  ^  iß  ^iö  linke  Seite  der  Modulargleichung 
substituieren  y  welche  daraufhin  in  eine  ganze  rationale  Function  der 
beiden  reellen  Yariabelen  X,  Y  übergeht;  dieselbe  wird  offenbar  wieder 
durchgehends  reelle  rationale  Coefficienten  besitzen  und  von  Y  aus- 
schliesslich Potenzen  mit  geraden  Exponenten  aufweisen.  Indem  wir 
die  so  gewonnene  Function  mit  Null  identisch  setzen: 

(1)  fiX-iT,  x  +  iT)'=hiX,  r;  =  o, 

entspringt  die  Gleichung  einer  in  der  eT'-Ebene  gelegenen  algebraischen 
Curve,  von  der  uns  vorab  einzig  die  reellen  Punkte  interessieren;  in 
der  That  liefern  uns  diese  gerade  alle  hier  gesuchten  Werte  J  (för 
welche  wenigstens  eines  der  zugehörigen  «T  mit  J  conjugiert  complex 
ist).  Man  bemerke  {übrigens  sogleich,  dass  die  Curve  %  »=  0  Symmetrie 
in  Bezug  auf  die  X-Axe  aufweisen  wird. 

Die  fragliche  algebraische  Curve  %  «=  0  steht  nun  in  innigster 
Beziehung  zu  den  quadratischen  Formen  der  posiHven  Determinante 
D  szsz  n.  Dm  dies  klar  zu  legen,  möge  man  nachsehen,  wie  sich  %  «=  0 
vermöge  der  Function  (o(J)  auf  das  Ausgangsdreieck  der  Modulteilung 
überträgt.  Damit  wir  hier  gleich  vollen  Anschluss  an  die  übliche 
Bezeichnungsweise  der  quadratischen  Formen  erreichen,  schreiben  wir 
eine  Transformation  n^  Ordnung: 

(2)  ^(<^)  =  ~t-ä'    «»^^ -««  =  »> 

SO  dass  gegenüber  der  sonst  gebräuchlichen  Bezeichnung  die  Buchstaben 

a,  6,  c  für  den  Augenblick  cyclisch  permutiert  sind.     Ist  jetzt  a>  im 

Ausgangsdreieck  gelegen,    und  ist  J(nV{(o))  zu  J(o)  conjugiert,    so 

sind   offenbar  wF((d)  und  — 5  äquivalente  Punkte:   V'nV(j[D)'='  —  5. 

Da    aber    V'nV   in   der    Gestalt   (2)    enthalten    ist,    so    werden    wir 

schreiben 

b(o  -\-  c    .    -        ^ 

Substituiert  man  hier  ausführlicher  für  m  den  Wert  (x  +  iy),  so  folgt: 

a{^^  +  y')  +  (P  +  d)x  +  (6  -  d)iy  +  c  =  0. 
Offenbar  kann  diese  Gleichung  nur  bestehen,  wenn  h=^d  ist,  wo  sie 
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dann  für  den  fraglichen  Punkt  des  Aasgangsdreiecks  die  Bedingung 
liefert: 

(3)  a{x^  +  y^)  +  2bx  +  c=»0, 

während  zugleich  die  zweite  Gleichung  (2)  übergeht  in: 

(4)  b^  ^  ac  '^  n. 

So  oft  andrerseits  für  einen  Punkt  a>  des  Ausgangsdreiecks  eine 
Gleichung  (3)  erfüllt  ist,  in  welcher  a,  b,  c  drei  ganze^  der  Bedingung 
b^  —  ac  =  n  genügende  Zahlen  ohne  einen  allen  gemeinsamen  Factor 

sind,  ebenso  oft  finden  wir  umgekehrt  in  J'((o)  =  jl  "*  T  J  ©i^e  zu 
J(a>)  conjugiert  complexe  Zahl. 

Die  dem  Ausgangsdreieck  angehörenden  Kreissegmente  (3)  liefern 
uns  nun  gerade  die  gesamten  reducierten  Formen  (a^.by  c)  der  Deter- 
minante D  *=»  n,  sofern  wir  uns  hier  auf  ursprüngliche  Formen  der 
ersten  und  zweiten  Art,  d.  i.  Formen  vom  Teiler  r  =*  1  beschränken*). 
Aufs  leichteste  wird  man  dabei  erkennen,  dass  sich  die  Segmente  der 
einzelnen  geschlossenen  Kette  beim  Übergang  zur  J- Ebene  in  einen 
allenthalben  stetig  gekrümmteny  geschlossenen,  reellen  Zag  der  Curve  h  =  0 
übertragen.  Dabei  erschöpfen  sie  diesen  Zug,  so  dass  wir  letzteren  als 
Repräsentanten  der  zugehörigen  Classe  ansehen  können.  Nur  machen 
hier  wieder  die  sich  selbst  inversen  Classen  eine  leicht  erkennbare 
Ausnahme:  Da  nämlich  die  von  (o  =  i  ausstrahlenden  Winkel  beim 
Fortgang  zur  c^- Ebene  verdoppelt  erscheinen,  so  wird  sich  offenbar 
der  von  (a,  b,  — a)  herrührende  Teil  der  Curve  Ä  =  0  über  e7'=  1 
weg  stetig  gekrümmt  in  den  zu  ( —  &,  a,  b)  gehörenden  Teil  fortsetzen. 
Bei  den  sich  selbst  inversen  Classen  werden  demnach  nur  erst  alle  diejenigen 
Ketten  einen  geschlossenen  reellen  Zug  von  h«=0  liefern,  die  unr  im 
vorigen  Paragraphen  in  ein  geschlossenes  System  angereiht  haben. 

Die  hiermit  zu  Tage  getretene  merkwürdige  Beziehung  der 
Modulargleichungen  zu  den  Formclassen  positiver  Determinante  wurde 
zuerst  von  Stephen  Smith  aufgewiesen**);  wir  benennen  dieserhalb 

♦)  Cf.  Dirichlet-Dedekind,  Zahkntheorie,  3.  Aufl.  p.  148. 
**)  In  der  I  p.  261  genannten  Arbeit  „Siw  les  ^qiuxtions  modülairea'^  (1873, 
bez.  1877),  welche  die  Modolargleichang  zwischen  X  und  X'  zn  Grunde  legt.  Die 
im  Texte  entwickelte  Theorie  „erster  Stufe**,  sowie  die  Untersuchung  des  vorauf- 
gehenden  Paragraphen  wnrden  vom  Herausgeber  durchgeführt.  Übrigens  ist 
interessant,  die  Angaben  zu  vergleichen,  welche  Stephen  Smith  selbst  über  die 
Entstehung  seiner  bezüglichen  Untersnchungen  gemacht  hat  (Proceedings  of  the 
London  Math.  Soc,  vol.  9,  1878,  p.  245);  ihnen  zufolge  war  Stephen  Smith  früh- 
zeitig darauf  aufmerksam  geworden,  dass  sich  für  die  erste  Stufe  manche  Verhält- 
nisse einfacher  gestalten  als  für  die  zweite,  hat  sich  dann  aber  doch  nicht  ent- 
schliessen  kOnnen,  von  der  herkömmlichen  Benutzung  des  Moduls  X  abzugehen. 
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die  Curve  Ä  =  0  fortan  als  die  Smith 'sehe  Carve,  und  zwar  des 
genaueren  als  diejenige  erster  Stufe  der  Determinante  D.  Unter  Vor- 
behalt sogleich  hinzuzusetzender  Ergänzungen  haben  wir  den  Satz 
auszusprechen:  Die  Smith' sehe  Curve  erster  Stufe  der  Determinante  D 
hat  gerade  so  viele  reelle  Züge,  als  es  Classen  ursprünglicher  Formen  der 
Determinante  D  gieht.  Die  Zusätze  aber  sind:  Kommen*  unter  den 
reellen  Zügen  der  Smith' sehen  Curve  auch  solche  vor^  die  durch  J=^  1 
zielten,  so  tvird  der  einzelne  unter  ihnen  gleich  soviel  sich-  selbst  inverse 
Classen  ergebenj  als  die  Anzahl  der  Teile  beträgt,  in  die  der  fragliche 
Curvenzug  durch  den  Punkt  J  =  1  zerlegt  wird,  und  ferner:  Unter 
zwei  inversen  Classen  ist  in  den  ausgesprochenen  Sätzen  immer  nur  die 
eine  gerechnet,  so  dass  insbesondere  von  den  Formenperioden  der  sich  selbst 
inversen  Classen  Ammer  nur  die  Hälfte  zur  Geltung  kommt.  Es  müsste 
nämlich  andernfalls  die  Smith'sche  Curve  doppelt  zählende  Curvenzüge 
aufweisen^  und  dies  erweist  sich  im  Anschluss  an  Formel  (1)  auf  Grund 
der  Irreducibilität  der  Modulargleichung  f{J',  J)  =  0  als  unmöglich. 
Zerschneiden  wir  die  reelle  J-Axe  von  «7=  1  über  0  bis  — cx>, 
so  wird  der  einzelne  reelle  Zug  der  Smith'schen  Curve  in  eine  Anzahl 

von  CurvenstQcken  zerschnitten,  welche  den 
Formen  der  zugehörigen  Formenperiode  ein- 
deutig zugeordnet  sind.  Was  die  Gestalt 
dieser  einzelnen  Curvenstücke  angeht,  so 
können  wir  mehrere  Typen  unterscheiden, 
die  in  Fig.  4  schematisch  zu  Anschauung 
gebracht  sind  (vgl.  übrigens  Fig.  65  in 
I  p.  258).  Im  ersten  Falle,  wo  wir  einen 
n01M^^Wi^&WWh.     Umgang  um  das  Punktepaar  J=0,1  haben, 

ist  die  zugehörige  Form  eine  Neben- 
reducierte.  Liegt  eine  Hauptreducierte  vor, 
so  wird  auch  die  nach  der  einen  oder 
andern  Seite  benachbarte  Form  eine  solche  sein.  Da  tritt  die  Fall- 
unterscheidung ein,  ob  von  den  beiden  zugehörigen  Kreisbogen  des 
Ausgangsdreiecks  keiner  oder  einer  die  imaginäre  o-Axe  überkreuzt; 
ersteren  Fall  stellt  Fig.  4^  vor,  letzteren,  wo  ein  Wendepunkt  der 
Smith'schen  Curve  eintritt,  Fig.  43.  Es  ist  natürlich  keineswegs  aus- 
geschlossen, dass  Hauptreducierte  auch  in  grösserer  Anzahl  auf  ein- 
ander folgen.  —  Übrigens  gehören  den  ambigen  Classen  offenbar 
solche  reelle  Züge  von  h  =  0  zu,  die  bezüglich  der  reellen  J-Axe  sich 
selbst  symmetrisch  sind.  Ein  einzelner  solcher  Curvenzug  wird,  wo 
er  auch  die  reelle  J-Axe  trifft,  dieselbe  entweder  orthogonal  schneiden 
oder  dortselbst  einen  Doppelpunkt  aufweisen. 


Fig.  4. 
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Endlich  haben  wir  in  dem  hier  vorliegenden  Zusammenhange  noch 
der  erweiterten  Transformation  n^  Ordnung  zu  gedenken.  Dieselbe 
kanU;  wie  wir  wissen ^  nur  dann  eintreten,  wenn  n^=D  quadratische 
Teiler   z^   enthält   und    besteht   aus    dem  Inbegriff  aller  eigentlichen 

Transformationen   der  Grade  -=•     Wir  bemerken  aber  sofort:  Indem 

wir  erweiterte  Transformation  n**'  Ordnung  zu  Grunde  legen  y  wird  die 
Gesamtheit  der  ursprünglichen  und  abgeleiteten*)  Formen  der  Determi- 
nante D  gerade  in  der  Art  ssur  Geltung  Jcommefi,  wie  in  unseren  vorauf- 
gehenden  Erörterungen  allein  die  ursprünglichen  Formen.  Weiter  unten 
wird  übrigens  diese  erweiterte  Auffassung  noch  sehr  wichtig  werden. 

§  3.    Übertragung  der  Smith*8ohen  Cnrve  auf  das  n^  Trans- 
formationspolygon ^. 

Betrachten  wir  J'  und  J  als  Cartesische  Coordinaten  (ohne  darum 
complexe  Werte  dieser  Grossen  auszuschliessen),  so  bedeutet  f(J',  J)  =  0 
eine  ebene  algebraische  Gurre,  die  man  gelegentlich  als  Modularcurve 
bezeichnet  hat.  Ist  insbesondere  J'  die  Wurzel  JT  =  J(nm),  so  ist 
die  Modularcurve  wechselweise  eindeutig  auf  dasjenige  Transformations- 
polygon Fy/(n)  bezogen,  welches  wir  oben  (p.  40  u.  f.)  ausführlich 
untersuchten.     Führen  wir  jetzt  wieder: 

(1)  :sr  =  ^+A   Y=^ 

ein  und  denken  dementsprechend  für  den  Augenblick  auch  X  und  Y 
als  complexer  Werte  fähig,  so  entspringt  aus  der  Modularcurve  durch 
die  einfache  Gollineation  (1)  die  Smith'sche  Curve  h  =  0.  Letztere 
ist  also  nicht  nur  irreducibel,  sondern  besitzt  auch  denselben  Grad 
und  dasselbe  Geschlecht,  wie  die  Modularcurve,  welches  letztere 
übrigens  in  Formel  (12)  p.  51  allgemein  bestimmt  ist.  Nun  aber 
zeigte  sich  früher,  dass  es  überall  nicht  das  zweckmässigste  ist,  das 
Transformationspolygon  auf  das  Modulsystem  J\Jz\x  beziehen;  immer 
gab  es  vielmehr  einfachere  Moduln,  in  denen  wir  dann  sowohl  J  wie 
J'  rational  darstellten.  Die  Frage,  die  sich  hier  von  selbst  aufdrängt, 
ist  diese:  Wie  werden  sich  unsere  auf  die  reellen  Teile  der  Curve 
h  =  0  bezüglichen  Betrachtungen  ausgestalten,  wofern  wir  statt  c7,  J' 
anderweitige  Modulfunctionen  des  Transformationspolygons  zum  Ge- 
brauche  heranziehen?     Indem  wir  aber   unsere  Betrachtung  dement- 


*)  Cf.  Dirichlet-Dedekind,  Zahlentheorie.   1.  c. 
**)  [Neuere  Untersuchung  des  Heraasgebers.] 
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sprecheud  vom  Ausgangsdreieck  der  o-Halbebene  in  das  Transforma- 
tionspolygon  verlegen  und  dabei  Yorab  von  speciellen  Moduln  desselben 
ganz  absehen,  werden  wir  über  die  Bedeutung  und  die  Gestalt  der 
Smith'schen  Carve  mehrere  neue  und  elegante  Gesichtspunkte  ge- 
winnen. 

Vorhin  hatten  wir  die  oft  genannten  Kreissegmente  des  Ausgangs- 
dreiecks dadurch  erzielt ,  dass  wir  nach  einander  alle  ^(n)  Wurzeln 
J{n  V{a]i))  neben  J{g>)  stellten  und  für  jedes  Paar  diejenigen  Punkte  o 
des  Doppeldreiecks  1  aufsuchten ;  welche  conjugiert  complexe 
J'(wF(a))),  J{p)  lieferten;  dass  dabei  jedes  Kreissegment  nur  von 
einem  bestimmten  Paare  geliefert  wird,  entnimmt  man  leicht  aus  der 
Eigenart  der  Modulargleichung.  Offenbar  werden  wir  ebensowohl  zur 
Kenntnis  aller  Kreissegmente  gelangen,  wenn  wir  nur  das  Functionen- 
paar  e7(fto),  J(jo)  nebeneinander  stellen,  selbige  nun  aber  durch  alle 
Punkte  CO  der  ^(w)  Doppeldreiecke  V  von  J^Vc«)  ^^^  ^^  Rede  stehenden 
Vergleichung  unterwerfen.  Hiermit  ist  eine  merkwürdige  Vereinfachung 
erzielt:  Die  Kreissegmente  sind  nicht  mehr  alle  über  dem  einen  Aus- 
gangsdreieck gelagert;  sie  sind  vielmehr  verteilt,  und  zwar  jedes  auf 
ein  ganz  bestimmtes  der  V'(n)  Doppeldreiecke  F,  wobei  sie  sich 
offenbar  zu  grosseren,  das  Transformationspolygon  Fxpi^n)  durchsetzenden 
Kreisbogen  zusammenfügen.  Wir  können  das  System  dieser  Kreis- 
bogen als  die  auf  das  Polygon  Fy,  übertragene  Smüh'sche  Curve  be- 
zeichnen und  werden  sogleich  in  demselben  Sinne  von  einer  auf  die 
geschlossene  Fläche  Fy,  übertragenen  Smith'schen  Curve  sprechen. 

Hier  bietet  sich  uns  eine  schone  Verwendung  jener  doppelt  über- 
lagerten Dreiecksfiguren  dar,  welche  wir  schon  oben  (p.  42  u.  f.)  aus- 
führlich beschrieben  haben.  Das  Transformationspolygon  wurde  durch 
die  Substitution  der  Periode  zwei: 

(2)  W{a,)  =  -  ' 


nio 


in  sich  transformiert  (cf.  (5)  p.  42),  und  nun  dachten  wir  uns  das 
Polygon  Fy,  in  seiner  ursprünglichen  Gestalt,  sowie  in  der  neuen  W(Fy,) 
zur  Coincidenz  gebracht;  die  Dreiecke  der  einen  Art  (entweder  die  von 
(o  oder  von  a}'=  Wim))  erschienen  dabei  freilich  im  allgemeinen  an 
der  Berandung  von  Fy/  zerstückt.  Die  solcherweise  entspringende  Ein- 
teilung von  Fy,  weist  im  allgemeinen  Kreisbogenvierecke  auf;  es  können 
aber  auch  Dreiecke  oder  Fünfecke  oder  endlich  Sechsecke  auftreten,  was 
wir  hier  des  näheren  nicht  untersuchen  wollen  (vgl.  übrigens  Fig.  1,  2 
p.  42).  Dabei  sind  dann  die  in  Rede  stehenden  Bereiche  des  doppelt- 
geteilten Polygons  Fy,  entweder  frei  oder  einfach  oder  endlich  doppelt 
schraffiert.     In  dieser  Figur  treten  nun  jene  oben  besprochenen,  zur 
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reellen  Axe  orthogonalen  Kreisbogen  unmittelbar  in  Eyläenz.  In  der 
That  wird  der  einzelne  solche  Kreis  stets  nur  einfach  schraffierte  Be- 
reiche von  Fxp  durchziehen;  wo  er  einen  Kreis  der  co- Teilung  über- 
schreitet, wird  er  immer  zugleich  einen  Kreis  der  o'-Teilung  kreuzen; 
jener  Kreisbogen  wird  also  stets  die  Rolle  einer  Diagonale  des  ein- 
zelnen,  Yon  ihm  durchsetzten,  einfach  schraffierten  Bereichs  spielen, 
sofern  er  nicht  zwei  coincidierende  Kreise  der  a>-  und  o'-Teilung  kreuzt, 
die  vereinzelt  immer  auftreten*). 

In  einem  ganz  neuen  Lichte  erscheinen  aber  die  soeben  im  Trans- 
formationspolygon gezeichneten  Kreisbogen,  wenn  wir  dasselbe  zur 
geschlossenen  Fläche  F^p  zusammenlegen.  Wie  wir  schon  p.  44  be- 
merkten, kommt  dieser  Fläche  insgesamt  eine  G^  von  Transformationen 
in  sich  zu,  die  aus  den  Operationen  l,  Ä,  W,  WA  besteht.  Diese 
letztere  WA  ist  eine  Operation  zweiter  Art  der  Fläche  in  sich  und 
findet  unter  Zugrundelegung  des  Functionssystems  J^  J'  bekanntlich 

ihren  analytischen  Ausdruck  im  Übergang  von  J,  3'  bez.  zu  J\  J. 
Eben  als  symmetrische  Umformung  der  Fläche  in  sich  besitzt  nun  WA 
auf  derselben  eine  gewisse  Anzahl  von  Symmetrielinien,  und  offenbar 
werden   dieselben   von    denjenigen   Punkten    der   Fläche   geliefert,   in 

welchen  J*  =  J  und  also  auch  J  ^=  J'  ist.  Letzteres  aber  war  gerade 
die  Definition  der  Smith'schen  Curve:  die  auf  die  Fläche  F^  über- 
tragene SmitVsche  Curve  ist  also  schlechttveg  das  Aggregat  der  in  Rede 
stehenden  Symmetrielinien**).  Wollen  wir  dementsprechend  das  Resultat 
des  vorigen  Paragraphen  in  prägnanter  Weise  aussprechen,  so  werden 
wir  sagen:  Die  Aneahl  der  Symmetrielinien ,  welche  der  Transformation 
WA  der  Fläche  Fxp  in  sich  isukommen,  ist  gleich  der  Classenaneahl  der 
ursprünglichen  Formen  positiver  Determinante  n.  Natürlich  ist  auch  hier 
wieder  ein  ergänzender  Zusatz  betreffs  der  sich  selbst  inversen  Classen 
nötig:  Eine  Symmetrielinie,  die  durch  Ecken  J  =»  \  der  auf  Fy,  ge- 
zeichneten CO' Teilung  geht,  ergiebt  mehrere  sich  selbst  inverse  Classen;  und 
zwar  ist  die  Zahl  dieser  Formdassen  gleich   der  Anzahl  der  Teile,  in 


*)  Man  vgl.  die  weiter  nnten  für  n  =>  5  gezeichnete  Figur;  auch  wird  man 
leicht  in  der  zum  Falle  n  «=  6  gehörenden  Fig.  1  p.  42  die  Lage  des  einen  hier 
die  Smith'sche  Curve  wiedergebenden  Kreises  wahrnehmen. 

**)  Man  könnte  hierbei  den  Einwurf  machen,  dass  ja  auch  zwei  verscfiiedcne 
durch  WA  einander  zugewiesene  Punkte  von  F^  ein  und  dasselbe  Wertsjstem 

/,  J'  tragen  möchten.   Punkte  dieser  Art  kommen  aber  (wenn  überhaupt)  auf  der 
Fläche  nur  vereinzelt  vor.    Die  Schlussweise  des  Textes  führt  also  sicher  nicht 

zu  ihnen,  da  wir  doch  durch  Identischsetzen  von  /'  und  /  ganze  Linienzüge  der 
F^  gewinnen. 
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welche  die  Symmetrielinie  durch  die  auf  ihr  gelegenen  Ecken  heeeichneter 
Art  zerlegt  mrd. 

Übrigens  wird  man  sogleich  sehen:  Wo  auch  immer  die  auf  die 
Fläche  Fy,  übertragene  Smith'sche  Curve  eine  Ecke  a,  b  der  a>- Teilung 
trifft;  wird  sie  durch  eine  gleichartige  Ecke  der  cd '-Teilung  durch- 
ziehen. Verlegen  wir  einen  solchen  Punkt  in  die  co-Halbebene  zurück, 
so  wird  J{(o\  J'ip)  in  dessen  Umgebung  ein  zwei-  bez.  dreideutiges 
Functionssystem  sein.  Der  fragliche  Punkt  wird  also  auf  dem  Rande 
des  Polygons  i^^  liegen,  und  ihm  wird  eine  in  der  f^  enthaltene 
elliptische  Substitution  der  Periode  zwei  bez.  drei  zugehoren.  Indem 
man  leicht  auch  die  Umkehrung  dieses  Satzes  beweisen  wird,  ent- 
springt unter  Rücksicht  auf  p.  50  z.  B.  das  bemerkenswerte  Resultat: 
Die  Anzahl  sich  selbst  inverser  Glossen  ursprünglicher  Formen  der  Deter- 
minante n  ist  identisch  mit  der  Anzahl  incongruenter  Lösungen  der 
Congruenz  a?  ^  —  1,  (mod.  n).  Auch  über  die  Gestalt  der  auf  F^f, 
übertragenen  Smith'schen  Gurre  gewinnen  wir  aus  ihrer  erkannten  Be- 
ziehung zur  Operation  WA  einige  Angaben.  So  z.  B.  folgt,  dass  keine 
zwei  Züge  dieser  Curve  einander  überkreuzen  oder  berühren  können*). 

Ist  nunmehr  z{(o)  eine  möglichst  einfache  Function  der  f^,  die 
jedoch  auf  der  imaginären  o-Axe  reell  sein  soll,  und  die  überdies 
nicht  durch  die  Operation  W  in  sich  transformiert  werden  darf.  Die 
„in  der  jer-Ebene  gelegene  Smith'sche  Curve''  entspringt  dann  einfach 
durch  Abbildung  der  Fläche  F^p  auf  die  jer-Ebene,  wobei  natürlich  im 
allgemeinen  dem  einzelnen  Punkte  der  letzteren  immer  mehrere  Punkte 

von  Frfß  zugehören.     Indem    wir  jetzt   z{(o)  und  z'{(ü)  =  z( )   als 

volles  Modulsystem  der  Vxf,  einführen,  gelingt  es  ganz  wie  früher,  den 

analytischen  Ausdruck  für  die  in  der  z  =  (|  +  iiy) -Ebene  gelegene 

Smith'sche  Curve  zu  gewinnen.    Ist  nämlich  g{z\  z)  =  0  die  zwischen 

z'  und  z  bestehende  algebraische  Relation  (mit  reellen  Coefficienten), 

so  ist  die  fragliche  Curve  einfach  durch : 

(3)  9{%-iri,    |  +  tVj  =  K?.»;)  =  0 

gegeben,   da  sich   doch   die  Operation   WA  wieder  als  Übergang  von 

jsf,  z'  zu  ]?',  i  darstellt. 

*)  Übrigens  wolle  man  noch  beachten,  dass  sich  von  hier  aus  der  Rückgang 
zur  ursprünglichen  Smith *8chen  Cnrve  der  J-Ebene  äussert  einfach  gestaltet.  Wir 
brauchen  nur  die  im  Räume  gelegene  Fläche  F^  mit  der  auf  ihr  gelegenen  Curve 

zur  ^-blättrigen  Riemann'schen  Fläche  über  der  /-Ebene  zusammenzufalten,  worauf 
dann  die  Smith'sche  Curve  durch  die  verschiedenen  Blätter  dieser  Fläche  hindurch- 
ziehen wird.  Hernach  lasse  man  alle  Blätter  mit  ihren  verschiedenen  Zügen  der 
Curve  auf  das  unterste  unter  ihnen  zurücksinken  und  kommt  so  offenbar  zur  an- 
fänglichen Figur  zurück. 
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Die  eindeutige  Beziehung  der  Curven  h(l^,  iy)  =  0  und  Ä(X,  Y)  =  0 
auf  einander  stellt  man  übrigens  leicht  durch  explicite  Formeln  dar. 
In  der  That  ist: 

(4)  z^B{J\J),    z'^BiJ^J') 

und  umgekehrt 

(5)  J=B\z\z\    J'  —  B'iz^z'). 

Spalten  wir  also  überall  für  die  Punkte  der  Smith'schen  Curve  reelle 
und  imaginäre  Bestandteile  aus  einander: 

z  =  i  +  iri^  B{X—  »r,  X  +  iY)  =  B^(X,  Y)  +  iB^^X,  Y)  etc., 

so  kommen  einerseits  die  Formeln: 

(6)  l  =  i2i(A',  10,    i?  =  JS,(X,  r), 
sowie  aus  (5)  als  ümkehrungen  von  (6): 

(7)  X  =  iJ/(|,,),     Y=It,'{i,7i).- 

Besonders  einfach  gestalten  sich  natürlich  diese  Verhältnisse  in 
den  14  Fällen  des  Geschlechtes  i?  =  0,  die  wir  oben  (p.  52)  zusammen- 
stellten. Da  nehmen  wir  z  jeweils  als  Hauptmodul,  und  es  wird  als- 
dann (3)  in  einfachster  Weise  einen  Kreis  darstellen  (indem  doch 
zwischen  z  und  z'  eine  lineare  Gleichung  besteht).  Es  folgt:  Bei  den 
zum  Geschlechte  p  =  0  geJiörenden  Determinanten  D  ^=  n  giebt  es  ent- 
weder {falls  nämlich  x^  ^  —  1  (mod.  w)  Iceine  Lösungen  besitzt)  nur 
zwei  einander  inverse  Glossen,  oder  aber  es  giebt  soviel  sich  selbst  inverse 
Classen,  als  x^  ^  —  1  incongruente  Lösungen  besitzt.  Zum  letzteren 
Falle  gehören  die  vier  Determinanten  D  =  5,  10,  13,  25,  wo  wir 
immer  zwei  sich  selbst  inverse  Classen  haben;  die  übrigen  zehn  Deter- 
minanten gehören  zum  ersteren  Falle. 

Man  überblickt,  welch'  reiche  Ausbeute  für  die  Formen  positiver 
Determinante  hier  aus  den  Modulargleichungen  erster  Stufe  gewonnen 
werden  kann,  und  die  wirkliche  Ausführung  dieser  Entwicklungen  in 
zahlreichen  Einzelfällen  dürfte  sich  um  so  müheloser  gestalten,  als 
namentlich  in  den  Arbeiten  von  Hm.  Kiepert  über  die  Transformation 
von  J{(o)  ein  sehr  reichhaltiges  numerisches  Material  vorliegt,  das 
wohl  zum  unmittelbaren  Gebrauche  geeignet  ist.  Wir  werden  jedoch 
ans  diesem  Gebiete  nur  einige  wenige  Beispiele  betrachten  können; 
bevor  dies  indessen  geschieht,  müssen  wir  aufweisen,  wie  sich  die 
Formen  negativer  Determinante  in  unsere  bisherige  Theorie  einordnen. 
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§  4.     Einfähning  der  singulären  Moduln  erster  Stufe  n^  Ordnung 

und  der  Modulfonction  erster  Stufe  Hn{p). 

Um  vieles  schöner  noch  oder  doch  weitertragend  ist  die  Anwen- 
dung, welche  die  Modulargleichungen  auf  die  Theorie  der  quadrati- 
schen Formen  negativer  Determinante  gestatten.  Wir  kommen  hiermit 
zu  denjenigen  Untersuchungsgebieten,  welche  im  Anschluss  an  einige 
Bemerkungen  AbeTs  (cf.  weiter  unten  §  8)  allererst  von  Hm.  Kron- 
ecker, und  zwar  unter  Benutzung  der  Modulargleichungen  fQr  den 
Modul  h^y  aufgedeckt  worden  sind*).  Indem  wir  aber,  wie  schon 
einleitend  bemerkt  wurde,  unsere  Problemstellungen  hier  zuerst  auf 
die  erste  Stufe  beziehen,  wollen  wir  von  einer  schon  gelegentlich 
(am  Schlüsse  des  vorigen  Kapitels)  gegebenen  Deutung  der  Modular- 
gleichung  /*(</',  eT')  =  0  för  Transformation  n^  Ordnung  ausgehen. 
Wir  interpretieren  die  complexen  Werte  von  J  sowie  J'  in  einer  und 
derselben  Ebene;  es  sind  dann  offenbar  jedem  Punkte  J  insgesamt 
immer  ^(n)  Punkte  J'  der  Ebene  durch  f{J\  J)  =  0  zugeordnet,  wie 
auch  umgekehrt  jedem  Punkte  J'  der  Ebene  ebenso  viele  J  ent- 
sprechen. Was  wir  so  in  der  J-Ebene  erhalten,  nannten  wir  a.  a.  0. 
eine  Modularcorrespondenz ;  und  zwar  ist  die  hier  vorliegende  ^-^- 
deutig,  und  das  Entsprechen  der  Punkte  J,  J'  ist  ein  vertauschbares. 
Unser  Problem  sei  nun,  dass  wir  diejenigen  Punkte  J  ausfindig  mmhen, 
für  welche  toenigstens  einer  der  zugehörigen  Punkte  J'  mit  J  coincidiert, 
und  dfiss  unr  die  Bedeutung  dieser  Punkte  aufweisen**). 

Die  fraglichen  Punkte  werden  uns  offenbar  insgesamt  gerade  durch 
die  volle  Auflösung  der  algebraischen  Gleichung : 

(1)  f{J,  JO  =  0 

geliefert;  wir  finden  also  nicht  mehr  (wie  oben  bei  der  Smith'schen 
Curve)  in  der  «7- Ebene  ganze  Linienzüge,  sondern  wir  gewinnen  nur 
eine  endliche  Anzahl  vereinzelt  liegender  Punkte.  Die  zugehörigen 
Werte  J  wollen  wir  unter  Aufnahme  der  von  Kronecker  eingeführten 
Bezeichnungs weise    als    singulare    Moduln    benennen,    des    genaueren 


♦)  Die  ersten  bezüglichen  Arbeiten  von  Hrn.  Kronecker  sind:  „Über 
elliptische  Functionen,  für  welche  complexe  Multiplication  stattfindet*'  Berliner 
Monatsberichte  von  1857,  „Über  die  Anzahl  der  verschiedenen  Glossen  quadratischer 
Formen  von  negativer  Determinante'*  Crelle's  Journal  Bd.  57  (1860).  Es  reiht  sich 
daran  eine  Anzahl  weiterer  Arbeiten  Kronecker^s,  die  zumeist  in  den  Monats- 
berichten der  Berliner  Academie  veröffentlicht  wurden;  z.  T.  werden  wir  die- 
selben noch  weiter  unten  namhaft  zu  machen  haben. 

**)  Offenbar  konnten  wir  auch  sagen,  dass  es  sich  um  den  Durchschnitt  der 
Modularcurve  f{J\  J)  «=  o  mit  der  Geraden  /' — J««-  0  handeln  solle. 
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aber  als  singulare  Moduln  erster  Stufe  n^  Ordnung.  Die  algebraische 
Gleichung  (1)  heisse  die  Gleichung  der  singulären  Moduln  erster  Stufe 
n**'  Ordnung;  ihr  Grad  ist  ^^(w),  und  sie  weist  durchgehends  reelle, 
rationale  numerische  Coefficienten  auf.  Die  Wurzeln  von  (1)  mögen 
zum  Teil  conjugiert  complex  ausfallen;  was  aber  die  reellen  Wurzeln 
angeht,  so  werden  dieselben,  wie  man  sofort  sieht,  als  Coordinaten  X 
vom  Durchschnitt  der  X-Axe  mit  den  reellen  Zügen  der  Smith'schen 
Curve  Ä(X,  Y)  =  0  geliefert,  und  es  kommt  dabei  jeder  dieser  Werte 
J^=  X  als  Wurzel  Yon  (1)  in  der  nämlichen  Multiplicität  zur  Geltung, 
wie  beim  Schnitt  von  A  =  0  mit  F  =  0. 

Die  linke  Seite  Yon  (1),  in  Abhängigkeit  von  a>  betrachtet,  ist 
eine  sehr  merkwürdige  Modulfunction  erster  Stufe,  die  wir  durch  G(m) 
oder  genauer  Gnipoi)  bezeichnen  wollen.  Dieselbe  ist  eine  ganze  ratio- 
nale Function  von  J  und  wird  also  im  Ausgangsdreieck  nur  bei  m  =  i(x> 
in  gewisser  Multiplicität  unendlich,  während  die  in  jenem  Dreieck  zer- 
streut liegenden  Nullpunkte  von  G{co!)  diejenigen  Stellen  markieren, 
deren  zugehörige  J  die  singulären  Moduln  sind.  Wir  sagen  aber 
infolge  der  conformen  Beziehung  des  Ausgangsdreiecks  auf  die  e7-Ebene 
sogleich  genauer:  Ist  Jq=  J((Dq)  eine  v- fache  Wurzel  von  (1),  so  ver- 
schwindet G(a))  in  (o^  gerade  v-fach,  gemessen  im  Ausgangsdreieck  (cf.  I 
p.  586  u.  f.).  Dieser  letztere  Zusatz  wird  für  etwaige  Punkte  Oq  =  i,  q 
von  Wichtigkeit:  messen  wir  fiir  sie  das  Verschwinden  von  G{p) 
direct  in  der  o -Halbebene,  so  wird  der  Grad  desselben  gleich  der 
doppelten  resp.  dreifachen  Multiplicität  der  bezüglichen  Wurzel  von 
(1)  sein. 

Bilden  die  ^  Substitutionen  cd'  *»  Hiip)  ein  Repräsentantensystem 
eigentlicher  Transformation  w*®'  Ordnung,  so  können  wir  die  linke  Seite 
der  Modulargleichung  offenbar  in  der  Gestalt  schreiben: 

(2)  /-(j",  J)  =^JJ{J'-JiM<^))]. 

Für  die  Modulfunction  erster  Stufe  G(cai)  ergiebt  sich  daraufhin  die 
Darstellung: 

(3)  G  (ffl)  =  17  { J(a>)  -  J(R,  («,)) } . 

1=0 

EUeran  knüpft  sich  sofort  folgende  wichtige  Überlegung:  Soll  G  im 
Punkte  a>o  verschwinden,  so  wird  Oq  mit  einer  der  ^  Zahlen  22,  (oq) 
äquivalent  sein:  cd^  =  Fi2,(o}o).    Fassen  wir  VBi  in  die  Substitution 

(4)  ^('»)  =  ^4'    ^d-ic  =  n 
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zusammen  und  gebrauchen  zugleich  für  die  hier  in  Rede  stehenden  o^ 
eine  naheliegende  besondere  Benennung,  so  können  wir  sagen:  Ein 
einzelnes  zur  w*®"  Ordnung  geliörendes  singuläres  cdq  ist'  stets  Fixpunkt 
einer  in  der  Gestalt  (4)  enthaltenen  elliptischen  o- Substitution.  Dabei 
kann  dieser  Punkt  Oq  natürlich  stets  im  Ausgangsdreieck  angenommen 
werden. 

In  der  nächsten  Umgebung  des  Fixpunktes  ouq  gestattet  die  Sub- 
stitution cd'=  ü(a))  die  Darstellung  (cf.  I  p.  164): 


(5)  o  -  (Oo  =  k((o  -  CDo),      y * TT/5-- y 

und  hier  ist  unter  allen  Umstanden  h  von  1 ,  für  Oq  «=  •  oder  q  aber 
auch  von  — 1  bez.  q^^  verschieden^  weil  wir  nämlich  letzten  Falls 
in  ü  die  Modulsubstitution  T  bez.  U  hätten.  Daraufhin  lässt  sich 
leicht  bestimmen^  in  welchem  Grade  der  hier  in  Bede  stehende  Factor 
von  (3): 

(6)  J(<o)  —  J{(o)  =  J{p)  —  J(R((o)) 

bei  Oq  verschwindet.  Es  ist  nämlich  für  die  Umgebung  von  (Oq  (nach 
I  p.  586)  J(fo)  —  Jq  =  cl{c}  —  Oq)"  annähernd  gültig ,  wobei  a  eine 
von  Null  verschiedene  Constante,  v  aber  die  ganze  Zahl  3,  2  oder  1 
bedeutet,  je  nachdem  Oq  =  (> ,  i  oder  endlich  ein  anderer  Punkt  des 
Ausgangsdreiecks  ist.  Ein  Blick  auf  (5)  und  (6)  ergiebt  hierauf  mit 
der  gleichen  Annäherung: 

J{p)  —  J(R((o))  =  a(l  —  k')  (©  —  ©o)"  =  a\cj  —  ©o)", 

wo  offenbar  wieder  a'  endlich  und  von  Null  verschieden  ist.  Wir 
haben  das  Resultat:  An  der  singulärcn  Stelle  (Oq  verschwindet  G(a)),  im 
Ausgangsdreieck  gemessen,  im  Grade  /it,  wenn  dortselbst  ft  Factoren  der 
rechten  Seite  von  (3)  NuU  werden,  während  die  übrigen  endlich  bleiben. 

Bevor  wir  diese  Resultate  für  die  arithmetische  Betrachtung  der 
zur  Ordnung  n  gehörenden  singulären  Stellen  cdq  verwenden^  müssen 
wir  noch  eine  Bemerkung  vorausschicken.  Im  Verfolg  eines  Teils 
unserer  Untersuchung  erweist  es  sich  nämlich  als  zweckmässig,  bei 
Ordnungen  n  mit  quadratischen  Teilern  x^  immer  gleich  alle  zu  den 

gesamten  Ordnungen  -j-  eigentlich  gehörenden  singulären  Moduln  zu- 

sammen  zu  betrachten.  Alle  diese  Moduln  bezeichnen  wir  dann 
schlechtweg  als  zur  Ordnung  n  gehörig ,  so  offc  der  Zusammenhang 
der  Darstellung  eine  schärfere  Fassung  des  Ausdrucks  nicht  erfordert. 
Natürlich  kommt  dies  darauf  hinaus,  dass  wir  erweiterte  Transforma- 
tion n*®'  Ordnung  zu  Grunde  legen,  wo  wir  dann  an  Stelle  der  bis- 
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herigen  Modulargleichung  fn{J'y  J)  =  0  die  im  allgemeinen  reducibele 
Gleichung  treten  lassen: 

(7)  'n.'fn{j',j)=o. 

t       t« 

Doch  wollen  wir  dabei^  sofern  n  ein  reines  Quadrat  ist,  von  r  =  "j/n 
d.  i.  von  Transformation  erster  Ordnung  absehen,  weil  die  zugehörige 
Modulargleichung  J'  —  «7=0  i\lr  J'  =  J  identisch  verschwindet;  wir 

deuten  diesen  Ausfall  von  r  =»  Yn  im  gekennzeichneten  Falle  hier 
und  in  der  Folge  durch  einen  oberen  Index  am  Productzeichen  an, 
von  welchem  wir  in  Formel  (7)  bereits  Gebrauch  machten.  Durch 
die  Substitution  J'  =  J  gehe  (7)  in  die  algebraische  Gleichung 

(8)  gn{J)  =  0 

über,  welches  nun  die  Gleichung  der  singulären  Moduln  n^  Ordnung 
ist  In  Abhängigkeit  von  m  werde  die  linke  Seite  von  (8)  als  Hnifo) 
bezeichnet,  welche  Modulfunction  erster  Stufe  auch  als  Product  aller 
Functionen  Gn    definiert  werden  kann: 

(9)  fl,(«D)=77'G^((D). 

Durchläuft  iJ,(ci)  ein  System  von  0(n)  Repräsentanten  für  erweiterte 
Transformation,  so  können  wir  auch  Hnip)  durch: 

(10)  Hn  {^)  =  IJ[  J(cd)  -  J{n,{ai))  ] 

i  =  0 

definieren,  wo,  wie  schon  angedeutet,  für  rein  quadratische  n  der  eine 
Repräsentant 

(11)  R(a,)  =  y^^- 

yn 

auszulassen  ist.  Die  oben  entwickelten  Sätze  über  die  Beziehung  der 
Wurzeln  von  fn(Jf  J)  =  0  zu  den  NuUstellen  von  Gn((o),  sowie  über 
den  Grad  des  Yerschwindens  dieser  letztern  Modulfunction  übertragen 
sich  jetzt  ohne  weiteres  auf  gleichlautende  Sätze  für  gn  (J)  =  0  und 

§  5.    Die  Beziehung  der  singulären  Moduln  8U  den  quadratisohen 
Formen  negativer  Determinante.   Arithmetisohe  Gradbestimmung  der 

Gleichung  gn{J)  =  0. 

Ist  Ri  einer  der  0'(**)  Ropräsentanten,  so  wird  derselbe  stets 
dann  eine  der  fraglichen  singulären  Stellen  o  des  Ausgangsdreiecks 
liefern,  so  oft  w  und  Biim)  äquivalente  Zahlen  sind.     Tritt  dies  ein, 

Klein-Frioko,  Modulfunctioncn.  II.  12 
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so  giebt  es  eine  bez.  zwei  oder  drei  Modulsabstitutionen  Vj  welche  der 
Gleichung  VRi{p)  ^=  a  genügen,  je  nachdem  a  ein  beliebiger  Punkt 
des  Aasgangsdreiecks  ist  oder  aber  a  =  i  oder  endlich  o  «»•  p  zutrifft. 
Schieben  wir  die  Besprechung  der  beiden  letzten  speciellen  Lagen 
von  a  zunächst  hinaus  und  schreiben  nunmehr: 

(1)  vRi^(^'^^,     ca>«  +  (d-a)o  — 6  — 0. 

Dabei  sind  durch  Angabe  der  fraglichen  singulären  Stelle  m  und  des 
zugehörigen  Repräsentanten  jß,-  die  vier  ganzen  Zahlen  a,  b,  c,  d  der 
Determinante  n  und  des  Teilers  t  bis  aufs  Vorzeichen  fest  bestimmt. 
Über  letzteres  verfügen  wir  so,  dass  c  positiv  wird. 

Im  Anschluss  an  Gleichung  (1)  schreiben  wir  jetzt: 

(2)  c  =  P,     d-a=Ö,     rf  +  a  =  x,     —b  =  R 

und  finden  unter  Gebrauch  der  hiermit  eingefQhrten  Bezeichnungen 
die  fragliche  singulare  Stelle  des  Ausgangsdreiecks  bestimmt  durch 
die  quadratische  Gleichung  mit  ganzzahligen  Coefßcienten : 

(3)  Pa}^  +  Q(o  +  R  =  0. 

Hier  haben  wir  nun  iu  {P,  Q,  R)  eine  reducierte  quadratische  Form, 
deren  Teiler  6  ein  Multiplum  von  t  ist,  und  deren  negative  Determi- 
nante: 

2)=  -  A  =  Ö'  — 4PiJ 

sich  sofort  aus 

(4)  A  =  —  46c  —  (a  -  dy  =  4n  —  x« 

bestimmt;    der   absolute  Wert  \x\    der  Zahl  x   genügt   hiernach    der 

Ungleichung  \x\  <2y^.*)  Als  fragliches  cOq  und  zugehörigen  singu- 
lären Modul  finden  wir: 

(5)  Cöo  =   -  "2 p-   -  ,      J [ 2p ) , 

wir  benennen  letzteren  jetzt  auch  wohl  als  einen  0ur  Determinante 
—  A  gehörenden  ^singulären  Modul  w**'  Ordnung,  Inzwischen  ist,  was 
man  namentlich  für  später  festhalten  wolle,  bei  dieser  Art  der  Be- 
nennung der  singulären   Moduln  gar  nicht  ausgeschlossen,  dass   eine 


*)  Für  die  im  vorigen  Paragraphen  unter  (5)  mit  k  bezeichnete  Zahl  finden 

•t/X 

wir  hier  Väj  =  —   —      -»    Dreht  also  jene  elliptische  Substitution,  wie  wir  kurz 
sagen,  um  den  Winkel  d,  so  ist  derselbe  durch  die  Gleichungen  bestimmt: 

cos     -  =  — ,      sin  -—  =» — —' 

2  2J/n  2  2Vn 
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und  dieselbe  Zahl  als  singulärer  Modul  n^'  Ordnung  ausser  zu  —  A 
noch  zu  einer  Determinante  —  <*A  gehört.  Solches  wird  für  den 
Modul  (5)  eintreten ,  falls  zwei  ganze  Zahlen  t^  %    aus 

^«(4n  — 0  =  4n  — x'^ 

bestimmbar  sind.  Bei  dieser  Sachlage  müssen  wir  genauer  sagen:  Dem 
einzelnen  {durch  Mitangäbe  des  zugehörigen  Bepräsentanten  Ri)  wohl- 
charakterisierten  Nullpunlctc  von  fl«(a))  im  Äusgangsdreieck  finden  wir, 
sofern  derselbe  nicht  gerade  o  =  t  oder  q  istj  eindeutig  eine  gewisse  posi- 
tive reducierte  Form  (P,  Q,  B)  einer  Determinante  —  A  =  —  (4n  —  x*) 
zugeordnet,  und  es  ist  zugleich  das  Vorzeichen  der  Zahl  x  aus  den  vor- 
liegenden Verhältnissen,  nämlich  durch  Ri,  eindeutig  bestimmt;  die  frag- 
liche NullsteUe  ist  der  repräsentierende  Punkt  von  (P,  Q,  B)  und  der 
singulare  Modul  der  dort  stattfindende  Wert  von  J. 

Liegt  jetzt  zweitens  der  fragliche  Nullpunkt  von  Hn  (o)  bei  o  =»  i^ 
so  können  wir  an  Stelle  der  in  (1)  gebrauchten  Substitution  V  ausser- 
dem noch  TV  gebrauchen.  Wir  erhalten  an  Stelle  des  einzelnen 
Paars  von  Gleichungen  (1)  jetzt  die  zwei  Gleichungssysteme: 


(6) 


7r=(   '''     "V      —  rto«  — a  =  0, 
\—  a,  c/ 


und  demnach  die  beiden  Formen: 

f(P,  0,  P),       P  =  c,  X  =2«, 

^^^  |(F,0,P'),      P' a |,      x'=2c  =  2P, 

wobei  wir  nur  im  zweiten  Falle  P'  und  x'  zugleich  im  Zeichen  wechseln 
wollen ;  falls  a  und  c  dasselbe  Vorzeichen  haben.  Sollen  die  beiden 
Formen  (7)  identisch  werden,  so  muss  c  ^^^^  a  und  also  n  =  2a^ 
sein;  aber  es  unterscheiden  sich  dann  offenbar  x  und  x'  zufolge  der 
gerade  getroffenen  Verabredung  im  Zeiclien.  Also  das  Resultat:  Dem 
einzelnen  bei  w  =  i  gelegenen  Nullpunkte  von  Hn  (oj)  sind  stets  zwei  im 
allgemeinen  von  einander  verschiedene  Formen  (P,  0,  P),  (P',  0,  P') 
mit  bestimmten  zwei  zugehörigen  Zahlen  x,  x  eindeutig  zugeordnet;  nur 
falls  n  das  Doppelte  eines  Quadrates  ist,  werden  für  den  (eigentliche 
Transformation  zweiter  Ordnung  darstellenden)  Rept'äsentanten 

(8)  -n-l     ,--         , 

Vh      Vt, 

12 
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bniefe  Formen  ideniistk,  tcährend  %^  %   jswd  ton  Xutt  verschiedene  eni- 
gegenge^zte  Zahlen  sind, 

Soll   endlich   der   TOn  B{m)    gelieferte   NaUpankt  der   Fanctioii 
JIJo)  nach  a  ^=  q  fallen,  so  gelten  fOr  £  die  Bedingongen: 

([))  c  =^  —  b'^^d  —  Gf      n^^^a^  -{-  ac  +  €^, 

and  an  Stelle  des  einen  Gleichungspaars  (1)  treten  die  drei  Paare: 


(10)^ 


n 


UR 


fa  +  r  a\  ,  ^ 


/-''*^'=(_o-c,^a1'    -(a+c>*-(a+c)«-(«  +  c)  =  0, 


während  wir  als  entsprechende  Formen  and  Zahlen  x: 

XP,P,P),  P  =  c,  x  =  2a-\-c, 

(U)      (F,  P-,  P-),      ±P'  =  -a,  ±x'  =  a  +  2c, 

l(P",P",P"),    ±P"  =  -(o  +  c),    ±H"=-a  +  e 

haben;  in  der  zweiten  Reihe  gelten  entweder  die  obern  oder  untern 
Zeichen  und  ebenso  in  der  dritten  Reihe;  die  Entscheidung  hierüber 
werden  wir  so  treffen ,  dass  P'  und  P"  positiv  werden.  Die  Discussion, 
wann  zwei  oder  alle  drei  Formen  (11)  identisch  werden ,  ist  wieder 
leicht  zu  Ende  geführt  Soll  P  =  F'  sein,  so  erfordert  dies  c  =  a, 
da  für  0  -»  —  a  in  JR  eine  Transformation  erster  Ordnung  vorläge; 
a  '^  c  liefert  aber: 

(12)     n  — 3a%    It  =  \        ^'  ^     |,    x=-x'=>/3^, 


wo  nun  in  li  eine  eigentliche  Transformation  dritter  Ordnung  vorliegt. 
Man  zeigt  weiter,  dass  P  =  P"  sowie  P'  =  P"  auf  die  nämliche 
Transformation  zurückführt.  Wir  haben  also  zusammenfassend:  Jedem 
fwhibestifnmteny  nach  ©■=»()  entfallenden  Nullpunkte  von  Hn  (©)  sind  drei 
gewisse  reducierte  Formen  der  Gestalt  (P,  P,  P)  nebst  eindeutig  zugehörigen 
Zahlen  x  zugeordnet.  Diese  Fo^-mcn  sind  im  allgemeinen  von  einander 
verschieden;  nur  falls  n  ein  dreifaches  Quadrat  ist,  werden  für  die  eine 
unter  (12)  geschriebene  Transformation  zwei  unter  den  Formen  (11) 
identisch,  aber  von  der  dritten  verschieden;  die  zu  den  gleichen  Formen 
gehörctulcn  ZaJden  x  sind  ^  0  und  einander  entgegengesetzt. 


IV,  6.   Arithmetische  Anwendungen  der  Modnlargleichangen  erster  Stufe.     181 

Jetzt  ist  wesentlich;  dass  wir  die  hiermit  gegebene  Entwicklung 
umkehren   können:    wir  wählen   irgend   eine  ganze  Zahl  x   aus  dem 

Bereich  —  2  Yn  <  x  <  2  ]/n ,  schreiben  A  =  4  n  —  x*  und  greifen 
eine  beliebige  reducierte  Form  (P,  Q^  R)  der  Determinante  —  A  auf. 
Durch  Auflösung  der  Gleichungen  (2)  nach  a,  by  c,  d  folgt  alsdann: 

(13)  R  =  \        ^ 

welches  eine  ganzzahlige  Substitution  der  Determinante  n  ist    Gehört 


nun  ü  nicht  gerade  zum  Repräsentanten  I  ^  r-  L  der  bei  rein  qua- 
dratischem n  doch  fortgelassen  werden  sollte^  so  giebt  (13)  eine  ganz 
bestimmte,  unter  den  Factoren  von  (10)  §  4  auftretende  Transforma- 
tion. Indem  wir  jenen  speciellen  Fall  sogleich  noch  besonders  be- 
trachten wollen,  haben  wir  das  Resultat:  Jedes  „System"  (P,  Q,  E,  x) 
liefert  einen  NullpunJct  von  Hn;  ewei  verschiedene  Systeme  liefern  im 
allgemeinen  gwei  verschiedene  NüUpunkte,  die  aber  sehr  wohl  coinddieren 
können;  nur  liefern  die  Systeme  (P,  0,  P,  x)  zu  je  etvei,  endlich  die 
Systeme  (P,  P,  P,  x)  eu  je  drei  denselben  Nullpunkt, 

Nennen  wir  die  Anzahl  aller  reducierten  Formen,  d.  i.  die  Classen- 
aneahl  für  die  negative  Determinante  Z)  =  —  A  kurz  H  (A)  und  ent- 
schliessen  uns,  diejenigen  Classen,  welche  reducierte  Formen  der  Ge- 
stalten (P,  0,  P),  (P,  P,  P)  haben,  ^-fach  bez.  ^-fach  zu  rechnen, 
so  haben  wir  als  Gesamtzahl  v  der  NuUstdlen  von  Hn(coi)  im  Ausgangs- 
dreieck  und  damit  als  Grad  v  der  Gleichung  gn{J)  =  0  der  singu- 
lären  Moduln  n*®'  Ordnung: 

(14)  V  =  ^H(An  -  X«),     -2yn<x<  2Vn, 

Xc=0,+1,.. 

die  Summe  ausgedehnt  über  alle  positiven  und  negativen  ganzen  ZaJUen  x 
des  bezeichneten  Intervalls, 

Nun  die  Ergänzung,  welche  die  Formel  (14)  im  Falle  eines  rein 
quadratischen  n  erfordert:  Soll  in  diesem  Falle  (13)  eine  eigentliche 
Transformation  erster  Ordnung  vorstellen,  so  müssen  offenbar  alle  vier 

Zahlen  P,  Qy  R,  x  durch  )/n  teilbar  sein : 

(15)  p^iyy^^    Q^Q'Y^^    ji^ii'Y^^^     x  =  0, +>^. 

Für  X  «=•  0  ist  A  =a  4n  und  also  (P',  Q\  IC)  eine  reducierte  Form 
der  Determinante  — 4.    Da  Q'  gerade  sein  muss,  so  haben  wir  nach 
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I  p.  250  (Anmerkung)  nur  die  eine  Möglichkeit  ^'=  0,  was  2^«=  iJ'=  1 

zur  Folge  hat.  Ist  x  =  +  )/n ,  so  wird  (P',  Q\  IC)  eine  reducierte 
Form  der  Determinante  — 3;  als  solche  findet  sich  einzig  (1,  1,  1). 
Wollte  man  also  (14)  ohne  weiteres  auf  quadratisches  n  ausdehnen^ 
so  wären  die  drei  Systeme 

{yVi,  0,    i/,7),    x^o, 


(16) 


7  . 

welche  insgesamt  den  Betrag  —  für  die  rechte  Seite  von  (14)  liefern, 

zu  viel  gezählt  Man  kann  nun  Formel  (14)  einer  leichten  Modifica- 
tion  unterwerfen  y  durch  welche  diese  Beschränkung  ihrer  Gültigkeit 
aufgehoben    wird.      Wir    dehnen    nämlich    das    Intervall    für    x    auf 

—  2  ]/n  <  X  <  2  yn  aus  (was  natürlich  nur  für  quadratische  n  eine 
Neuerung    ergiebt)    und   verstehen    zugleich    unter    H(0)    den    Bruch 

—  Tg.  Es  entspringt  dann  als  allgemein  gültiger  Satz:  Der  Grad  v 
der  Gleichung  gn  (J)  =  0  ist: 

(17)  v  =  ^H{4n  —  x'')  —  e\     —  2Vn^x<2Vw, 

x=0,+l,.. 

wobei  Bn  für  qtiodratiscJie  n  die  Einiieit,  sonst  immer  die  Null  bedeutet. 


§  6.  Ftinotionentheoretische  Gradbestimmiing  der  Gleichung  g^  (J)  =  0. 

Die  Olassenzahlrelationen  erster  Stufe. 

Wir  können  nun  aber  den  Grad  v  der  algebraischen  Gleichung 
</»(J)=0  noch  in  einer  anderen  Art  bestimmen ,  und  diese  Grad- 
bestinmiung  wollen  wir  als  eine  functionentheoretische  bezeichnen^ 
insofern  der  Überlegung  eine  functionentheoretische  Schlussweise  zu 
Grunde  zu  legen  ist.  Jener  Grad  v  war  gleich  der  Anzahl  einfacher 
Nullpunkte  der  Modulfunction  erster  Stufe  Hn{(o)  im  Ausgangsdreieck. 
Im  letzteren  wird  aber  Hn{(o)  ebenso  oft  unendlich  als  Null,  und  es 
liegen  die  Unendlichkeitspunkte,  wie  wir  wissen,  insgesamt  bei  o  =  ioo 
vereint.     Wir  haben  also  annähernd 

(1)  lim  i/«((D)  ==  c  .  r-% 

to=»ito 

wo  c  eine  von  Null  verschiedene  Constante  ist.  Den  hier  auftretenden 
Exponenten  —  v  können  wir  nun  aber  durch  directe  Rechnung  be- 
stimmen, wie  wir  jetzt  zeigen  wollen. 

Indem  wir  die  früher  (p.  45)  für  die  Repräsentanten  JB,  zu  Gnmde 
gelegte  Gestalt  gebrauchen,  haben  wir  für  Hn{p)  die  Darstellung: 
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(2)  H^ip)  =  Yl  {«^(«)  -  J{^-)  \,ÄD  =  n,O^B<D. 

Die  Zahlen  A,B,D  haben  hier  alle  <l>(n)  den  angegebenen  Bedingungen 
genügenden  Systeme  zu  durchlaufen  mit  der  bereits  in  (2)  angedeuteten 

Ausnahme,  dass  für  rein  quadratisches  n  das  System  A=^D=yn,  B^=0 
fortbleiben  soll.  Für  den  einzelnen  Factor  der  rechten  Seite  von  (2) 
gilt  bei  d  =  ioo  die  angenäherte  Darstellung: 

9ftiR  A 

(3)  12»  \j{m)  -  j{^--^--)]  =  f-'+ e~~^~  ■  i"" 


•   •  • 


Derselbe    wird    also    im    Ausgangsdreieck   bei   oi  =  ioo   einfadi   un- 
endlich^ so  oft  Ä^D  ist  (denn  im  Falle  der  Gleichheit  A  =  D  =  yn 


2rtiB 


ist  ja  c  ^  stets  von  1  verschieden);  für  -4  >  D  wird  dagegen  der 
Factor  (3)  an  bezeichneter  Stelle  unendlich  im  Urade  -^*  Für  stehen- 
des A,  D  haben  wir,  den  D  zugehörigen  Werten  B  entsprechend, 
jedesmal  D  Factoren  (3)  zu  berücksichtigen^  von  denen  nur  im  Falle 

^  =3  D  tr=  Yn  ein  einzelner  auszulassen  ist. 

Aus  diesen  Angaben  lässt  sich  v  jetzt  in  der  That   leicht  be- 
rechnen.   Um  eine  bequeme  Ausdrucksweise  zu  haben,  verstehen  wir 

unter  d  einen  beliebigen  Teiler  von  n,  und  zwar  zunächst  d  <  ]/n; 
man  setze  dann  A  =  d,  D  =  -^ .    Die  auf  diese  Combination  bezüg- 

liehen  Factoren  (3)  werden  insgesamt  im  Grade  2)  =  ^  unendlich,  bez. 

im  Grade  f  —  Ij  für  d  =  |/n.  Im  ganzen  werden  also  die  Fac- 
toren (2)  mit  A  ^  D  unendlich  im  Grade: 

WO  die  Summe  über  alle  der  angegebenen  Bedingung  genügenden 
Divisoren  8  von  n  zu  führen  ist  und  Bn  genau  die  nämliche  Bedeutung 

hat  wie  am  Schluss  des  vorigen  Paragraphen.     Ist  zweitens  8>yn, 


n 


so  schreibe  man  wieder  ^  =  d,  D  =  ^ ;  da  jetzt  jeder  Factor  (3)  in 

A 
Grade  -y.  unendlich  wird,  so  kommt  den  Factoren  der  einzelnen  Com- 
bination Ay  D  insgesamt  der  Grad  d  zu.    Mithin  gestattet  die  gesucJUe 
Zahl  V  die  Darstellung: 

w  '-2^)+ 2"—- 

J<V^  d<Vn 


«», 


v==<i>in)  +  {  ^d-  ^i\-a, 
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Mit  der  rechten  Seite  von  (4)  nehmen  wir  nun  noch  eine  kleine 
Modification  vor.     Selbstverständlich  ist: 

(5)  2l=  2'' 

d>V^  d<yn 

und  andererseits: 

wo  unter  0(n),  wie  bisher,  die  Summe  aller  Teiler  der  Zahl  n  ver- 
standen ist.  Die  Formel  (4)  können  wir  also  in  die  neuen  Gestalten 
setzen: 

a<V^  d>y^  d>V^         d<Vn 

Die  in  der  Klammer  eingeschlossene  Zahl  bedeutet  den  Überschuss  der 
Summe  derjenigen  Divisoren  von  n,  die  >  }/n  sind,  über  die  Summe 
aller  derjenigen,  die  <,yn  sind;  wir  bezeichnen  diesen  Überschuss 
hinfort  durch  das  Symbol  V(n): 

(7)  V(n)  =  2^*  -  2'*- 

Als  Grad  v  der  Gleidmng  gn{J)  =  0  finden  tvir  so  endlich: 

(8)  ,;  =  (D(nj  +  V(n)-6«. 

Die  ganze  Zahl  v  erscheint  in  dieser  Formel  aus  wesentlich 
anderen  Elementen  zusammengesetzt  als  am  Schlüsse  des  vorigen 
Paragraphen;  dort  war  v  eine  Summe  von  Classenzahlen  quadratischer 
Formen,  hier  ist  v  durch  Teilersummen  dargestellt.  Daher  bietet  sich 
jetzt  der  Gedanke  dar,  durch  Elimination  von  v  aus  beiden  Formeln  eine 
ZaUenrelation  herstellen^  welche  die  Classenzahlen  an  die  Teilersummen 
Jcnüpft.     Die  entspringende  Gleichung  lautet: 

(9)  2  H(4n  —  X«)  =  (D(wj  +  V(w),     -  2V«  <  x  ^  2yn  ; 

X  =  0,  +  1, . . 

wir  bezeichnen  sie  als  Classenzalilrelation  erster  Stufe  n*®'  Ordnung. 
Mit  ihr  haben  wir  eines  derjenigen  Resultate  gewonnen,  welche  Herr 
Kronecker,  wie  wir  andeuteten,  durch  Betrachtung  der  Jacobi'schen 
Modulargleichungen  abgeleitet  hat.  Das  Ausführlichere  hierüber 
werden  wir  erst  im  folgenden  Kapitel  auseinandersetzen,  wo  allgemein 
von  Classenzahlrelationen  höherer  Stufe  die  Rede  sein  soll. 
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§.  7.    Die  bei  eigentlicher  Transformation  n^  Ordnung 
auftretenden  singulären  Moduln.     Betrachtung  derselben  im 

Transformationspolygon  JP^(n)* 

Wir  kehren  zur  eigentlichen  Transformation  n**'  Ordnung  und 
damit  zur  Gleichung  /*«(/,  J)  =  0  zurück,  deren  Wurzeln  die  eigentlich 
zur  n^^  Ordnung  gehörenden  singulären  Moduln  sind.  Für  das 
Studium  derselben  können  wir  gerade  wie  oben  bei  der  Smith'schen 
Curve  mit  besonderem  Vorteil  das  Transformationspolygon  n*®'  Ord- 
nung verwenden.  Ehe  wir  indessen  hierauf  eingehen ^  sind  ein  paar 
Vorfragen  zu  entscheiden. 

Fürs  erste  werden  wir  die  Frage  zu  untersuchen  haben,  welche 
unter  den  gesamten  soeben  bei  der  v^  Ordnung  betrachteten  sin- 
gulären Moduln  dieser  Ordnung  im  genaueren  Sinne  „eigentlich'^  zu- 
zurechnen sind.  Die  Formeln  des  vorletzten  Paragraphen  geben  uns 
darüber  leicht  Aufschluss.  Ist  für  ein  einzelnes  System  (P,  Q,  R,  x) 
der  grosste  gemeinsame  Teiler  der  vier  Zahlen  P,  Q,  R,  x  durch  6q 
bezeichnet,  so  wird  6q  zufolge  (13)  p.  181  die  vier  Zahlen  2a,  2d,  6,  c 
zugleich  teilen.  Wir  haben  demnach  nur  die  beiden  Möglichkeiten 
(Jq  =  1,  1^0  ==  2.  Da  im  Falle  6^«=^  2  sowohl  Q  und  «,  wie  andrer- 
seits b  und  c  gerade  sind,  so  sind  notwendig  a  und  d  ungerade 
Zahlen,  und  eben  deshalb  dürfen  Q  und  x  nicht  modulo  4  einander 
congruent  sein.  Weitere  Bedingungen  sind  aber  nicht  zu  erfüllen,  und 
also  haben  wir  die  Regel:  Unter  allen  im  vorletzten  Paragraphen  an- 
gegebenen Systemen  (P,  Q,  R,  x)  haben  tvir,  sofern  wir  uns  auf  eigent- 
liche Transformation  beschränken  wollen,  nur  diejenigen  mit  6q'=1  und 
öq  =  2  heranmzielicn,  dabei  aber  unter  denen  mit  0q  ^=^2  nur  solche, 
für  welche  ^  ^  x  +  2,  (mod.  4)  ist 

Eine  zweite  Untersuchung  beantwortet  die  Frage  nach  der 
Multiplicität  der  einzelnen  Wurzeln  von  /I,(J,  J)  «=  0.  Hierbei  wolle 
man  bedenken,  dass  zwei  Systeme  (P,  Q,  R,  x)  und  (P,  §,  R,  —  x) 
mit  nicht  verschwindenden  x  zwei  mit  einander  coincidierende  Null- 
punkte von  Hn((o)  liefern,  und  dass  die  beiden  zugehörigen  Repräsen- 
tanten gleichen  Teiler  r  haben.  Solche  zwei  Systeme  liefern  also, 
wofern  sie  überhaupt  für  fn{J,  J)  *»  0  in  Betracht  kommen,  stets  eine 
Doppelwurzel  dieser  Gleichung.  Indessen  sind  hierbei  die  beiden 
Repräsentanten  (8)  und  (12)  §  5  auszuschliessen ,  bei  denen  der 
Zeichenwechsel  von  x  allein  nicht  immer  auf  einen  neuen  Nullpunkt 
von  Hn  führte.  Sollen  aber  diese  Repräsentanten  „eigentliche"  Trans- 
formationen n*®'  Ordnung  vorstellen,  so  ist  offenbar  n  =  2  bez.  n  =  3. 
Diese  Fälle  aber  können  wir  leicht  direct  erledigen  und  schliessen  sie 
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als  particulär  von  gegeuwariiger  allgemeiner  Besprechung  aus.  Ein- 
fache Wurzeln  werden  wir  demnach  nur  von  den  Systemen  mit  x  =  0 
erhalten  können^  und  da  in  diesem  Falle  die  vorhin  mit  6^  bezeichnete 
Zahl  direct  den  Teiler  a  der  Form  (P,  ö,  ii)  darstellt,  so  entspringt 
der  Satz:  Die  einfachen  Wurzeln  von  fn{J,  J)  =  0  können  hScJistens 
von  den  ursprünglichen  Formen  der  Determinante  —  A  =  —  4n  und 
von  den  Formen  des  Teilers  2  dieser  Determinante  geliefert  werden. 

Aber  die  letzteren  Formen  geben,  durch  2  gehoben,  ursprüngliche 
Formen  der  Determinante  —  n.  Sie  werden  also  im  weiteren  Verfolg 
der  Zahlen  A  =  4n  —  1,  =  4w  —  4,  ...  (vom  Factor  2  abgesehen) 
dann  nochmals  auftreten,  wenn  n  =  4n  —  x*  durch  ganjse  Zahlen  x 
gelöst  werden  kann.    Dies  ist  der  Fall,  wenn  n  ein  dreifaches  Quadrat 

ist,  und  wir  haben  dann  x  =  +  )/3n.  Sollen  aber  überhaupt  Formen 
vom  Teiler  2  bei  A  =  4n  für  fn(J,  J)  =  0  zur  Geltung  kommen,  so 
muss,  wie  wir  sahen,  Q  bei  denselben  das  Doppelt«  einer  ungeraden 
Zahl  sein.     Es  ist  also: 

A  =  4n  =  4PR  —  ö«  =  —  4,  (mod.  16)  d.  i.  n  =  —  1,  (mod.  4) 

überhaupt  eine  notwendige  Bedingung  für  das  Auftreten  der  in  Rede 
stehenden  Formen  des  Teilers  <f  =  2.  Zusammenfassend  wollen  wir 
diese  Resultate  so  aussprechen:  Die  einfachen  Wuredn  von  fn(J,  J)  =  0 
werden  im  allgemeinen  nur  von  den  ursprünglichen  Formen  der  Deter- 
minante —  4n  geliefert.  Für  «  ^  —  1  (mod.  4)  liefern  audi  nodi  die 
ursprünglichen  Formen  der  Determinante  —  n  einfaclie  Wurzeln;  ist 
jedoch  n  das  Dreifadie  eitles  reinen  Quadrats,  so  sind  die  eu  diesen 
letzteren  Formen  gehörenden  singulären  Moduln  dreifache  Wurzeln  der 
Gleichung  fn{J,  J)  =  0. 

Indem  wir  jetzt  die  voraufgehenden  arithmetischen  Entwicklungen 
mit  unseren  anschaulichen  Hülfsmitteln  in  Beziehung  setzen,  verweilen 
wir  zuvörderst  einen  Augenblick  bei  der  in  der  eT^Ebene  gelegenen 
Smith'schen  Curve  Ä»(X,  Y)  =  0,  bez.  bei.  der  mit  jener  collinearen 
Modularcurve  fn{J'j  «7)  =  0*;.  Wir  recapitulieren  hier  den  Satz:  Die 
zu  den  ambigen  Classen  geliörenden  singulären  Moduln  J,  und  nur  diese, 
haben  reelle  Werte;  die  im  Bereiclie  eigentlictwr  Transformation  n^  Ord- 
nung eintretenden  singulären  J  dieser  Art  werden  von  den  reellen  Zügen 
der  Curve  A»  =  0  ausgeschnitten.  Hierbei  ist  das  Auftreten  von 
Doppelwurzeln  der  Gleichung  ä«(X,  0)  =  0,  d.  i.  /'«(J,  e7)  =  0  aus 
der    Gestalt    der    Curve    ä«  =  0    sofort    verständlich.      In    der   That 

*)  [Der  Abschlass  dieses  Paragraphen  bringt  eine  neuere  Untersuchung  des 
Herausgebors.] 
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wurde  letztere  ja  von  der  reellen  «7-Axe  im  allgemeinen  in  Doi)pel- 
punkten  geschnitten,  und  nur  da  in  einfachen,  wo  die  Curve  gegen 
die  reelle  Axe  orthogonal  verlief;  diese  letzteren  Punkte  liefern  uns 
offenbar  die  ambigen  Classen  vom  Teiler  0  =  1  bez.  2  und  der 
Determinante  D  =  —  4n. 

Der  Übergang  zum  Transformationspolygon  i''v'(«)  findet  hier 
durch  genau  dieselbe  Überlegung  statt,  wie  vorhin  in  §  3  bei  den 
Formen  positiver  Determinante.  Statt  nämlich  im  Ausgangsdreieck 
nach  einander  alle  ^(n)  Repräsentanten  J'  in  Bezug  auf  ihr  Identisch- 
werden mit  J  zu  untersuchen,  betrachten  wir  einzig  den  Repräsen- 
tanten J'{fo)  =  J{n(o)j  diesen  aber  im  gesamten  Transformationspolygon 
Frp.  Ist  au  einer  Stelle  von  F^  die  Differenz  {Jiso)  —  Jn((o))  Null, 
so  verschwindet  sie  „im  Polygon  Fy;  gemessen"  dortselbst  gerade  ein- 
fach; denn  wäre  der  fragliche  Nullpunkt  eine  mit  0  =  1  äquivalente 
Ecke,  so  wäre  doch  ersichtlich  die  betreffende  Stelle  der  geschlossenen 
Fläche  Fy,  nur  von  zwei  Elementardreiecken  umlagert.  Die  Nullstellen 
von  fn{Jf  J)  haben  sid^  soldienveise  im  Polygon  Fy,  oder  auf  der  Fläche  Fy, 
dermassen  verteilt,  dass  dortselbst  heine  zwei  einfachen  Nullstellen  meihr 
mr  Coincidenz  kommen. 

Dieses  Resultat  ist  für  die  ambigen  Classen  in  Übereinstimmung 
mit  unseren  früheren  Sätzen  über  die  auf  Fy,  übertragene  Smith'sche 
Curve;  die  reellen  Züge  derselben  wiesen  in  der  That  auf  Fy,  keine 
Doppelpunkte  mehr  auf  (cf.  p.  172).  Überhaupt  aber  werden  wir  die 
ambigen  Classen  jetzt  aus  den  doppelt  eingeteilten  Polygonen  Fyt  des 
§  3  für  jedes  n  sofort  ablesen;  ihre  singulären  oi  sind  ja  offenbar 
die  Kreuzpunkte,  in  welchen  die  Halbkreise  der  Formen  positiver 
Determinante  n  die  Kreisbogen  der  beiderlei  Einteilungen  von  Fy, 
durchsetzen. 

Die  zu  nicht- auibigen  Classen  gehörenden  singulären  ci  kommen 
im  doppelt -geteilten  Polygon  Fy,  nicht  mit  derselben  Leichtigkeit 
zur  Evidenz.  Solche  Punkte  werden  im  Innern  freier  oder  doppelt- 
schraffierter Bereiche  liegen  und  müssen  natürlich  immer  zu  vieren 
aus  einander  vermöge  der  Substitutionen  1,  -4,  W,  AW  hervorgehen. 
Um  aber  diese  Stellen  unmittelbar  aus  den  Figuren  abzulesen,  muss 
man  sich  in  etwas  ausgiebigerer  Weise  die  Wertevert^ilung  von  J  und 
J'  auf  Fy,  veranschaulichen,  was  wir  hier  indessen  nicht  ausführen 
können. 

Jetzt  sei  zip)  eine  ganz  beliebige  zur  Vy,(n)  gehörende  Modul- 
function,  die  jedoch  nicht  bei  Ausübung  der  Substitution  W  in  sich 
übergehen  soll.  Dieselbe  wird  rational,  und  zwar  unsymmetrisch, 
durch  cT,  J  darstellbar  sein : 
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(1)  '>  =  ^^^'>J)-W^y 

wobei  wir  rechts  die  rationale  Function  JB  in  zwei  durch  einander 
dividierte  ganze  Functionen  gespalten  denken.  Nach  bekannten  Grund- 
sätzen der  Theorie  der  algebraischen  Functionen  verschwinden  in 
allen  mehrfachen  Punkten  der  Modularcurve  f{J\  J}  =  0  die  beiden 
ganzen  Functionen  (tj,  G^  zugleich.  Wir  können  die  (tj,  Q^  aber  immer 
so  gewählt  denken^  dass  sie  in  einer  gewissen  endlichen  Reihe  em- 
facher  Punkte  der  Curve  f{J\  J)  =  0  nicht  zugleich  verschwinden. 
Man  richte  es  hiernach  insbesondere  so  ein,  dass  gleichzeitiges  Ver- 
schwinden von  G^  und  G^  jedenfalls  nicht  in  jenen  Punkten  der 
Modularcurve  oder  des  auf  dieselbe  eindeutig  bezogenen  Polygons  F^ 
eintritt,  die  von  den  oben  charakterisierten  einfachen  Nullpunkten  von 
f{Ji  J)  =  0  herrühren.     Indem  wir  gleich  noch  aus  (1) : 

(2)  '^'{p)  =  .(=i)  =  R{J,  J') 

ableiten,  ziehen  wir  die  im  Polygon  F^p  verteilten,  zur  vf^  Ordnung 
gehörenden  singulären  o  heran.  In  allen  solchen  m,  deren  zugehörige 
J  mehrfache  Wurzeln  von  f(J,  eT)  «=»  0  sind,  muss  R(J\  J)  unter  der 
Form  ^  erscheinen,  so  dass  wir  über  die  zugehörigen  Werte  g,  g'  aus 
(1)  und  (2)  noch  nichts  weiter  aussagen  können.  In  allen  solchen  cd, 
deren  singulare  Moduln  J  einfache  Wurzeln  von  /*(J,  J)  =  0  sind, 
haben  zufolge  (1)  und  (2)  die  beiden  Modulfunctionen  g{(o)  und  z\(o) 
einen  und  denselben  Wert,  und  zwar  ganz  unabhängig  davon,  wie  wir 
z{(d)  gewählt  denken  mögen.  Ist  Oq  ein  specieller  unter  diesen 
letzteren  Punkten,  und  sind  ©o  und  W{(o^  auf  der  geschlossenen  Fyp 
verschiedene  Stellen,  so  können  wir  doch  offenbar  z{(o)  derart  gewählt 
denken,  dass  diese  Function  in  den  fraglichen  beiden  Stellen  ver- 
schiedene Werte  aufweist.  Das  widerspricht  aber  direct  unserem  so- 
eben erhaltenen  Resultat,  dass  stets  e\(o^  =  zQiV{(Of))  ==»  b{(o^  sein 
soll,  und  also  folgt  der  Satz:  Diejenigen  singulären  cOq,  welche  gti  den 
einfaclien  Wurzeln  von  f(J^  J)  =  0  geihören,  sind,  auf  die  geschlossene 
Fläche  F,p  in  beschriebener  Weise  übertragen,  dortselbst  Fixpunkte  für  die 
durch  W  dargestellte  Transformation  der  Fläche  Fy)  in  sich. 

Diese  Überlegung  lässt  sich  nun  auch  leicht  umkehren.     Ist  cüq 
einer  jener  Fixpunkte,  so  ist  W{c3q)  bezüglich  Vy;  mit  (Oq  äquivalent: 

1     ^    aa)o  +  p 

Der  Zahlwert  o^  berechnet  sich  also  aus  der  Gleichung: 

na  '  (Oq^  +  n(ß  +  ^o)  *  «»o  +  *  =  0, 
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und  die  zugehörigen  Werte  von  A  und  x  sind: 

A  =  4n  -  n«(/J  -  yo)S    ^  =  ±n(ß-y,y 

Schliessen  wir  wieder  die  particulären  Fälle  n  *»  2,  3   aus,  so  folgt 

aus  der  Bedingung  — 2]/n<x<2)/n  notwendig  ß  =  yo  und  also 
A  =  4n.  Damit  ist  der  Satz  bewiesen:  Ist  n^O,  1,  2  (mod.  4), 
(mit  Ausnahme  der  particulären  Fälle  n  =  1,  2),  so  ist  die  Classen- 
anisahl  der  ursprünglichen  Formen  der  Determinante  2)  =  —  4n  gleich 
der  Anzahl  der  Fixpunkte^  welche  die  Transformation  W  der  Fläche  Fy, 
in  sich  aufweist.  Ist  n  ^  3,  (mod.  4),  wo  wir  jedoch  der  Kürze  Jiälber 
vom  Falle  absehen  y  dass  n  ein  dreifadies  Quadrat  isty  so  ist  die  AneaJil 
jener  Fixpunkte  identisch  mit  der  Classenaneahl  ursprünglicher  Formen  der 
Determinante  D  =  —  4n,  vermehrt  um  die  ClassenanzaJU  ursprünglicJier 
Formen  der  Determinante  D  *=»  —  n.  Dieser  Satz  schliesst  sich  augen- 
scheinlich aufs  directeste  dem  p.  171  für  die  positive  Determinante  D  =  n 
gewonnenen  Ergebnis  an*). 

Die  Anzahl  der  zu  W  gehörenden  Fizpimkte  auf  F^  ist  übrigens 
in  niederen  Fällen  ohne  weiteres  angebbar.  So  oft  das  Geschlecht 
unserer  Fläche  jp  =  0  ist,  haben  wir  eu^  Fixpunkte;  hierher  gehörige 
Anwendungen  unseres  Satzes  haben  wir  für 

(3)  n  =  4,  5,  6,  7,  8,  9,  10,  13,  16,  18,  25. 

In  den  Fällen  p  =  l  haben  wir  stets  vier  Fixpunkte**);  hierher  gehören: 

(4)  w—  11,  14,  15,  17,  19,  20,  21,  24,  32,  36,  49. 

Übrigens  mögen  wir  zum  Schlüsse  noch  betonen,  dass  wir  für  die 
praktische  Berechnung  der  in  Rede  stehenden  singulären  Moduln 
natürlich  stets  auf  eine  möglichst  einfache  Function  der  V^p^n)  zurück- 
greifen.    Nennen  wir  dieselbe  gleich  wieder  z((o),  so  ist 


*)  Indem  solcherweise  zwei  unter  den  Transformationen   W,  A,   WA  der 
Fläche   JFl»    in    sich   eine   interessante   zahlentheoretische   Bedeutung   gewonnen 

haben,  könnte  man  sich  nun  auch  versucht  fOhlen^  für  die  symmetrische  ümformang 
A  der  Fy,  in  sich  entsprechende  Überlegungen  durchzuführen.   Die  festbleibenden 

Elemente  dieser  letzteren  Transformation  lassen  sich  darch  eine  naheliegende 
geometrische  Interpretation  mit  den  reellen  Zügen  der  Modnlarcurve  f{J\  J)*=»0 
in  Beziehung  setzen;  inzwischen  müssen  wir  unterlassen,  auf  die  arithmetische 
Bedeutung  der  hiermit  gemeinten  Betrachtungen  näher  einzugehen. 

**)  Man  stellt  nämlich  W  unter  Gebrauch  des  zugehörigen  Integrals  erster 
Ghittung  bei  zweckmässiger  Wahl  desselben  in  der  transcendenten  Qestalt 
u'  >=>  —  u  dar,   so  dass  als  Fixpunkte  im  Parallelogramm  der  Perioden  die  vier: 

CD«        CO«       flOf    "T"  OOa  ^ 

w  =  0,   2  »    2  »        2         auftreten. 
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(5)      j  =  R'(^; .)  =  |s|:;  ;J .  J-  =  R'i.,  z')  =  §4g^ , 

und  es  liefert  die  Lösung  der  Gleichungen 

(6)  ö/(/,  z)G^{z,  z)  -  Oa^,  ^')G»'(^',  ^)  =  0, 

(7)  rC^,  ")  =  0, 

von  welchen  die  letztere  die  zwischen  e'  und  0  bestehende  algebraische 
Relation  ist^  jedenfalls  alle  gewünschten  Wertsysteme  e\  z.  Dabei 
werden  freilich  im  allgemeinen  auch  noch  weitere  ^  unserem  Probleme 
fremde  Losungen  z\  z  auftreten;  jedoch  ist  in  diesem  Betracht  das  Nähere 
jeweils  durch  eine  besondere  Untersuchung  festzustellen. 

§  8.    Gksohiohtliohes  über  die  Gleichung  der  eigenüioh  zur 

Determinante  —  A  gehörenden  singnlSren  Moduln. 

Die  complexe  Multiplication  der  elliptisohen  Functionen. 

Bevor  wir  die  Entwicklungen  der  voraufgehenden  Paragraphen 
durch  Beispiele  illustrieren ,  möge  an  dieser  Stelle  noch  ein  kurzer 
Bericht  erstattet  werden  über  eine  Reihe  weiterer  Fragen  und  Unter- 
suchungen, die  sich  auf  die  singulären  Moduln  beziehen.  Wir  knüpfen 
etwa  daran,  dass  für  n  ^  0,  1,  2  (mod.  4)  die  einfachen  Wurzeln  von 
/I,(J,  J)  =  0  von  den  ursprünglichen  Formen  der  Determinante 
2)  =  —  A  =  —  4w  geliefert  werden,  deren  Glassenanzahl  wir  durch 
i^(A)  bezeichnen  mögen.  Ist  aber  (P,  §,  iJ)  eine  ursprüngliche  Form 
einer  beliebigen  negativen  Determinante  —  A,  so  wollen  wir  den  zu- 
gehörigen singulären  Modul  <^(~~2P*  )  *^^  „eigentlich"  zur  Deter- 
minante —  A  gehörig  benennen.  Haben  wir  ako  eine  Determinante 
—  A,  welche  einer  der  Bedingungen  A  ^  0,  4,  8  (mod.  16)  genügt, 
so  werden   wir  zufolge  der  gerade  vorausgeschickten  Bemerkung  aus 

fj(J,  J)  nach  bekannten  Regeln  dasProduct  der  eirt/oc^n  Linearfactoreu 
4" 

absondern.  Es  wird  eine  ganze  rationale  Function  g'j(J)  vom  Grade 
i^(A)  entspringen,  die  gleich  Null  gesetzt  gerade  die  ^(A)  eigentlicli 
zur  Determinante  A  gehörenden  singulären  Moduln  zu  Wurzeln  hat. 
Die  Zahl  A  ist  nun  weiter  infolge  ihrer  Gestalt  (4 FR  —  Q^)  entweder 
durch  4  teilbar  oder  ^  1,  (mod.  4).  In  allen  diesen  Fällen  mögen 
wir  g'j{J)  in  derselben  Bedeutung  brauchen,  wie  soeben  in  den  Fällen 
A  ^  0,  4,  8,  (mod.  16),  dass  nämlich  die  Gleichung  gj  =  0  die  eigentlich 
zur  Determinante  —  A  gehörenden  singulären  Moduln  liefert  Für  die 
Gewinnung  von  gj(J)  in  den  noch  nicht  erledigten  Fällen  gelten  als- 
dann folgende  Regeln: 
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Im  Falle  A  ^  12^  (mod.  16)  liefert  die  AbsonderuDg  der  einfachen 

Linearfactoren  aus  fj{J^J)  zunächst  gj{J)  -  9j(J)]  aber  die  Function 

T  T 

fj+A{J,  J)  enthalt  offenbar  gj(J)  und  ist   teilerfremd  gegen  gj(J). 

16  T 

Durch  Abscheidung   des   gemeinsamen   Bestandteils  aus  jenen  beiden 

Functionen  erhalten  wir  also  gj(J)  und  gj(J)  jedes  für  sich.  —  Ist 

T 
A  ^  —  1  (mod.  4),  so  brauchen  wir  nur  in  den  letzten  Zeilen  für  das 

dort  gemeinte  A  jetzt  A'==4A  einzusetzen,  und  finden  in  jenem  gj' 

T 

das  jetzt  gesuchte  gj(J)»  —  Eine  Ausnahme  dieser  letzten  Begcin 
findet  nur  statt,  sobald  A  das  Dreifache  eines  reinen  Quadrats  ist: 
Da  ist  erstlich  für  A  ^  12,  (mod.  16)  gj(J)  direct  das  Product  der 
einfachen  Linearfactoren  von  /1/(J,  J);   ist  aber  A^  —  1,  (mod.  4), 

SO  ist  offenbar  gj{J)  das  Product  der  dreifach  in  fj(J,  J)  enthaltenen 
Linearfactoren.  — 

Fassen  wir  zusammen,  so  sind  es  in  allen  Fällen  rationale  Rech- 
nungen gewesen,  welche  zur  Kenntnis  von  g'j(J)  führen,  und  also 
schliessen  wir:  Die  Gleichung  gj(J)  =  0  des  Grades  i^(A)  weist  durdi- 
gehends  rationale  numerische  Coefficienten  auf. 

Die  hiermit  begründete  Anordnung  der  singulären  Moduln  nach 
den  Zahlen  A  ist  wohl  die  am  meisten  naturgemässe;  und  es  ist  darum 
auch  die  Gleichung  gj(J)  =  0  (bez.  die  entsprechend  für  den  Jacobi- 
schen Integralmodul  k^  gebildete  Gleichung),  welche  das  Interesse 
der  Mathematiker  seit  lange  im  hohen  Grade  in  Anspruch  genommen 
hat  Um  dies  im  vollen  Umfange  würdigen  zu  können,  wollen  wir 
noch  kurz  historisch  skizzieren,  in  welch^  interessanter  Beziehung 
einerseits  die  singulären  Moduln  zur  MuUiplication  der  doppeltperiodiscJien 
Functionen,  andrerseits  aber  im  speciellen  die  Gleichung  gj{J)  =  0  zur 
Composition  der  quadratischen  Fonnen  steht. 

Ist  n  eine  rationale  ganze  Zahl,  so  besitzt  ^(nujoi,  cd^)  als 
Function  von  u  jedenfalls  die  Perioden  o^,  Og  und  stellt  sich  deshalb 

als  rationale  Function  von  ^(u|cDi,  ^a)  ^^^  Pi^i^u  ^%)  ^^^*  ^^^ 
nennt  den  Übergang  von  p(u)  zu  p(nu)  Muitiplieation  von  p(u)  und 
bezeichnet  n  als  den  zugehörigen  Multiplicator.  Daran  schliesst  sich 
die  Frage:  Giebt  es  ausser  den  ganzen  rationalen  Zahlen  n  vielleicht 
noch  weitere  Zahlen  ft,  die  gleichfalls  in  dem  Sinne  als  Multiplicatoren 
fungieren  können,  dass  pifiu)  eine  rationale  Function  von  p(u)  und 
und  p'(u)  ist?  Offenbar  wird  dies  stets  und  nur  dann  der  Fall  sein, 
wenn  sowohl  ftOj  wie  ftco^  eine  ganzzahlige  Verbindung  von  o^,  o^ 
darstellt: 


(2) 
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(1)  ftOi  =  aOj  +  ftcDg,     fAÖ2  =  ^^i  +  d^i] 

diese  Gleichungen  haben  wir  also  zu  discutieren^  und  zwar  unter  der 
Voraussetzung,  dass  a,  b,  c,  d  in  denselben  ganze  rationale  Zahlen  sind. 
Schreiben  wir  (1)  in  der  Form 

(a  —  f*)©!  +  ^®2  =  0, 

< 

.CCDi  +  (d  — f*)cD^  =  0, 

so  ist  zunächst  evident,  dass  bei  beliebig  veränderlichen  (o^\  o^  ^^^~ 
wendig  &=ac  =  0,  a:»c2*==»ft  sein  muss;  hier  also  werden  wir  zum 
elementaren,  soeben  erledigten  Fall  iiL  =  n  zurückgeführt.  Dies  schliesst 
aber  nicht  aus,  dass  für  specificierte  cd  auch  noch  andere  Losungen  von 

(2)  eintreten  können.  Man  mag  geradezu  die  vier  ganzen  Zahlen 
a,  6,  c,  d  willkürlich  auswählen  (wo  sie  dann  eine  Determinante 
{ad  —  bc)  bilden,  die  wir  gleich  wieder  n  nennen  wollen)  und  es  wird 
immer  möglich  sein,  zwei  specielle  fi  nebst  zugehörigen  cd^ :  (o^  anzugeben, 
welche  (2)  befriedigen.     Wir  haben  oflfenbar  ft  aus 


**  c  **;  J-^!  =^'    ^«-p(a  +  ri)  +  n-0 


(3) 

ZU  berechnen  und  finden  dementsprechend  unter  Aufnahme  unserer 
bisherigen  Bezeichnungen  a  +  d  =  x,  A  =  4n  —  x^  u.  s.  w.  für  ft  die 
Werte: 

während  sich  für  den  zugehörigen  Periodenquotienten: 

(5)  CD  =  -^ 2p- 

ergiebt.  Damit  a  in  der  positiven  Halbebene  liegt,  müssen  wir  (c  als 
positiv  vorausgesetzt)  )/A  positiv  nehmen: 

vor  allem  aber  sieht  man,  dass  n  eiue  positive  Zahl  sein  muss, 
während  für  x  die  Bedingung  — 2)/n<x<2V^n  gültig  ist.  Hier- 
mit ist  voller  Anschluss  an  die  voraufgehenden  Entwicklungen  erreicht, 
und  wir  formulieren  den  Satz:  Neben  der  gewöhnlichen  MuUiplication 
der  doppeltperiodischen  Functionen  giebt  es  noch  eine  sogenannte  complexe 
MuUiplication  derselben,  deren  Multiplicatoren  fi  complexe  Zafilen  der 
Gestalt  (6)  sind;  aber  die  MuUiplication  vermöge  des  einzelnen  solchen 
fi  tritt  nicht  für  jeden  beliebigen  Wert  der  absoluten  Invariante  J  ein,  sie 
findet  vielmehr  eineig  für  die  dem  gerade  vorliegenden  fi  zugeiwrigefi  sin- 

gulären  Moduln  «^^(""21^")  ^^^' 
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Die  Existenz  der  complexen  Multiplication  ist  von  Abel  entdeckt*), 
und  was  besonders  bewunderungswürdig  ist,  Abel  spricht  in  der  ge- 
nannten Abhandlung  (1.  c.  p.  426)  auch  bereits  die  wichtigste  arith- 
metische Eigenschaft  der  singulären  Moduln  aus,  nämlich  dass  ihre 
Zahlioerte  durch  WurzeUiehungen  aus  rationalen  Zahlen  berechnet  werden 
können.  Nach  AbeFs  Entdeckung  haben  Jacobi,  Hermite,  Eisen- 
stein u.  a.  wiederholt  das  Problem  der  complexen  Multiplication  und 
der  zugehörigen  singulären  Moduln  berührt,  inzwischen  ist  erst  durch 
Hm.  Eronecker  eine  vollständige  Theorie  dieser  Moduln  durch- 
gebildet worden.  Die  Resultate  Kronecker's  sind  in  einer  längeren 
Reihe  kleinerer  Aufsätze  in  den  Monatsberichten  der  Berliner  Akademie 
(seit  1857)  veröflfentlicht  worden.  Da  -es  sich  hier  aber  mehr  um  kurze 
Mitteilungen  als  um  ausführliche  Darlegung  der  Theorie  handelt,  so 
machte  sich  das  Bedürfnis  nach  einer  solchen  wiederholt  geltend;  überdies 
kam  noch  hinzu,  dass  sich  auch  Eronecker's  Untersuchungen  auf  den 
Modul  1(^  allein  bezogen,  so  dass  eine  Umarbeitung  derselben  unter 
Zugrundelegung  der  absoluten  rationalen  Invariante  J  an  Stelle  des  k^ 
wünschenswert  erschien.  Diesen  Bedürfnissen  sind  neuerdings  etwa  zu 
gleicher  Zeit  die  auf  den  in  Rede  stehenden  Gegenstand  bezüglichen 
Arbeiten  der  Herren  Pick**)  und  Weber***)  gerecht  geworden,  etwas 
später  auch  die  hierher  gehörige  Abhandlung  von  Hrn.  Sylowf). 

Trotzdem  die  in  Rede  stehenden  Gegenstände  zu  den  schönsten 
gehören,  zu  denen  die  Wechselbeziehung  zwischen  Modulfunctionen  und 
Zahlentheorie  bisher  geführt  hat,  ist  es  doch  ganz  ausgeschlossen,  dass 
wir  dieselben  hier  in  erschöpfender  Weise  behandeln;  wir  würden  sonst 
zu  weit  auf  rein  zahlentheoretische  Betrachtungen  eingehen  müssen. 
Übrigens  liegt  hierzu  heutzutage  auch  um  so  weniger  äusserer 
Anlass  vor,  als  Hr.  Weber  in  seinem  wiederholt  genannten  Werke 
Ober  „Elliptische  Functionen  und  algebraische  Zafilen^^  unter  Heran- 
ziehung ausgedehnter  Entwicklungen  über  Arithmetik  und  Algebra 
die  fragliche  Seite   unseres  Problems  allgemein  zugänglich  dargestellt 


♦)  Man  vgl.  die  „Recherches  8ur  ks  fonctions  elliptiques*'  (§  10),  Crelle'a 
Journal  Bd.  2  und  3  (1827,  28)  oder  auch  neue  Auflage  der  „Gesammelten  Werke'' 
(Christiania  1881)  p.  377. 

**)  „Über  die  complexe  Midtiplicatian   der  elliptischen  Functionen^^,  Math. 
Ann.  Bd.  25  (1886),  sowie  ebenda  Bd.  26  (1886). 

***)  ,yZur  Theorie  der  elliptischen  Functionen'',  Acta  Math.  Bd.  6  (1885)  und 
Bd.  11  (1888). 

t)  „Sur  la  miütiplication  complexe  des  fonctions  elliptigues'*,  Liouville's 
Journal,  4^  Reihe  Bd.  3  (1887);  in  den  Untersuchungen  Sylow's  ist  indessen  wieder 
einzig  der  Modul  k^  zu  Grunde  gelegt. 
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hat*).  Mag  es  also  hinreichen;  wenn  wir  auf  einige  Hauptresoltate 
aufmerksam  machen: 

Die  ^(A)  eigentlich  zur  Determinante  — A  gehörenden  singnlären 
Moduln  waren  die  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  gj(J)  *=»  0 
des  Grades  17 (A);  deren  Ooefficienten  durchgehends  rationale  Zahlen 
sind.  Diese  Gleichung  ist  im  Bationalitätsbereich  der  rationalen  Zahlen 
irreducibd  und  bleibt  irreducibel,  wenn  wir  die  Quadratwurzel  aus  der  gu- 

gehSrigen  Determinante  )/—  A  als  bekannt  ansehen.  Indem  wir  aber 
diese  Quadratwurzel  adjun gieren ,  bekommt  die  Gleichung  g'j{J)  *=■  0 
eine  Galois'sche  Gruppe,  die  in  wesentlich  anderer  Gestalt  in  der 
Zahlentheorie  seit  lange  bekannt  ist.  Wir  müssen ,  um  dies  deutlich 
zu  machen,  etwas  weiter  ausholen. 

In  der  von  Gauss  begründeten  ComposHion  der  quadratischen  Formen 
wird  vermöge  eines  einfachen  Algorithmus  aus  zwei  vorgelegten  binären 
quadratischen  Formen  eine  dritte  durch  ,,Gomposition  jener  beiden" 
erzeugt**).  Nach  den  Grundsätzen  dieser  Operation  entspringt  aus 
der  Composition  zweier  ursprünglichen  Formen  (P,  Q,  B),  (P',  Q\  R') 
der  Determinante  —  A  wiederum  eine  ursprüngliche  Form  eben  dieser 
Determinante,  und  (was  besonders  wichtig  ist)  sofern  wir  zwei  bdidnge 
Formen  aus  bestimmten  zwei  Glassen  componieren,  erhalten  wir  stets 
eine  Form  aus  einer  bestimmten  dritten  Glasse.  Man  kann  demnach 
von  der  Composition  der  i?(A)  Glassen  reden;  irgend  zwei  unter  ihnen 
werden  jedesmal  durch  Composition  eine  bestimmte  dritte  erzeugen, 


*)  Übrigens  beziehen  sich  die  Untersachnngen  des  Hrn.  Weber  1.  c.  keineswegs 
gleichmässig  auf  die  erste  Stufe,  wo  sich  ihm  bei  der  Berechnnng  der  singnlären 
Modnln  J  alsbald  erhebliche  Schwierigkeiten  entgegenstellten.  Das  zur  Über- 
windung derselben  herangeholte  Hülfsmittel  ist  aber  nicht  das  oben  von  uns  be- 
fürwortete (dass  man  nämlich  an  Stelle  des  Modulsystems  J,  J'  des  Polygons  F^ 

das  denkbar  einfachste  System  desselben  stellt);  vielmehr  berechnet  Hr.  Weber 
vielfach    die    singnlären   Werte   der  Wurzeln   aus  fe,  ä:',    insbesondere   aber  des 

Moduls  ^Vkh'  (indem  er  von  den  für  diese  Grösse  geltenden  Modulargleichungen 

ausgeht).  Auf  die  complexe  Multiplication  in  ihrer  Bedeutung  speciell  für  die 
Moduln  erster  Stufe  geht  übrigens  in  allemeuester  Zeit  Hr.  Kiepert  ein  (Math. 
Ann.  Bd.  39).  —  Selbstverstö.ndlich  wird  für  uns  eine  systematische  Ausdehmmg 
der  Sätze  des  Textes  auf  die  höheren  Stufen  ein  anzustrebendes  Ziel  sein;  unter 

dies  müssen  sich  dann  alle  jene  particulären  Entwicklungen  über  k*,  ^Vkk'  etc. 

unterbegreifen.  Einen  ersten  Ansatz  in  dieser  Richtung  liefern  die  Entwicklungen 
des  folgenden  Kapitels  über  Classenzahlrelationen  höherer  Stufe. 

**)  Disquisitiones  arithmeticae ^  Artikel  234  oder  Dirichlet-Dedekind, 
ZMerUheorie  (3^®  Aufl.)  p.  887  u.  f.  Man  bemerke  übrigens,  dass  bei  Gauss  und 
Dirichlet  die  quadratischen  Formen  in  der  Gestalt  (a,  &,  c)  und  nicht  in  der  im 
Texte  zu  Grunde  liegenden  Gestalt  (P,  Q,  B)  zur  Geltung  kommen. 
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und  es  zeigt  sich  insbesondere,  dass  diese  dritte  Classe  unabhängig 
von  der  Reihenfolge  ist,  in  welcher  wir  jene  beiden  ersten  componieren. 
Hier  haben  wir  oflFenbar  einen  längst  gewohnten  BegriflP  wieder- 
gewonnen:  Die  ??(A)  Glossen  bilden  gegenüber  der  Compositum  eine 
Gruppe^  die  wir  kurz  als  „die  Gruppe  der  Composition''  bezeichnen;  sie 
ist  von  der  Ordnung  rj(A)  und  hat  die  besondere  Eigenschaft,  dass  je 
zwei  ihrer  Operationen  mit  einander  vertauschbar  sind*). 

Die  Gruppe  der  Composition  lässt  sich  jetzt  leicht  in  eine  Perrauta- 
tionsgruppe  der  Wurzeln  von  g'^{J)  =  0  umsetzen.  Man  denke  sich 
die  i7(A)  Classen  in  eine  erste  Anordnung  gebracht,  dann  aber  nach 
einander  die  Elemente  dieser  Reihe  mit  den  17  (A)  Classen  componiert. 
So  entspringen  insgesamt  17  (A)  Permutationen  jener  ersten  Reihe  der 
ri  Classen  oder  (was  auf  dasselbe  hinauskommt)  der  i?(A)  Wurzeln 
von  gj  =  0,  und  diese  Permutationen  bilden  offenbar  eine  mit  der 
Gruppe  der  Composition  holoedrisch  isomorphe  Gruppe,  die  übrigens, 
wie  man  sieht,  genau  einfach  transitiv  ist. 

Es  lässt  sicli  nun  der  Beweis  führen,  dass  die  Galois'sche  Gruppe 
der  Gleichung  gj{J)  =  0  in  der  so  gewonnenen  Gruppe  enthalten  sein 

muss,  sobald  man  Y^  Ä  als  bekannt  ansieht.  Da  aber  jede  nicht 
mit  der  Gesamtheit  zusammenfallende  Untergruppe  dieser  Gruppe  not- 
wendig intransitiv  ist,  andrerseits  jedoch  gj=^Q  auch  nach  Adjunction 

von  Y~  L,  irreducibel  ist,  so  folgt  aus  bekannten  Sätzen  der  Algebra: 
Die  Gorlois'sche  Gruppe   der  Gleichung  gj  =^0  wird  nach  Adjunction 

von  y^  Ä  identisch  mit  der  Gruppe  der  Composition.  Weiter  aber  hat 
sich  so  ergeben:  Die  Galois'sche  Gruppe  von  gj  =  0  besteht  aus 
lauter  mit  einander  vertauschbaren  Substitutionen;  gj(J)  =  0  geliört 
also  zu  derjenigen  Classe  von  Gleichungen,  die  man  als  AbeVsche  be- 
zeichnet. Von  den  letzteren  aber  weiss  man,  dass  sie  durch  Wurzel- 
ziehungen lösbar  sind,  und  also  entspringt  bei  der  Natur  der  Coeffi- 
cienten  von  g[i  ===  0  der  Satz:  Die  Wurzeln  von  gj  =  0,  d.  i.  die 
singulären  Moduln  der  Determinante  —  A  lassen  sich  durch  Wurzel- 
Ziehungen  aus  rationalen  Zahlen  berechnen.  Hiermit  ist  jener  funda- 
mentale Satz  Abel's  wieder  gewonnen,  den  wir  denn  auch  in  den 
nachfolgenden  Beispielen  bestätigt  finden  werden.  —  Mögen  die  hiermit 
gegebenen  Andeutungen  die  beziehungsreiche  Theorie  der  Gleichung 
gj  ==i  0  für  uns  erledigen. 


*)  Für  kleine  Werte  der  Determinante  ist  übrigens  die  Gruppe  der  Com- 
position schlechtweg  von  cjclischer  Stractor;  die  niederste  Determinante,  bei 
welcher  die  Gruppe  complicierteren  Charakter  aufweist,  ist  A  =  243,  vergl.  die  in 
Bd.  II  der  Gauss'^chen  Werke  p.  450  ff.  mitgeteilte  Tabelle. 

13* 
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§  9.    Spedficienuig  der  biaherigen  Besoltate  tOr  ti  ■=  5  und  «  =■  7. 

Die  Gesamtentwicklungen  iea  gegenwärtigen  Kapitels  sollen  hier 
am  Schiasse  desBelben  darch  ein  paar  ausgeführte  Beispiele  verdeatUcht 
werden.  Wir  betrachten  etwa  zonächst  den  Fall  » =  5;  die  ganz 
einfachen  F&Ile  n=  2,  3,  4,  von  denen  die  beiden  ersten  in  den 
Toraufgehenden  Paragraphen  wiederholt  zum  Ausscliluss  kamen,  wird 
man  nach  dem  Master  der  zu  gehenden  Darstellung  leicht  direct  erledigen 
können. 

Das  Transformationspolygon  Fy,(s)  —  ^  ist  in  Fig.  96  (I  p.  635) 
dai^estellt,  und  das  doppelt-geteilte  Polygon  Fg  findet  man  hiemeben 
in  Fig.  5.  Es  erscheint  zweckmässig,  die  Variabele  a'  •=  W{a)  gleich 
wieder  durch  a  selbst  zu  bezeichnen  d.  h.  als  ra*Teilung  der  Figur  5 
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diejenige  mit  den  Doppeldreiecken  1,  S±',  S^*,  T  zu  verstehen;  eine 
wesentliche  Modification  wird  hierdurch  nicht  herbeigefOhrt,  und  wir 
gewinnen  den  Vorteil,  dass  weiterhin  die  reducierteo  Formen  immer 
durch  blosse  Anwendang  der  Operation  S  gewonnen  werden  können. 
Wir  fragen  jetzt  erstlich  nach  den  Formen  der  positiven  Deter- 
minante 2)  =>  5.  In  Fig.  5  erblickt  man  erstlich  den  zur  Hanptclasse 
fahrenden  Kreis: 
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(1)  a;«  +  y«-5  =  0, 

welcher  links  und  rechts  in  den  beiden  mit  o  =»  i  äquivalenten  Stellen 
(+  2  +  «)  die  Berandung  des  Polygons  t\  erreicht.  Dort  wird  sich 
unter  rechtem  Winkel  ein  zweiter  Kreisbogen  ansetzen,  der  zur  rechten 
und  linken  Seite  der  Figur  in  zwei  Teile  zerlegt  erscheint.  Als 
Gleichung  des  rechter  Hand  liegenden  Kreisbogens  ergiebt  eine  kurze 
Rechnung: 

(2)  :c«  +  y«  _  5a:  +  5  =  0. 

Die  bislang  genannten  Kreisbogen  setzen  sich  zu  einem  geschlossenen 
System  zusammen;  weitere  Kreisbogen  aber  kommen  für  unsere  Figur 
nicht  in  Betracht,  was  nach  den  Regeln  des  §  3  (p.  173)  aus  dem  Um- 
stände folgt,  dass  das  Polygon  F^  zum  Geschlechte  |)  >=  0  gehört. 

Es  giebt  hiernach  für  die  positive  Determinante  Z)  =  5  im  ganzen 
zwei  Glassen  von  (ursprünglichen)  Formen;  die  eine  Glasse  umfasst 
zehn  reducierte  Formen,  und  darunter  vier  Hauptreducierte,  die  andere 
enthält  vier  reducierte  Formen,  die  alle  Hauptreducierte  sind;  beide 
Glassen  sind  ambig  und  sich  selbst  invers.  Durch  Zurückwerfung  der 
einzelnen  Kreissegmente  in  das  Ausgangsdreieck  vermöge  iS±'  berechnen 
wir  als  die  Hälfte  der  Formenperiode  der  Hauptclasse: 

(1,2,  -1),    (1,  1,-4),    (1,0,-5) 

(1,  -1,-4),    (1,  -2,-1) 

und  entsprechend  für  die  andere  Glasse: 

(2,  -1,-2),     (2,  1,-2); 

dort  haben  wir  ursprüngliche  Formen  der  ersten^  hier  solche  der 
zweiten  Art. 

Um  die  hierher  gehörigen  Formen  'negativer  Determinanten  zu 
erledigen,  werden  wir  zuvörderst  die  Schnittpunkte  der  beiden  Kreise 
(1),  (2)  mit  den  Kreisbogen  der  Figur  5  feststellen.  In  das  Ausgangs- 
dreieck zurückgeworfen  liefern  dieselben  folgende  sechs  Punkte: 

(6)     cDj,=  *yö,     ©1= 2 »     w^^Zij     o^  = , 

-  1  +  i|/6" 

Hier  haben  wir  die  repräsentierenden  Punkte  für  die  sämtlichen 
reducierten  ambigen  Formen  der  Determinanten  —  20,  —  19,  —  16, 
—  11,  —  4.  Für  A  =  20  können  nur  cd^  und  Og  in  Betracht  kommen 
und  liefern  ersichtlich  die  Formen: 

(4)  (1,0,5),    (2,2,3); 
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für  A  =  19  liefert  einzig  der  Punkt  o^  eine  Form  nämlich: 

(5)  (1,  1,  5); 

weiter  kommen  für  A  =  16  die  Punkte  to^f  ^aj  für  A  =  11  der  Punkt 
(93  und  endlich  für  A  =  4  allein  O4  in  Betracht;  wir  finden  dem- 
entsprechend die  Formen: 

j(l,0,  4),    (2,0,2), 

(6)  (1,  1,  3), 

1(1,  0,  1). 

Sollte  es  nun  im  Bereiche  der  in  Rede  stehenden  Determinanten  nur 
ambige  Formen  geben,  so  kämen  für  die  Zahlen  H(20  —  x^)  die  Werte: 

(7)  HC20)  =  2,     H(19)=l,     H(16)  =  l+i, 

H(ll)  =  l,     H(4)  =  i. 

Unter    diesen   Umständen   hätten   wir   ^^  H(20  —  x*)  =  10   für   die 

linke  Seite  der  Glassenzahlrelation  fünfter  Ordnung.  In  der  That  aber 
ist  auch  <t>(5)  +  V(5)  =  10,  so  dass  wir  vorauf  gehend  bereits  alle 
Formclassen  der  in  Rede  stehenden  negativen  Determinanten  charak- 
terisiert haben. 

Endlich  berechnen  wir  die  singnUiren  Moduln,  welche  zu  den 
Classen  (4),  (5),  (6)  gehören;  und  zwar  genügt  es  hier  natürlich,  die 
singulären  Werte  des  Hauptmoduls  r{coi)  zu  berechnen*),  von  wo  aus 
die  zugehörigen  singulären  J  auf  Grund  von  Formel  (11)  p.  61  her- 
gestellt werden  können.     Setzen  wir  abgekürzt: 

iF(r)  =  (r«  +  22t  +  125)  (r^  +  4r  —  1)% 
so  ist  nach  der  eben  citierten  Formel: 

12V='!^,     12V'  =  ^M'(i^^). 

Die  fraglichen  Werte  von  t  sind  also  die  Wurzeln  von 

(8)  125  V(r)  —  T«v(^)  =  0. 

Hier  spaltet  sich  der  Factor  (t'^  +  22r  +  125)  ab,  der  gleich  Null 
gesetzt  die  beiden  Werte  r  =  —  ll  +  2i  liefert;  offenbar  finden  die- 
selben in  den  beiden  Punkten  o  =  +  ^  +  *  des  Polygons  Fq  statt. 
Der  zurückbleibende  Bestandteil  von  (8)  ist: 

♦)  Gemeint  ist  hier  selbstverständlich  der  zum  Polygon  der  Dreiecke  1 ,  T, 
S-^ ,  S-^  gehörende  Hauptmodul  »(©). 
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Diese  Gleichung  spalten  wir  nunmehr  unter  Ausführung  der  Substitution 
T  =  bybz  in  die  beiden  folgenden: 

125(ä«  +  1)  +  20 ^5(0  +  I)  -  2  =  0, 

welche  uns  die  rückständigen  acht  Werte  r  sogleich  ergeben.  Bei  der 
Frage^  wie  sich  diese  Werte  r  auf  die  Ereuzungspunkte  der  Kreise  in 
Fig.  5  verteilen^  wolle  man  bemerk en,  dass  die  beiden  Kreise  (1)  und 
(2)  in  dem  zur  r-Ebene  zusammengebogenen  Polygon  F^  den  Kreis 
g*  +  1^^  =  125  liefern.  Auf  diesem  Kreise  hat  man  also  alle  frag- 
lichen Punkte  r  zu  suchen^  wobei  eben  aus  den  Zahl  werten  dieser  r 
ihre  Abfolge  auf  dem  Kreise  und  damit  ihre  Reihenfolge  auf  den  Kreis- 
bogen der  o-Halbebene  sofort  evident  wird.  Wir  stellen  das  Resultat 
gleich  in  Gestalt  der  nachfolgenden  Tabelle  zusammen: 

r{iVb)  =  5/5,  ri^-^^y^  =  -  5)/5, 

(UJ      ^«(±1  +  20^ 2  +  lli,     T(+2  +  i)  =  -ll  +  2J, 

Im  Falle  n==^l  haben  wir  die  Gleichungen  (12)  p.  61  zu  Grunde 
zu  legen  und  benutzen  übrigens  wieder  statt  der  gewohnten  Gestalt 
des  Polygons  F^  (cf.  Fig.  104,  I  p.  742)  diejenige,  die  aus  ihr  durch 
Anwendung  der  Modulsubstitution  T  hervorgeht.  Ohne  die  doppelt- 
geteilte Figur  hier  explicite  heranzuziehen,  schliessen  wir  vielmehr  wie 
folgt  Da  auch  n  =  1  zum  Geschlechte  j)  =  0  gehört,  so  ist  die  in 
der  Ebene  des  Hauptmoduls  r  gelegene  Smith'sche  Curve  wieder  ein 
Kreis,  der  sich  hier  insbesondere  (nach  (12)  p.  61)  zu  S^  +  i?*  =  49 
berechnet.  Da  überdies  ( —  1)  quadratischer  Nichtrest  von  7  ist,  so 
liefert  dieser  Kreis  nur  eine  (sich  selbst  nicht  inverse)  Glasse  von 
Formen  positiver  Determinante  (bez.  zwei,  wenn  wir  die  inverse  Classe 
besonders  rechneu  wollen),  welche  als  Hauptclasse  der  Determinante 
D  =  l  ambig  sein  wird.  Das  Polygon  ^g  hat  zwei  mit  w  =  q  äquivalente 
Stellen,  wo  nur  zwei  Elementardreiecke  zusammenhängen.  Dort  wird 
also  der  zur  Hauptform  (1,  0,  —  7)  gehörende  Kreis  die  Berandung  von 

Fq  erreichen,  und  es  schliessen  sich  beiderseits  unter  dem  Winkel  y 

zwei  weitere  Kreisbogen  an,  die  durch  die  Gleichungen 

(10)  2{z^  +  y')  +  14ic  +  21  =  0 

gegeben    sind.     Insgesamt    liefern    diese   Kreisbogen    für    die    allein 
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existierende   Glasse  eine  Periode  von  sieben  reducierten  Formen ,  als 
welche  wir  finden: 

(11)     (1,0,-7),    (l,  +  l,-6),    (l,±2,-3),    (2, +  1,-3). 

Die  Schnittpunkte  der  gekennzeichneten  Kreisbogen  mit  den  Sym- 
metriekreisen der  Teilung  von  F^  sind  folgende  vierzehn: 


(12) 


(öo  =  iK7, 


(O 


7  +  »]/7 


±1  +3iY8 


CO 


2 


o±i  = Y 


a,+  ,  =  +  l  +  il/6,     o±s  =  i^^^-,     a,+,  =  +  2  +  i>^3, 


_  ±  6  +  iVs' 
Ö3+6  =   ^ , 


<ö+6 


±  6  +  iVß 


Auf  Grund  dieser  Zahlwerte  finden  sich  fiir  die  negativen  Determinanten 
—  A  =  —  28  +  X*  folgende  reducierte  ambige  Formen: 


(13) 


rA  =  28 
A  =  27 
A  =  24 
A  =  12 
A  =  19 


«o>  •»»; 


(1,  0,  7),    (2,  2,  4), 

o,,  «5  5    (1,  1,  7),    (3,3,  3), 

cp„  o«;     (1,0,  6),     (2,0,  3), 

(o„  0,5  5    (1,0,  3),    (2,  2,  2), 

Ca;     (1,  1,5);  A  =  3;     0)5;     (1,  1,  1). 

Auch  hier  giebt  es  nnr  ambige  Classen,  und  wir  lesen  aus  (13)  ab: 
(14)        H(28)  =  2,     H(27)=l  +  i;     H(24)  =  2,     H(19)=l, 

H(12)  =  l  +  i,     H(3)  =  i; 

in  der  Tbat  erhalten  wir  so  für  die  linke  Seite  der  Classenzahl- 
relatiou  siebenter  Ordnung  14 ,  welches  auch  der  Wert  der  rechten 
Seite  ist. 

Die  zu  den  Argumenten  (12)  gehörenden  singulären  Moduln  be- 
rechnet man  genau  in  der  nämlichen  Weise,  wie  vorhin  bei  n  =  5. 
Unter  Rücksichtnahme  auf  die  conforme  Abbildüug  des  Polygons  F^ 
auf  die  r-Ebene  ergiebt  sich: 

r(a,,)  =  7,     T(a,«)  =  -.7,     r{a,^,)  = '±±^-"^1^ 


(15) 


r(cö+2)  = 
r((ö+4)  = 
r(aj-f6)  = 


6  +  6]/2  q:ty3(6  +  2]/2)  ,         . 
2 '      1^(0+3)  = 


5:f  3»|/19 
2 


— 11  q:  6i}/W 


7        ^(«±5) 


23JF  3»y3 
2 


—  6  —  6]/2  q:  »ys  (ö  —  21/2") 


2 
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Hier;  wie  in  (9),  findet  man  die  obigen  Angaben  über  die  arith- 
metische Natur  der  singalaren  Moduln  bestätigt.  — 

Übrigens  würde  eine  weitere  Fortsetzung  dieser  Einzelunter- 
suchungen,  die  wir  hier  abbrechen,  auch  bei  den  nächsten  Werten 
von  n  keinen  besonderen  Schwierigkeiten  begegnen.  Besonders  leicht 
möchte  sich  vermöge  der  Fig.  1  p.  42,  sowie  der  bezüglichen  Ent- 
wicklungen von  p.  61  der  Fall  n  =  6  erledigen;  wir  überlassen  indessen 
die  Durchführung  dieser  Untersuchung  dem  Leser. 


Sechstes  Kapitel. 

Anwendang  der  Ikosaedermodülargleiehüngen  auf  die  Theorie  der 

ganzzaliligen  binären  quadratischen  Formen. 

Genau  so,  wie  vorstehend  die  Modulargleichungen  zwischen  J  und 
J\  können  wir  jetzt  irgendwelche  Modulargleichungen  höherer  Stufe 
mit  der  Theorie  der  quadratischen  binären  Formen  in  Verbindung 
setzen,  und  insbesondere  versuchen;  aus  ihnen  Classenzahlrelationen 
nach  Art  der  im  vorigen  Kapitel  gewonnenen  Relation  erster  Stufe 
abzuleiten.  Einige  historische  Angaben  über  letzteren  Gegenstand 
mögen  nunmehr  am  Platze  sein.  Wir  deuteten  bereits  an,  dass  Herr 
Kronecker  bei  seinen  bezüglichen  Untersuchungen  die  Jacobi'schen 
Modulargleichungen  zu  Grunde  legte.  Hierbei  gewann  er  neben  jener 
Relation,  die  wir  als  Relation  erster  Stufe  bezeichneten,  im  Ganzen 
noch  sieben  weitere  Classenzahlrelationen,  welche  eine  entsprechende 
Bauart  besasscn,  nämlich  linker  Hand  eine  Summe  von  Classeuzahlen 
und  rechter  Hand  ein  Aggregat  von  Teilersummen  aufwiesen*).  Die 
Versuche,  durch  entsprechenden  Ansatz  noch  weitere  Classenzahl- 
relationen zu  gewinnen,  blieben  zunächst  erfolglos**),  und  es  lag  die 

*)  Vgl.  die  erste  ausführliche  Mitteilung  in  Crelle's  Joum.  Bd.  57  (1867), 
sowie  Berliner  Monatsberichte  von  1857,  1862,  1875.  Die  ersten  Mitteilungen 
enthalten  nur  Resultate,  keine  Beweise;  wie  man  die  letzteren  zu  führen  hat, 
wurde  wohl  zuerst  von  Stephen  Smith  im  Teil  Vi  seines  ,^Eeport  on  tJie  theory 
of  Numhers^^  in  Bd.  35  der  Reports  of  the  Britisch  Association  (1865)  entwickelt. 
**)  Indem  wir  J'  f=^  J  in  f{J',  J)  =  0  setzen,  bilden  wir  so  zu  sagen  die 
Kesul taute  der  Modulargleichung  /"  =  0  (die  dem  n*®^  Transformationsgrad  ent- 
spricht) und  der  zur  Transformation  erster  Ordnimg  gehörigen  Gleichung  J"  —  /'  =  0. 
Man  kann  entsprechend  die  Resultante  zweier  Modulargleichungen  /"  =»  0 ,  f  =*  0 
betrachten,  die  irgendwelchen  Transformationsgraden  n,  n'  zugehören;  man  kann 
auch  die  Discriminante  der  Gleichung  f  =  0  untersuchen.  Letzteres  ist  ins- 
besondere (für  den  Fall  der  Jacobi'schen  Modulargleichungen)  yon  üermite  ge- 
schehen (Comptes  Rendus.  Bd.  49,  1859:  Sur  la  Theorie  de  cquaiions  modu- 
laires).  Inzwischen  zeigte  Hr.  Ero necker  1875  in  den  Berliner  Monatsberichten 
(l.  c.)i  dass  die  betrefifendo,  von  Hermitc  gefundene  Relation  in  der  That  eine 
lineare  Verbindung  seiner  fundamentalen  acht  Relationen  sei. 
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Auffassung  nahe,  dass  mit  deu  von  Hru.  Eronecker  gegebenen  acht 
Gleichungen  das  hier  zugängliche  Gebiet  zunächst  überhaupt  ab- 
geschlossen sei*).  Die  allgemeine  Theorie  der  elliptischen  Modul- 
functionen^  wie  wir  sie  hier  vertreten,  und  die  aus  ihr  fliessende  Kenntnis 
zahlreicher  neuer  Formen  der  Modulargleichungen  höherer  Stufe  hat 
diese  Auffassung  wesentlich  erweitert.  Es  ist  das  grosse  Verdienst 
von  Hrn.  Gier  st  er,  in  dieser  Hinsicht  die  bahnbrechenden  Unter- 
suchungen geführt  zu  haben.  In  einer  ersten  Mitteilung  in  den 
Göttinger  Nachrichten  von  1879**)  behandelt  derselbe  unter  den  hier 
in  Betracht  kommenden  Gesichtspunkten  die  Modulargleiclmngen  der 
regulären  Körper  und  erhält  so  neben  der  Classenzahlrelation  erster 
Stufe  (die  hier  zum  ersten  Male  als  solche  explicit  auftritt)  je  eine 
Ueihe  von  Relationen  zweiter,  dritter,  vierter,  fünfter  Stufe,  die  in  arith- 
metischer Hinsicht  durchaus  coordiniert  erscheinen.  Bald  darauf  dehnte 
Hr.  Gierster  seine  Untersuchungen  auf  beliebige  Modulargleichungen 
von  Primzahlstufe,  wie  auch  auf  Modularcorrespondenzen  aus***).  Bei 
letzteren  aber  zeigte  sich  eine  Gomplication.  Es  war  nicht  schwer, 
die  in  den  zugehörigen  Glassenzahlrelationen  linker  Hand  auftretenden 
Summen  von  Glassenzahlen  allgemein  hinzuschreiben,  dagegen  fehlten 
die  Mittel,  um  die  auf  der  rechten  Seite  auftretenden  zahlentheoretischen 
Functionen  zu  definieren.  Es  hängt  dies  mit  der  Schwierigkeit  der 
allgemeinen  algebraischen  Darstellung  der  Modularcorrespondenzen 
zusammen,  auf  die  wir  schon  hinwiesen,  und  deren  Erledigung  durch 
Hrn.  Hurwitz  uns  weiter  unten  im  sechsten  Abschnitt  ausführlich 
beschäftigen  wird.  Hr.  Hurwitz  ist  es  denn  auch  gewesen,  wie  wir 
später  noch  ausführen  werden,  der  die  in  Rede  stehende  arithmetische 
Schwierigkeit  zuerst  principiell  überwunden  hat  und  dadurch  den  Aus- 
blick auf  eine  unendliche  Reihe  von  Glassenzahlrelationen  geöffnet  hat, 
deren  rechte  Seiten  freilich  zahlentheoretische  Functionen  von  steigen- 
der CompHciertheit  enthalten f).     Hr.  Kronecker  hatte  bereits-  1875 


*)  Vorgl.  hierzu  die  arithmetischen  Betrachtungen,  welche  Hr.  Krön  eck  er 
1884  in  seiner  Arbeit  ,,Über  hilifieare  Formen  mit  vier  Variabelen"  (Abhandlungen 
der  Berliner  Akademie)  entwickelt. 

**)  Ilber  Eelationen  stoischen  Classenzahlen  binärer  quadrcUischer  Formen  von 
negativer  Diteiminante  (später  abgedruckt  in  Bd.  17  der  Math.  Annaion  p.  71 — 78). 
***)  Vgl.  die  Mitteilung  an  die  Munchener  Akademie  vom  Febr.  1880  (ab- 
gedruckt in  Math.  Annalen  17),  sowie  die  ausführlicheren  Arbeiten  in  den  Bänden 
21  und  22  der  Math.  Annalen  (1882,  83),  die  alle  unter  dem  gleichen  Titel  (Über 
Belationen  ztdschen  Classenzahlen  etc.)  erschienen  sind. 

f)  Vgl.  die  Mitteilung  in  den  Göttinger  Nachrichten  vom  Nov.  1883  „Zur 
Theorie  der  Modulargleidiungefi*^  die  Arbeit  ,jÜber  Belationen  ztcisdiefi  Glossen- 
Salden  binärer  quadratischer  Formen  von  negativer  Determinante^^  in  Bd.  25  der 
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auf  anderem  Wege  ein  specielles  hierher  gehöriges  Resultat  erhalten ^)y 
bei  welchem  rechter  Hand  eine  Summe  complexer  Teiler  von  der 
Form  a  +  6i  auftritt;  dasselbe  rubriciert  sich  jetzt  unter  die  sech- 
zehnte Stufe;  ebenso  findet  eine  Formel  ihre  Bestätigung;  welche  Hr. 
Gierster  für  n  =  7,  11  auf  inductivem  Wege  gewonnen  hatte**),  und 

in  der  complexe  Teiler  von  der  Form  a  +  6]/ —  7  resp.  a  +  iy — 11 
auftreten.  —  Weitere  hierher  gehörige  Arbeiten  werden  wir  weiter 
unten  anführen. 

Von  den  ausgedehnten  hiermit  berührten  Untersuchungen  können 
uns  hier  selbstverständlich  nur  diejenigen  beschäftigen,  welche  sich 
auf  eigentliche  Modulargleichungen  beziehen.  Und  unter  diesen  werden 
wir  der  Kürze  halber  nur  einen  einzigen  Fall  herausgreifen,  der  uns 
besonders  interessiert,  die  Modulargleichungen  des  Ikosaeders.  Wir  haben 
uns  oben,  beim  algebraischen  Studium  dieser  Gleichungen,  auf  den 
Fall  eines  zu  5  relativ  primen  Transformationsgrades  beschränkt.  Die 
gleiche  Beschränkung  soll  hier  eingehalten  werden,  trotzdem  Herr 
Gierster  bereits  auch  den  Fall  der  durch  5  teilbaren  Transformations- 
grade erledigt  hat;  wir  werden  über  seine  bez.  Resultate  noch  am 
Schlüsse  des  Kapitels  einige  Angaben  machen.  Übrigens  übertragen 
wir  vorab  die  Theorie  der  Smith'schen  Curve  auf  den  vorliegenden 
Fall  der  Ikosaedermodulargleichungen. 

§  1.    Beziehung  der  Modulargleichungen  fünfter  Stufe  auf  die 
binären  quadratischen  Formen  positiver  Determinante. 

Wenn  wir  die  complexe  J-Ebene  durch  die  algebraische  Function 
sechzigsten  Grades  ^  auf  die  ikosaedrisch  geteilte  Kugel  der  Variabelen 
f  conform  abbilden,  so  wird  die  Curve  A(X,  T)  =  0  der  J-Ebene 
(p.  166),  um  mit  dieser  hier  wieder  zu  beginnen,  sich  in  eine  algebraische, 
auf  der  f-Kugel  gelegene  Curve  übertragen.  Jene  erstere  Curve  war 
(sofern  wir  ihren  imaginären  Bestaiidteil  mit  in  Betracht  ziehen) 
collinear  mit  der  Modularcurve,  und  die  Modulargleichung  erster  Stufe 
für  eigentliche  Transformation  n**"  Ordnung***)  zerfällt  beim  gekenn- 


Math.  Ann.  (1884),  endlich  den  Aufsatz:  „Über  die  Classenzahlrelationen  und  Modular- 
correspondenzen  primzdhliger  Stufet*  in  den  Sitzungsberichten  der  Sächsischen  Ges. 
d.  W.  von  1886. 

*)  In  den  Berliner  Monatsberichten. 

**)  In  der  bereits  genannten  Arbeit  in  Bd.  22  der  Math.  Annalen. 
***)  Wir  setzen  hier  n  sogleich  relativ  prim  gegen  5  voraus;  nichts  würde 
hindern,  auch  für  durch  5  teilbare  n  entsprechende  Entwicklungen  anzustellen, 
die  nur  noch  weniger  einförmig  ausfallen  würden,  als   die  Untersuchungen  des 
Textes;  auf  die  bez.  Resultate  des  Hrn.  Gierster  kommen  wir  unten  zurück. 
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zeichneten  Übergang  in  60  irredueibele  Gleichungen  fünfter  Stufe 
/o(f';  i)  '^  0,  . . .,  f^s{t\  t)  =  0,  welche  alle  aus  einer  unter  ihnen 
dadurch  entstehen,  dass  wir  bei  unverändertem  g  auf  ^'  die  Ikosa- 
edersubstitutionen  ausüben.  Entsprechend  muss  also  die  auf  der 
^-Eugel  gewonnene  algebraische  Gurve  reducibel  werden,  indem  sie  in 
die  sechzig  irreducibelen  Curven: 

zerfallt. 

Von  diesen  Curven  kommen  für  die  Formen  positiver  Deter- 
minante 0^=^71  einzig  die  reellen  Züge  in  Betracht;  wir  werden  die- 
selben sehr  leicht  auf  dem  Ikosaeder  (Fig.  30,  I  p.  105)  angeben 
können.  In  der  That  brauchen  wir  nur  die  im  Äusgangsdreieck  der 
Modulteilung  gelegenen  Kreissegmente  der  ursprünglichen  Formen 
der  Determinante  D  =  n  auf  alle  sechzig  Doppeldreiecke  des  Ikosaeders 
abzubilden;  dort  werden  sie  sich  zu  lauter  stetig  gekrümmten  Gurven- 
zügen  an  einander  reihen,  welche  die  reellen  Teile  der  Gurve  (1)  abgeben. 

Nicht  jede  Gurve  (1)  weist  reelle  Züge  auf;  man  möchte  vielmehr 
sofort  als  Bedingung  angeben,  dass  die  linke  Seite  der  zugehörigen 
Modulargleichung  /l(g,  g')  =  0  symmetrisch  in  g',  g  sein  muss,  und 
solches  gilt,  wie  wir  früher  fanden,  für  n^+1  (mod.  5)  von  fünf- 
zehn, für  n  ^  +  2  nur  von  zehn  unter  den  sechzig  Modulargleichungen 
(cf.  p.  123  u.  f.).  Dies  ist  wirklich  in  Übereinstimmung  mit  der  arith- 
metischen Abzahlung,  die  wir  nun  für  die  einzelnen  Fälle  n^+  1,  +2 
durchführen. 

Soll  überhaupt  eine  vorgelegte  eigentliche  Transformation  n*®' 
Ordnung  einen  Beitrag  liefern  für  einen  reellen  Teil  einer  Gurve  (1), 
so  muss  der  erste  Goefficient  der  Transformation  mit  dem  vierten 
übereinstimmen.  Nun  sind  die  sechzig  zu  den  Gleichungen  (1)  ge- 
hörenden Schemata  der  Transformation  n*®'  Ordnung 

(2)  ü»  =  (*""'  "/*) ,     a,8,  -  /5,y,  =  1 ,  (mod.  5). 

Für  n  ^  1  haben  wir  in  (2)  die  sechzig  modulo  5  incongruenten 
Substitutionen,  und  unter  denselben  giebt  es  bekanntlich  fünfzehn 
mit  Ui  ^  di ,  die  den  fünfzehn  Symmetriekreisen  der  Ikosaederteilung 
eindeutig  entsprechen.  Für  n  ^  —  1  kommen  die  Ji<*^  mit  a^  -{-  tf<  ^  0 
in  Betracht;  das  sind  die  fünfzehn  Drehungen  um  die  Kantenhalbierungs- 
punkte des  Ikosaeders,  die  ihrerseits  wieder  auf  die  fünfzehn  Symmetrie- 
kreise durch  die  Gegenüberstellung  der  Substitutionen; 

(3)  {"■      ft  )  „nd  (f"    -'f') 
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in  bekannter  Weise  eindeutig  bezogen  sind.  Für  n  ^  +  2  kommen 
die  Operationen  mit  +2a,'^dj  in  Betracht ,  nnd  man  bestimmt 
deren  Zahl  in  beiden  Fällen  leicht  zu  zehn.  Indessen  stehen  dieselben 
in  keiner  anschaulichen  Beziehung  zur  Ikosaederteilung*). 

Diese  Sätze  gestatten  unmittelbare  Anwendung ,  wenn  wir  jetzt 
die  ursprünglichen  Formen  einer  durch  .5  nicht  teilbaren  positiven 
Determinante  D  =^  n  betreffs  ihrer  Äquivalenz  bezüglich  der  Haupt- 
congruenzgruppe  fünfter  Stufe  f^^  untersuchen.  Für  zwei  relativ  äqui- 
valente Formen  (a,  6,  c),  (a\  b',  c')  ist  dabei  stets  a  ^  a,  6'  ^  6, 
c  ^E:C  (mod.  5)  und  wir  werden  demzufolge  nicht  nur  von  modulo  5 
congruenten  Formen ,  sondern  gleich  von  congruenten  Formclassen 
sprechen  können.  Vereinen  wir  alle  für  das  einzelne  n  congruente 
Classen  in  eine  Abteilung,  so  giebt  es  deren  offenbar  zehn  oder  fünfzehn 
verschiedene,  je  nachdem  n  quadratischer  Nichtrest  bez.  Best  von  5  ist 

Im  letzteren  Falle  können  wir  natürlich  wieder  die  Beziehung  zu 
den  15  Ikosaederkreisen  herausarbeiten:  Die  Kreise  der  Modulteilung 
mod.  5  reduciert  geben  fünfzehn  Typen: 

und  eben  auf  diese  kommen  auch  die  repräsentierenden  Halbkreise 
der  Formen  (a,  6,  c)  mod.  5  zurück,  und  zwar  direct  bei  n  ^  1,  während 
wir  bei  n  ^iE  —  1  die  Coefficienten  der  letzten  Gleichung  erat  noch 
mit  dem  Factor  2  versehen  müssen. 

Wir  schliessen  hier  etwa  für  n  E^  1  gleich  noch  folgende  Be- 
sprechung an:  Zeichnet  man  die  reelle  g-Axe,  die  in  Fig.  30  (I  p.  105) 
horizontal  durch  die  Mitte  zieht,  vor  den  übrigen  Symmetriekreisen 
aus,  so  ist  dadurch  eine  unsymmetrische  Anordnung  aller  Kreise  in 
vier  Systeme  zu  bez.  1,  2,  4,  8  bedingt.  Das  erste  System  besteht 
einzig  aus  der  reellen  g-Axe,  und  ihr  gehört  diejenige  Abteilung 
von  Formen  zu,  welche  a  ^  c  ^  0  haben.  Weiter  findet  man  in 
Fig.  .30  zwei  Kreise,  welche  die  reelle  S-Axe  orthogonal  kreuzen,  und 
zu  ihnen  gehören  die  beiden  Formabteilungen  mit  6  3=  0.     Es  folgen 

vier  Kreise,  welche  die  reelle  Axe  unter  den  Winkeln  +  t  kreuzen, 

*)  In  „Ikofl."  Kap.  II,  2  finden  übrigens  beide  Fälle  n  -_=  4:  1 ,  +2  eine  im 
Ranme  entwickelte  geometrische  Interpretation.  Um  diese  Verhältnisse  für  den 
im  Texte  ausgeschlossenen  Fall  n  :^  4:  2  noch  etwas  näher  anzudeuten,  so  werden 
die  fünf  in  (7)  p.  140  gegebenen  Grössen  ^o»  ^i»  •  •»  ^4  zu  Pentaedercoordinaten 
des  gewöhnlichen  Raumes  JR^  gesetzt;  dies  ist  deshalb  zulässig ,  weil  die  Summe 
der  z^  idenÜBch  Null  ist.  Man  findet  alsdann  die  zehn  für  n  ~"  +  2  im  Texte 
charakterisierton  Fälle  durch  eine  Überlegung,  die  wir  hier  nicht  nähor  ausführen 
können,  den  zehn  Karden  des  Coordifiatenpentacders  zugeordnet. 
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und  ihnen  zugehörig  vier  Formahteilungen  mit  (— j  «=  —  1.  Den 
Schluss  bilden  acht  Kreise,  welche  die  reelle  Axe  unter  den  Winkeln 

+  T^,    i -g-    schneiden,    und    denen    die   acht   Formabteilungen    mit 

\6^/  "^  "I"  1  entsprechen.   Es  hat  deshalb  Interesse,  auf  diese  Verhältnisse 

hingewiesen  zu  haben,  weil  wir  später  für  n^£l  (sowie  auch  für 
n  E^  —  1)  insgesamt  vier  verschiedene  Classenzahlrelationen  fünfter 
Stufe  kennen  lernen  werden,  welche  den  gekennzeichneten  vier  Systemen 
von  Ikosaederkreisen  genau  parallel  gehen*). 

Jeder  Formabteilung  werden  wir  jetzt  beim  einzelnen  n  eine  der 
10  bez.  15  Curven  /i(|  —  irj,  | -f- ii^)  =  0  zuweisen  und  übrigens 
die  Formen  der  Abteilung  in  Classen  teilen,  je  nachdem  sie  relativ 
äquivalent  sind  oder  nicht  Wir  haben  dann  ohne  weiteres  den  Satz: 
Jede  Abteilung  entJiäÜ  soviel  Formdassen  der  positiven  Determinante 
D=zn,  als  die  zugehörige  Curve  fk{i  —  irj,  g -}- ii^)  =  0  reelle  Züge 
aufweist  Unter  zwei  einander  inversen  Classen  ist  hierbei  natürlich 
immer  nur  eine  gezählt;  sich  selbst  inverse  Classen  aber  treten  deshalb 
nicht  auf,  weil  innerhalb  der  T^q  elliptische  Substitutionen  der  Periode 
zwei  sich  nicht  finden.  Es  würde  übrigens  keine  Schwierigkeit  haben, 
auf  Grund  des  in  der  co-Halbebene  gelegenen  Polygons  F^  eine  Theorie 
der  reducierten  Formen  und  der  Formenperioden  zu  entwickeln. 

Man  sieht,  dass  sich  solcherweise  die  bei  der  ersten  Stufe  für 
die  positiven  Determinanten  entwickelten  Sätze  ohne  Mühe  übertragen. 
Wichtige  Ergebnisse  erzielen  wir  indes  bei  dieser  Übertragung  erst 
für  die  Formen  negativer  Determinante. 

§  2.    Überleitung  ztt  den  ClassenBahlrelationen  f&nfter  Stufe  und 

Ansätze  für  ihre  Berechnung. 

Wie  wir  schon  in  der  Einleitung  zum  gegenwärtigen  Kapitel  be- 
merkten, ist  die  wichtigste  Anwendung  der  Modulargleichungen  fünfter 
Stufe  diejenige  zur  Aufstellung  der  Classenzahlrelationen  fünfter  Stufe. 
Was  wir  unter  diesen  Relationen  zu  verstehen  haben  werden,  ist  nach 


*)  Eine  ganz  entsprechende  Betrachtung  gilt  für  n  =  ±2  im  Ranme  B^  des 
in  der  vorigen  Note  genannten  Coordinatenpentaeders  der  z^»  Alle  zehn  Kanten 
des  Pentaeders  zerfallen  mit  Bücksicht  auf  eine  unter  ihnen  in  drei  Abteilangen ; 
die  erste  Abteilung  wird  allein  von  der  einen  gerade  ausgezeichneten  Kante  ge- 
bildet; es  reihen  sich  weiter  sechs  Kanten  an,  welche  jene  crstere  schneiden;  und 
endlich  bleiben  für  die  dritte  Abteilung  noch  drei  Kanten,  welche  die  erste  nicht 
treffen.  Dem  entspricht  es,  wenn  wir  späterhin  für  die  fraglichen  Fälle  n=i  2  (mod.  5) 
drei  unterschiedene  Classenzahlrelationen  finden  werden. 
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§  6  des  vor.  Kap.  (p.  182)  fast  unmittelbar  evident  Damals  betrachteten 
wir  die  Function  erster  Stufe 

(1)  ^(a.)=lT'l'^(-)-«^(''"if~)l 

und  fanden  durch  Yergleichung  ihrer  Null-  und  ünstetigkeitspunkte 
im  Ausgangsdreieck  die  Gleichung: 

(2)  ^  »{^n-'X*)  =  <t>{n)  +  'V{n),  -2>/n<x^2Vn, 

d.  i.  die  Classenzahlrelation  erster  Stufe.  Indem  wir,  wie  soeben,  auch 
weiterhin  n  als  prim  gegen  5  voraussetzen,  führen  wir  in  die  Modular- 
gleichung  erster  Stufe  für  ertoeüerte  Transformation  n^  Ordnung 
f{J\  J)  =  0  für  J'  und  J  ihre  rationalen  Ausdrücke  in  g'  und  g  ein. 
Dabei  zerfallt  diese  Gleichung  in  sechzig  neue  Gleichungen 

deren  linke  Seiten  wir  uns  wieder  als  ganise  Functionen  von  g',  g  geschrieben 
denken.    Dabei  ist  denn  zwar  nicht  direct  jj /*(?',  6)    ^^^  f{'^\   ^) 

k 

identisch,  aber  es  ist  nicht  schwer,  die  hier  bestehende  Beziehung 
explicite  aufzustellen.  Übt  man  nämlich  in  ^(£^,  S)  auf  g'  die  60 
Ikosaedersubstitutionen  aus,  so  entspringt  durch  Multiplication  der 
sechzig  Bildungen  offenbar  der  Quotient  von 

JJ/i(g',  %)  und  {e'ce'i»  + 11  r  -  i)p*; 

k 

und  dieser  Quotient  ist  von  %'  nur  in  der  Weise  abhängig,  dass  er 
bereits  rational  in  J*  ist.  Durch  leichte  Fortsetzung  dieser  Schluss- 
weise findet  man: 

(3)  f(J',  J)  =  -j r^  , 

woraus   sich  durch  Identischsetzen  von  ^  und  %'  die  Relation  ergiebt: 

(4)     c  ■  2J/ia,  ö  =  { ea'»  + 1 1  r-  - 1)  i  ">*  •  /-c.^,  j") . 

k 

Statt  nun  f{Jj  J)  auf  dem  Polygon  F^q  in  Bezug  auf  Verschwinden 
und  Unendlich  werden  zu  untersuchen,  können  wir  auch  zu  gleichem 
Zwecke  die  rechte  Seite  von  (4)  vorlegen;  immer  wird  dabei  durch 
bekannte  Überlegung  die  Relation  (2)  entspringen,  nur  mit  60  multi- 
pliciert.  Jetzt  aber  können  wir  auf  Fqq  für  jeden  in  (4)  linker  Hand 
auftretenden  Factor  /i(g,  g)  ins  einzelne  die  Anzahl  der  Nullpunkte 
und  andrerseits  diejenige  der  Ünstetigkeitspunkte  abzählen  und  ge- 
winnen durch  Gleichsetzung  beider  Anzahlen  insgesamt  sechzig  Relationen, 
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*  ■  ■ 

•  m 

deren  Summe  dann  nach  dem,  was  wir  gerade  vorausschickten,  not- 
wendig (2)  ergeben  wird.  Die  so  entsprhigenden  EeUUionen  sind  es  nufiy 
ivelche  wir  als  ClassenisahlrelcUionen  fünfter  Stufe  bezeichnen. 

Keineswegs  brauchen  alle  sechzig  Relationen  von  einander  ver- 
schieden zu  sein;  aber  man  bemerke  doch,  dass  sie  nicht  alle  mit 
einander  identisch  sein  können.  Es  wird  nämlich  die  in  den  Argu- 
menten von  H  auftretende  Zahl  x*  «=  (a  -(-  d)^  für  die  einzelne  Relation 
modulo  5  redaciert  einenr  durch  das  Schema  von  fk(j^,  g)  fest  be- 
stimmten Rest  lassen.  Stets  also  werden  wir  wenigstens  drei  Relationen 
zu    erwarten   haben ,   den   Werten   x^^O,  1,  4   entsprechend.     Wir 

setzen  sogleich  hinzu,  dass  wir  für  (— )  «=*  —  1  auch  nur  drei  Rela- 
tionen  erhalten    werden,    für   (— j  =  -{-  1    dagegen   vier;   hier   geben 

nämlich  bei  x^  ^f  4n  die  für  diesen  Fall  zur  Geltung  kommenden 
Formen  (P,  Q,  B)  vom  Teiler  5  zu  einer  besonderen  Relation 
Anlass*).  Die  verschiedenen  bei  der  einzelnen  Ordnung  n  auftretenden 
Relationen  ergeben  dann  natürlich,  mit  geeigneten  Factoren  multipliciert 
und  addiert,  die  Classens^ahlrelation  erster  Stufe.  Der  Charakter  der 
Classemsahlrelationen  fünfter  Stufe  wird  hiernach  sein,  dass  (2)  in  eine 
Beihe  von  Gleichungen  dadurch  gespalten  wird,  dass  wir  die  H(A)  mit 
modulo  5  congruenten  A  immer  für  sich  zusammenfassen. 

Indem  wir  auch  bei  allen  übrigen  Stufen  zu  analogen  Ergebnissen 
geführt  werden,  wird  man  bemerkeil,  dass  jeder  Stufenzahl  m  eine 
besondere  und  charakteristische  Spijtung  der  durch  (2)  gegebenen 
Relation  erster  Stufe  in  eine  Reihe  von  Classenzahlrelationen  m^'  Stufe 
zukommt.  Keineswegs  wird  behauptet,  dass  die  Relationen  der  einen 
Stufe  nicht  aus  denen  anderer  Stufen  durch  solche  Zwischenentwick- 
lungen ableitbar  seien,  welche  tiefer  auf  das  Wesen  der  Classen- 
anzahlen  eingehen.  Aber  man  sieht,  dass  es  undenkbar  ist,  durch 
einfache  lineare  Combinationen  oder  Vervielfachungen  der  Classenzahl- 
relationen einer  einzelnen  Stufe  •  m  die  entsprechenden  Relationen 
irgend  einer  solchen  Stufe  m'  zu  gewinnen,  die  nicht  ein  Teiler  von 
m  wäre. 

Die  Ansätze  zur  Aufstellung  der  Classenzahlrelationen  fünfter 
Stufe  gewinnen  wir  nun  auf  folgendem  W^ge:  Eine  einzelne  unter 
den  Modulfunctionen  fünfter  Stufe  /i(g,  g)  wird  jedenfalls  nur  in  den 
Spitzen  des  Polygons  Fqq  unendlich  werden  können.  Von  diesen  ab- 
gesehen, wir  wollen  dafür  kurz  sägen  „m  Innern"  des  Polygons  F^q, 


*)  Man  vgl.  die  in  geometrischer  GedankenverbinduDg  gebrachten  Angaben 
des  vorigen  P^agraphen  über  die  Anzahl  unterschiedener  Classenzahlrelationen. 

Klein-Fricke,  Modalfunctionen.  II.  14 
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werden  nur  Nullpunkte  von  /i(S,  g)  in  Betracht  kommen:  Unsere 
erste  Aufgäbe  istj  die  Anmhl  dieser  Nullpunkte  vermöge  einer  arithmetischen 
Untersuchung  durch  eine  Classenzahlsumme  darzustellen.  Wir  schliessen 
hierbei  auf  Grund 'der  Gleichung  (4)  wie  folgt:  Im  vorigen  Kapitel 
(p.  181)  wurden  uns  alle  einfachen  Nullpunkte  von  f(Jf  J)  durch  die 
Systeme  (P,  Q,  B,  x)  geliefert,  wobei  die  Systeme  mit  reducierten 
Formen  (P,  P,  P)  zu  dreien^  die  mit  reducierten  Formen  (P,  0,  P) 
zu  zweien,  denselben  Nullpunkt  lieferten,  während  im  übrigen  ein  Null- 
punkt immer  auch  nur  von  einem  Systeme  (P,  Q,  B,  x)  herrührte. 
Bei  der  Betrachtung  auf  F^q  ist  die  Zahl  dieser  Nullstellen  m^  den 
60  Doppeldreiecken  von  Fqq  gemäss  zu  versechzigfachen,  und  es  tritt 
in  Übereinstimmung  hiermit  für  dieselben  an  Stelle  der  einen  Gleichung 


«o--B 


G), 


•^"o  +  — 2— 

gleich,  das  System  der  sechzig  Gleichungen: 

(5)  ©0  =  Vi ^^-^r^  , , 

\^  P  .  V,{<o,)  +  VJ1J5  J 

wo  Vi  ein  System*  modulo  5  incongruenter  Modulsubstitutionen  durch- 
laufen muss.  Jetzt  aber  ist  zu 'untersuchen,  wie  wir  die  gesamten  aus 
dem  Ansätze  (5)  sich  ergehenden  Nullpunkte  der  linken  Seite  von  (4)  auf 
die  60  Factoren  fk  verteilen  müssen.    In  diesem  Betracht  bemerke  man^ 

dass  dem  einzelnen  Factor  fk  ein  gewisses  Schema  (    '   ,)  zugehört;  und 

in  (5)  liegt  nun  stets  und  nur  dann  ein  Nullpunkt  für  diesen  speciellen 
Factor  /i(.g,  g)  vor,  falls  die  auf  der  rechten  Seite  von  (5)  stehende 

Transformation  n*^  Ordnung   eben   zu  jenem  Schema  (    '   ,j    gehört, 

d.  h.  falls  die  Congruenz  besteht: 

(6)      '''""("17 '  «1+ .) "'  ^  C;  ^) .  (»»^- '» • 

Wir  haben  also  die  Regel:  Das  einzelne  System  (P,  Q,  R,  x)  liefert 
für  den  Factor  /i(g,  g)  vom  ScJiema  (    '    j  gerade  so  viel  einfache  (bez, 

m 

i";  ,\' fache)  Nullpunkte,  als  es  modulo  5  incongruente  Substitutionen 
Vi   giebt,   uwlche  (6)   befriedigen,  —  Übrigens  ist  infolge  der  Gleich- 
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berechtiguDg  der  sechzig-  Doppeldreiecke  von  F^q  gar  üicht  erforderlich, 
dass  (P,  Q,  R)  hier  reduciert  genommen  wird;  vielmehr  dfirfen  wir  zur 
Repräsentation  der  betreffenden  Formclasse  auch  eine  beliebige  andere 
Form  heranziehen^-  deren  repräsentierender  Punkt  in  irgend  einem 
von  1  verschiedenen  Doppeldreieck  des  Polygons  Fqq  liegt  Wir 
werden  von  diesem  Umstände  gelegentlich  Gebrauch  machen.  Eine 
Specialbetrachtung  erfordern  diejenigen  Fälle  (6),  bei  deneb  Trans- 
formation erster  Ordnung  vorliegt;  wir  werden  dieselbe  weiter  unten 
zu  erledigen  haben.  Für  die  Untersuchung  der  Nullpunkte  der 
Factoren  fk  im  „Innern^'  des  Polygons  ist  im  Vorstehenden  der  Ansatz 
vollständig  gewonnen.  — 

Die  Untersuchung  der  /i(g,  g)  in  den  ßtoölf  inäquivcUenten  Spitzen 
von  F^Q  geschieht  durch  functionentheoretische  Überlegungen^  und  wir 
werden  uns  zu  deren  Durchführung  vorab  mit  einer  geeigneten  Dar- 
stellung der  fk{%^  S)  versehen  müssen.  Nach  Analogie  von  (2)  p.  183 
können  wir  die  einzelne  der  sechzig  Modulargleichungen  fünfter  Stufe 
in  die  Gestalt  setzen: 

dabei  durchlaufen  A^  B,  D  der  erweiterten  Transformation  gemäss 
alle  den  Bedingungen  AD  =  n,  0  ^  JS  <  D  genügenden  Tripel  ganzer 

Zahlen;   Vd   ist   eine    der  Congruen^  VD^ir.^    n— i)  °^^^"'^  ^  8®'. 

nügende  Modulsubstitution^  und  die  Modulsubstitution  Vu  bestimmt 
das  zur  Gleichung  (7)  gehörende  Schema  der  Transformation.  Die 
linke  Seite  von  (7)  ist  nun  nicht  direct  /i(S',  S)>  soi^^^ern  vielmehr  der  . 
Quotient  von  fk(Xy  t)  und  derjenigen  rationalen  ganzen  Function  von 
t,j  welche  im  Ausdruck  von  fk(X)  S)  ^^^  Coefßcient  der  höchsten 
Potenz  von  g^  ist.  Aber  diese  Functioif  von  l  kann  o&enbar  nur  in 
den  Spitzen  verschwinden  oder  unendlich  werden;  also  wird  der  Über- 
schuss  der  Anzahl  der  Unstetigkeitspunkte  über  die  Nullpunkte  in  den 
Spitzen  für  /i(g,  g)  genau  derselbe  sein,  wie  für 

(8)  77>(-)-«(M~i--))l' 

und  um  diesen  Überschuss  ist  es  ja  uns  einzig  zu  thun.  Es.  wird 
also  gestattet  sein,  unsere  Abzahlung  an  dem  Producte  (8)  vor- 
zunehmen. 

Aber  auch  diese  Functionen  (8)  benutzen  wirdfrect  nur  in  dem 
einen  Falle  Fa=  Fo*=  1,  Aus  ^(g',  g)==0  konnten  wir  die  59  anderen 
Gleichungen  doch  dadurch  herstellen,  dass  wir  allein  auf  ^'  die  Ikosaeder- 

14* 


212        .  IV,  6.    ClasBenzahlrelationen  fünfter  Stufe. 

Substitutionen  ausübten.  Wir  setzen  demnach  jetzt  an  Stelle  der 
Grössen  (8)  die  sechzig  Functionen  fünfter  Stufe: 

(9)     ■         Mo.)=JT'{5(n(«»)-£(..(^+-^;^))) 

und  merken  uns  übrigens  sogleich  als  das  zu  (9)  gehörige  Schema  der 

Transformation  nViT^  an«  Indem  wir  nun  aber  die  Prodacte  (9)  der 
Untersuchung  in  den  Spitzen  unterwerfen,  wird  dadurch,  wie  man 
wieder  leicht  überblickt,  im  schliesslichen  Resultat  unserer  Abzahlung 
keinerlei  Modification  bewirkt.  Zur  grösseren  Deutlichkeit  schreiben 
wir  noch  Vk  ausführlich  und  benutzen  die  wohlbekannte  Wirkung  von 
vi>  auf  ^.  So  gewinnen  wir  endlich  als  explicite  Gestalt  der  in  den  Spitzen 
zu  untersuchenden  Modulfunctionen  fünfter  Stufe': 

(to)  M.,=jrz>(«.:±A;)-(?).,(i)(-j'_^[.  ■ 

Endlich  sind  noch  ein  paar  specielle  Bemerkungen  hinzuzusetzen: 
Bei  rein  quadratisclien  n  rechnen  wir  hier  im  Gegensatz  zu  der  bei  der 
ersten  Stufe  befolgten  Massnahme  den  Factor 

(U)  ■  |«K.<„,)-5(-pl 

im  allgemeinen  mit;  derselbe  wird  in  der  That  nur  für  . 

(12)         v,^(^^'     ^  Y  m'^i^^'    ^ 

V  0  ,    l^F^/  V  0  ,    l/n 

identisch  verschwinden.  Demgemäss  sehen  wir  einzig  für  dieses  Schema 
vom  Factor  (IJ.)  ab,  was  wir  jn  den  Productzeichen  der  voraufgehenden 
Formeln  durch  den  oberen  Index  andeuteten.  Zufolge  dieser  Sach- 
lage müssen  wir  nun  auch  bei  der  an  (6)  anknüpfenden  arithmetischen 
Abzahlung  alle  diejenigen  Fälle  mitzählen,  bei  denen  eigentliche  Trans- 
formation erster  Ordnung  vorliegt.    Es  ist  nämlich  hierbei  zu  betonen, 

dass  für  das  besondere  Schema  \    ^   .]  ^z^i  "     '  i  überhaupt  keine 

Lösungen  Vi  von  (6)  eintreten.  Denn  wir  wissen  schon  aus  den 
Entwicklungen   von  §  5  des  vorigen  Kapitels,  dass  für  den  in  Rede 

stehenden  Fall  die  linke  Seite  von  (6),  durch  Yn  gehoben,   eine  der 

beiden  Gestalten  Vr^TVi,  TT"  UVi  aufweist;  aber  keine  von  .beiden 
kann  eZ:  1,  mod.  5  sein.     Dass   übrigens  die  zur  Geltung  kommenden 
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Ordnungen  1  von  (6)  aus  die  zwei  mogliclierweise  in  das  Innere  von 
Fqq  entfallenden  Nullpunkte  von  (11)  in  richtiger  Multiplicität  geben, 
verfolgt  man  leicht  ins  einzelne*).  Merken  wir  uns  also,  Jass  auf 
Grund  unserer  Verabredung  ncich  Durchführung  der  arithmetischen  Ab- 
zahlung der  Nullpunkte  auch  für  rein  quadratische  n  Jceinerlei  Abzug 
anzubringen  ist. 

Die  solcherweise  begründeten  Ansätze  bringen  wir  nun  im  Laufe 
der  nächsten  Paragraphen  zur  Erledigung. 


§  3.    ArithmeUsohe  Absähliing  der  ina  Innern  von  F^q  gelegenen 

Nullpnnkte  der  Ä(a>).**)- 

Um  im  Anschluss  an  Formel  (6)  des  vorigen  Paragraphen  die 
Abzahlung  der  im  Innern  des  Polygons«  gelegenen  Nullpunkte  durch- 
zuführen, schreiben  wir  ausführlich  Vr^  =  (    '  \,) , 


sowie 


-  Ö  +  H  _ 


a 


1 ; 


-■R  =  &i,    P  =  ci, 


(1)  2 

SO  dass  die  citiertie  Formel  die  Gestalt  annimmt: 


Q  +  * 


=  ''.. 


(2) 


C;Ö(:;;J:)-C;:)C;Ö.(-''-^)- 


Hierbei  haben  wir  uns  das  Schema  (    '    ,j  als  fest  gegeben  zu  denken, 

.  während  nach  einander  alle  Systeme  (P,  Q,Ji,  x)  mit  A  =  4n  — .x*>0 
einzusetzen  sind,  wobei  dann  jedesmal  die  Anzahl  incongruenter  Sub- 
stitutionen (  '  ^)  aus  (2)  zu  bestimmen  ist.  Man  schreibe  jetzt  erst- 
lich, indem  man  unter  e- entweder  -{-  1  oder  —  1  versteht,  an  Stelle 
von  (2)  ausführlich: 

a«!  -f-  /3Cj  ^E  e(aa  -f-  yb)  ,^ 
ab,  +  ßd^—e(ßa  +  öb), 
(3)  {y«i+  *^i  ^^c(c(C  +  yrf), 

ybi+  SdiE^e{ßc  +  dd), 
^ad  —  j3y  =rd  1 , 


(mod.  5). 


*)  Med  mass  dabei  beDutzen,  dass  die  Operation  T  innerhalb  der  G^^  im 
ganzen  mit  vier  Sabstitationen  vertauschbar  ist,  ü  aber  mit  dreien. 

**)  Für  §§  3  und  6  sind  dem  Herausgeber  neben  der  Gierster^scher  Arbeit 
in  Bd.  20  der  3Iath.  Annalen  insbesondere  die  einleitenden  Paragraphen  der 
bereits  auf  p.  203  genannten  Uurwit zischen  Arbeit  in  Bd.  25  der  Math.  Annalen 
massgeblich  gewesen. 
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Jetzt  unterscheide  man  die  beiden  Fälle,  dass  der  Teiler  6  von 
{Pj  Q,  E)  prim  gegen  5  oder  durch  5  teilbar  ist 

Im  et'steren  Falle,  den  wir  zunächst  behandeln,  d^en  wir  (P,  Q,  i2) 
als  repräsentierende  Form  ihrer  Classe  so  gewählt  denken,  dass  P  »»  C| 
selbst  prim  gegen  5  ist.  Alsdann  folgt  für  ß  und  d  aus  der  ersten 
und  dritten  Formel  (3): 


— 1 


.— 1 


ß  =  e{aa  +  yb)'Ci     —aa^cl    , 

(4)  __ 

^d  ^e(ac  +  yd)  •  Ci    —  ydi'Ci    , 
und  durch  Einsetzung  dieser  Werte  in  die  drei  andern  Congruenzen  (3): 

■   ({(«i  +  d.)-c(a  +  d)}(a«  +  6y)  =  0, 

(5)  Ui<h  +  d,)  -  e{a  +  d)}{ca  +  dy)  =0, 

l  ca*  +  (d  —  a)ay  —  6y*  ^  ec^. 

m 

Da  n  prim  gegen  5  ist,  so  erfordern  die  ersten  beiden  Congruenzen 
(5)  notwendig  a^  -^d^^  e{a  -{-  S)  und  kommen  damit  beide  zur  Er- 
ledigung. Insgesamt  ersetzen  wir  also  die  fünf  Congruenzen  (3)  durch 
die  vier  mit  ihnen  gleichwertigen: 

ftti  +d^  =  e{a  +  d), 

cor*  +  (d  —  'a)ay  —  by^  ^  ec^ , 

ß  ^  e(aa  +  yb)  •  cT^  —  aa^  •  cY^ 


(6) 


.d  =  e(ac  +  yd)  •  Ci     —  yd^  •  dl 


_— 1 


>' 


(mod.  5), 


die  wir  weiter  unten  des  näheren  zu  discutieren  haben. 

Ist  nun  zweitens  (P,  Q,  R)  vom  Teiler  5,  so  ist  Oi  ^d^,  fc^  =  r^  =  O^ 
und  da  zugleich  A  =  4w  —  (a^  +  d^y  ^  Q  ist,  so  ist  in  diesem  Falle 
notwendig: 

(7)  a^  =  d,^±yn,    6i  =  q  =  0,  (mod.  5). 

Die  Congruenzen  (3)  liefern  demgemäss  für  diesen  Fall: 

aa'-^  yb  ^i  eaYn  y 
ßa+  db-^eßYn, 

(8)  {ac  +  ydiiE  eyYn  , 

ßc  +  dd^edyü, 
ad — ßy^l 

Bei  der  Discussion  der  Congruenzen  (6)  und  (8)  unterscheiden  wir 
die  nachfolgenden  drei  Fälle: 


(mod.  5). 
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I.   A  relativ  prim  gegen  5,       . 

II.   A  ^  0,  aber  wenigstens  eine  der  Zahlen  b,  c  prim  gegen  5, 

in.   A  =  0,    h  =  c  =  0,    a  =  d=  +  yn. 

Im  dritten  Fall  haben  wir  gleich  noch  die  Congruenz  o^d^+*}/n 
hinzugesetzt,  deren  GQltigkeit  man  leicht  bestätigt;  in  der  That  liest 
man  sie  aus  (8)  unmittelbar  ab,  während  sie  sich  aus  (6)  unter  Rück- 
sieht  auf  A  ^  4n  —  (a  +  d)*  ^  0,  ad^n  ergiebt  Übrigens  sieht 
man  leicht,  dass  die  Congruenzen  (8)  nur  im  Falle  III  bestehen 
können,  und  umgekehrt  folgert  man  für  den  Fall  III  sofort  aus  (3) 
die  Congruenzen  (7).  Zum  Falle  III  gelwren  also  die  Formen  (P,  Q,  R) 
des  Teilers  5  und  nur  diese*). 

Discussion  des  Falles  I.     Hier  hat  man  das  Schema  (    '    ,) 

\c,  d/ 

/l/w      0  \  . 

von  I        '     ^ .  I  verschieden  und  zwar  dergestalt  zu  wählen,  dass  nicht 

\0  ,VnJ 
(a  +  df  ^  4n  wird.     Alsdann  ist  nach  (6,)  die  Zahl  x  ^  e{a  +  d)- 
auszuwählen;   sie    ist   also    auf  eine  bez.  zwei  Zahlclassen   modula  5 
eingeschränkt,  je  nachdem  a  -{-  d^O  ist  oder  nicht.     Im  letzteren 
Falle   ist   e   durch   x   mitbestimmt,   im    ersteren    wolle  man   sich  die 
nachfolgende   Betrachtung    sowohl    für    e  =  4"  1    wie    für   e  ==  —  1 
durchgeführt  denken.    Nach  Bestimmung  von  x,  e  wähle  man  nunmehr 
aus  der  einzelnen  Classe  der  Determinante  —  A  =  —  (4n  —  x*)  eine  ' 
geeignete  Form  (P,  Q,  B)  und  löse  die*  Congruenz  (6^)  d.  i. 

(9)  ca*  +  (d  —  ö)ay  —  fty*  =  «■?>  («aod.  5). 

Wir  -werden  sogleich  noch  zeigen,  dass  die  Gesamtheit  incongruent.er 
Lösungen  a,  y  (sofern  wir  — a,  — 'y  und  a,  y  nicht  als  verschieden 
ansehen) 

(10)  -■  [5  -  (f )] 

ist.  Vorab  folgere  man  weiter,  dass  für  jede  Lösutig  a,  y  die  beiden 
letzten  Congruenzen  (6)  eindeutig  ein  zugehöriges  Paar  ß,  d  liefern. 
Im  Falle' I  finden  wir  also  als  Gesamtzahl  v  aller  gesuchten  Nullpunkte: 

(11).  •  v  =  i[5-(f)].2'H(4«-x*), 

x=±(a+rf) 

wobei  die  ganze  Zahl  x  attöser  durch  die  bereits  in  (11^  angedeutete  Con- 
gruene  nocti  auf  das  Intervall  eingeschränkt  ist: 


*)  Natürlich  tritt  III  nur  für  (— j  «=»  +  1   •in  ^^^d  wird  uns  da  die  beson- 
dere Classenzahlrelation  liefern,  welche  wir  vorhin  (p.  206)  der  reellen  f-Axe  zu-, 
geordnet  dachten. 
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Wir  betonen  noch,  dass  auch  für  a  +  rf  ^  0  beide  Vorzeichen 
X  ^E  +  (a  +  rf)  besondeJrs  zu  zählen  sind,  weil  doch  hier  neben  c  =»  +  1 
noch  e  =^  —  1  zur  Geltung  kommen  muss. 

Nachträglich  ist  noch  zu  zeigen,  dass  die  Anzahl  der  y^rsehiedenen 
Lösungen  von  (9)  wirklich  durch  (10)  gegeben  iBt  Haben  wir  aber 
6  E^  c  ^  0,  so  ist  A  EEE  —  (a  —  dy  quadratischer  Rest,  und  in  der 
That  liefert  {d —  a)ay^eP  in  Übereinstimmung  mit  (10)  zwei  yer- 
schiedene  Lösungen  a,  y.  Sind  nicht  beide  Zahlen  h,  c  durch  5 
teilbar,  so  sei  etwa  c  prim  gegen  5  (falls  nur  b  prim  gegen  5  isty 
gestaltet  sich  die  Überlegung  ganz  analog).     Wir  finden  dann: 


(12)  ca  =  ^---^.y±  yecP(l  +  '-^  •  f) , 

und  hier  ist  y  stets  nur  so  zu  wählen)  dass  ( 1  +  -p  •  y*)  im  qua- 
dratischen Charakter  mit  cP  übereinstimmt  oder  durch  5  teilbar  wird. 
Die  Einzeldiscussion  dieser  Forderung  führt  für  A  ^  +  1  auf  zwei, 
für  A  ^  +  2  aber  auf  drei  wesentlich  verschiedene  Lösungen  a,  y,  aber- 
mals in  Übereinstimmung  mit  (10). 

Discussion  des  Falles  IL    Haben  wir  ein  Schema,  für  welches 

(a  -|-  d)^  ^  4n  ist,  während  nicht  beide  Zahlen  &,  c  durch  5  teilbar 

'  sind,  so  liegen  der  Fall  H  und  damit  die  Gongruenzen  (6)  vor.    Es 

folgt  erstlich  x  ^  e{a  +  rf)  5^  +  2)/n ,  so  dass  mit  richtig  gewähltem 
X  stets  auch  e  bestimmt  ist.  Die  zweite  Congruenz  (6)  nimmt,  je 
nachdem  b  oder  c  prim  gegen  5  ist,  die  erste  oder  zweite  der  Gestalten 

(13)  .  ^_^  (mod.5) 

[CK  +  --^y)  ^-^ecF\ 

an,  und  man  zieht  daraus  als  notwendige  Bedingung: 

Sind  übrigens  b  und  c  prim  gegen  5,  so  folgt  aus  (a  +  df^4(ad  —  6c) 
sehr  leicht,  dass  b  und  c  im  quadratischen  Charakter  mod.  5  über- 
einstimmen. 

Nun  zeigt  man  bei  Gelegenheit  der  Einteilung  der  quadratischen 
Formen  in  Geschlechter*),  dass  in  der  einzelnen  Classe  für  alle  Formen 

*)  Cf.  Dirichlet-Dedekind,  ZahlctUheorie  p.  313  (3.  Aufl.). 
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mit  nicht  durch  5  teilbaren  ersten  Coefficienten  P  die  Werte  der 
Legendre'schen    Zeichen   (— )    übereinstimmend    ausfallen.      Sind    alle 

("6/  *^  "1"  ^ '  ®^  mögen  wir  die  betreffende  Classe  als  eine  solche  vom 

Charakter  -{-  1  bezeichnen^  im  anderen  Falle  als  eine  vom  Charakter 
—  1.  Je  nachdem  b  bez.  c  Rest  oder  Nichtrest  ist,  dürfen  wir  nur 
Formen  vom  Charakter  +  1  resp.  —  1  zulassen.  Für  jedfe  brauch- 
bare Form  liefert  aber  (13)/  wie  man  sofort  abzählt,  im  ganzen  fünf 
verschiedene  Losungen  a,  y.  Ist  also  bei  einem  durch  5  teilbaren  A 
H+i(A)  die  Anzahl  der  Classen  vom  Charakter  +  1,  H— i(A)  dagegen 
die  Anzahl  der  Classen  vom  Charakter  —  1^  so  findet  sich  im  FaUe  II 
als  Gesamtzahl  v  der  abzuzahlenden  Nullpunkte  bez. 


(15) 


i/«52'H_i(4n-xO 


,  -2]/M<x<2Kn, 


je  nachdem  b  bez,  c  Best  oder  Nichtrest  von  5  ist 

Discussion  des  Falles  III.    Bei  dem  nun  allein  nocli  bleibenden 

Schema  (  ^  |   liefern  die  Conirruenzen  (8)  für  e   den  Wert  1 

und  sind  damit  von  selbst  für  alle  sechzig  incongruenten  Substitutionen 
erfüllt.    Die  Zahl  x  ist  wieder  ^  +  2}^  zu  wählen,  und  es  kommen 

hier  gerade  die  gesamten 'Formen  der  Determinante ^^ —  (so  oft 

dies  eine  ganze  Zahl  ist)  zur  Geltung,  falls  wir  diese  Formen  erst 
noch  mit  dem  Factor  5  multipliciert  denken.  Wir  sehen  sofort:  Die 
Gesamtzahl  der  im  Falle  III  im  Innern  des  Polygons  abzuzahlenden 
Ntdlpunkte  ist: 

(16)  V  =  60  2'"  (-M--*)  ,-2V^<>c<2}^, 

wobei  nodi  hinzuzusetzen  ist,  dass  alle  H  mit  nicht  ganzzahligen  Argu- 
menten den  Wert  Null  haben  sollen. 

Hiermit   ist   die  arithmetische  Abzahlung  zur  vollen  Erledigung 
gebracht. 
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§  4.    Enter  Teil  der  fimotioiientheoretifloheii  Untemohimg  der 

hi(jto)  in  den  Polygonspitsen. 

Auch  bei  der  functionentheoretischen  Untersachang  der  Grossen: 

(0     M.)-J7>(-;;:'J^)-(s)/^'(^^*^). 


A,B,D 


/a,  b\  ^  (ndi,    —«/SA 
\c,  dJ  ~  V— y.,      a,     / 


in  den  zwölf  inäqQi?alenten  Polygonspitzen   cd  =  —  haben  wir  eine 

Reihe  von  Fallunterscheidungen  zu  treffen. 

Wir  betrachten  in  diesem  Paragraphen  nur  erst  die  Spitzen: 

(2)  T  =  *^^     T^ 


y  ~       '     6 '         y. '  2y,  ' 

sie  allein  sind  es^  in  denen  das  erste  oder  zweite  Glied  im  einzelnen 
Factor  von  (1)  zu  verschwinden  oder  unendlich  zu  werden  vermajg, 
und  zwar  liefern  die  ersten  beiden  Spitzen  (2)  jeweils  für  die  zweiten 
Glieder  der  Factoren  (1)  die  Null-  und  Unstetigkeitspunkte,  die  dritte 
und  vierte  Spitze  (2)  aber  entsprechend  für  die  ersten  Glieder.  Die 
Multiplicität  des  Unendlich werdens  von  hi  in  der  einzelnen  Spitze  (2) 
ist  natürlich  immer  im  Polygon  F^q  zu  messen;  Dnstetigkeitspunkte 
negativer  Ordnung  sind  selbstverständlich  Nullpunkte.  —  Des  weiteren 
sondern  wir  hier  die  Fälle  c  ^  —  yt^O  (mod.  5),  wo  die  vier  Spitzen 

(2)  zu  Paaren  coincidieren^  von  den  anderen  c^O  (mod.  5).    Mit  den 

letzteren  Fällen,  bei  .denen  in  (2)  vier  unterschiedene  Spitzen  vor- 
liegen, beginnen  wir. 

Für  c^  —  yi  ^  0  nimmt  (1)  bei  o  =  ioo  angenähert  die  Form  an : 

alle  Factoren   mit   (    j  =  +  1  sind  endlich  und  von  Null  verschieden, 

diejenigen   mit  (--j  =  —  1  dagegen  unendlich. wie  r    ^^.    Verstehen 

wir  also  unter  C  bis  auf  weiteres  immer  irgend  welche  endliche, 
nicht- verschwindende  Constante  und  erinnern  uns  übrigens,  dass  bei 
stehendem  Ä,  D  die  Zahl  B  über  ein  ßestsystem  modulo  D  auszu- 
dehnen ist,  so  folgt: 

(4)     Ä,=c.jjA"^l.(;^)~'Lc-r^»^('~®'l. 
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In  Worten:  Bei  a  =  ioo  wird  hi  für  c ^  0  unendlich  im  Grade: 

summiert  über  .alle  Teiler  A  von  n. 

Statt  hiiai)  jetzt  ferner  bei  o  <=>  -^  zu  untersuchen ,  betrachte  man 
hi(y^(fi}))  bei  ai^-icx)*).     Dabei   kommen  jeweils   als  zweite  Glieder 

der  Producte  (1)  die  Grössen* gfvß ( — ?ii?^^t \\  ^mn  Vorschein;,  und 

man  bemerke,  dass  hier  in  den  Argumenten  ein  Reprasentantensystem 
fünfter  Stufe  vom  Schema  (  rv  '  q  )  sich  einfindet.  *  Dieses  stellten  wir 

aber    sonst**)    in    der    Form.  v^vA    " ^ — j  ^  VtD\   ^^ — )    dar, 
und  es  werden  demgemäss  die  Grössen 

von  der  Reihenfolge  abgesehen  identisch  ausfallen.    Wir  haben  also 
zufolge  der  Wirkung  von  v^  auf  g  bei  o  <»  too  gegenwärtig 

abzuschätzen.     Somit  folgt:  Bei  o>  = -r  f^ird  hi  für  c^O  im  Grade 

A 

unendlich. 

Im  dritten  und  vierten  Punkte  (2)  ist  das  zweite  Glied  im  ein- 
zelnen Factor  (1)  stets  endlich  und  von  Null  yerschie4en,  während 
das  erste  Glied  in  der  dritten  Spitze  (2)  verschwindet,  in  der  vierten 
aber  einfach  unendlich  wird.  Es  folgt:  hi  bleibt  in  der  dritten  Spitee 
(2)  endlich  und  von  Null  verschieden,  in  der  vierten  liegt  ein  ÜnstetigkeUs- 
ptmkt  der  Ordnung  0(n). 

Fassen  wir  jetzt  zusammen,  so  entspringt  das  Resultat:  Für 
c  ^  0  modulo  5  unrd  Ä,(a>)  in  den  vier  Spitzen  (2)  ini  ganzen  im  Grade 

A  A- 

unendlich. 


*)  Die  Substitution  r,  ist  hier  natürlich  gerade  in  jener  Bedeutung  gebraucht, 
wie  in  §  2  allgemein  v^ . 

**)  Man  vgl.  die  oben  p.  107.  u.  f.  entwickelten  Sätze  über  Repräsentanten« 
Systeme. 
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Für  c  ^  —  y,-  ^  0  (mod.  5)  brauchen  wir  nur  in  den  beiden 
Spitzen  cd  =  ioo,  --  zu  untersuchen.  Hier  benutzen  wir  fOr  die  ersten 
Glieder  in  den  Factoren  von  (1)  (nach  I  p.  615  (8))  die  Gleichung: 

t  ("^t"-)  -  (t)  •  ^(-  +  "■«')  -  '*^^""-  (t)  ■  A«), 

wofür  wir   auf  Grund   der   in   der   zweiten  Formel  (1)  angedeuteten 
Bezeichnungsweise  auch 

t(^"±A)_r(^)-'.(|).A«) 

schreiben  konneu.     Für  %,(o7)  entspringt  also  die  Gestalt: 

(9)    »,w  -7T1'"- -(r)-«*^'«  -  (l)t*^'(-J— )!  ■ 

Untersuchen  wir  den  hiermit  gewonnenen  Ausdruck  zunächst  bei 
o  =  i(x>,  so  haben  wir  die  Annäherungen: 


(10). 


»'(1)=+'.  n  +•'''•-©« 


Hier  bemerke  man  vorab,  dass  in  keinem  Factor  die  beiden 
Glieder  mit  einander  identisch  ausfallen  können.  Solches  würde  nur 
möglich  sein^  falls 

wäre.  Dann  hätten  wir,  da  n  prim  gegen  5,  auch  JB  =  0,  6^0, 
a  ^  d  ^  +  yn  (mod.  5);  es  würde  also  gerade  der  bei  rein  quadra- 
tischen n  und  beim  Schema   |        '     _  i   ausireschlossene  Factor  vor- 

liegen.  Zählen  wir  übrigens  bei  der  Abschätzung  des  Unendlichwerdens 
von  (10)  die  Combination  Ä  >=  D  =yn,  B  =  0  im  gekennzeichneten 

Falle  mit,  so  ist  offenbar  im  fertigen  Resultat  bei  (-^j  =  1  noch  eine 

Einheit  zu  addieren,  bei  (— j  =  —  1  aber  zu  subtrahieren.  Hiervon 
rührt  in  den  unten  stehenden  Formeln  der  Bestandteil  rin  her,  der  im 


« 
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allgemeinen  gleich  Null;  jedoch  für  reio  quadratisches  n  beim  Schema 

(^    ^  I  der  Einheit  irleich  sein  soll. 

Im  einzelnen  Factor  von  (lOi)  giebt  für  (--)  =  —  1,  sowie  für 
l—j  «=  +  1;  ^f^D  das  zweite  Glied  den  Ausschlag  für  das  Ver- 
halten des  ganzen  Factors^  för  ("r)  =  +  l?  A>  D  aber  das  erste. 

Einen  entsprechenden  Satz  stellt  man  für  (lOj)  ohne  Schwierigkeit 
auf.  Indem  aber  immer  D  Factoren  beim  einzelnen  Paare  A,  D  auf- 
treten, ist  offenbar  die  Multiplicität  des  Unendlich werdens  von  (10) 


(11) 


fQr 


.{^)-+'. 


12 

A 


l'-(f)M-v^ 


'2 

A<  D 


I>+(?)1^ 


m,(4)--i, 


i^i'+(i)i^+;ii'-(4')i^ 


2  ^ 

i> 


A<  D 


+I2I'-(?)M-^- 


A>  D 


Statt  7i,(o))  bei  o  =  —  zu  untersuchen,  werden  wir  wieder 
hi{v^{(o))  bei  o  =  too  untersuchen.  Hierbei  wähle  man  Vj^l  (mod.  n), 
wodurch  der  Vorteil  erreicht  wird,  dass  die  Transformation  ij   — 

direct  auf  v^  \jj~     )  ™^*  denselben  A,  B,  D  zurückkommt.  Es  tritt 
demnach  jetzt  an  Stelle  von  (9)  offenbar  die  Formel: 

(12)  u;i.)  =  +  JT'I--"- ( 5) •  5" '^'(-) - (f ) -T '^(-J -) 

Als  Annäherangen  bei  m  =  ioo  finden  wir  demgemäss: 

iilt«/D\         1 1>\    A 


(13) 


a-)=+i,*/=±/7' 


€-«"*r 


-(f) 


(,     1  2inn  l  D\        /  D\    A  \ 


deren  Discussion  sich  im  einzelnen  ¥rieder  gerade  so  gestaltet  wie 
diejem'ge  der  Formeln  (10).  Wir  finden  als  Ordnungen  des  Unendlich- 
Werdens : 
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(fö  - 


(14) 
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+<•  ;2(>--(-f)>+i^(>+(?)i» 


D 


A<D 


+k2\^+m^-v.. 


A>  D 


(D— 1.  i2l'+(-?)l^-l-^('-(DM 


A  <D 


-i^(>-aio+'- 


A>  D 


Wie  in  Formel  (8)  werden   wir  auch  hier  wieder  die  Malidplici- 
täten  des  Uuendlichwerdens  voih  einzelnen  hi  bei  o  =  too  und  o  *»  -- 

5 

zusammenfägen.  Es  empfiehlt  sich  dabei ^  neben  den  bisherigen  4>(n)^ 
^{n)  von  ßwci  neuen  edhleniheoretischen  Functionen  Gebr^ach  zu  machen, 
die  wir  durch  dfe  Formeln: 

(15)  M'±x(«)  =  2{2)  +  (^)^)+i*.V^(l  +  (>^) 

D>A 

definieren.    Im  zweiten  Gliede  des  einzelnen  Summanden  hat  natürlich, 

wie  bislang  immer,  A  die  Bedeutung  von  ^,   und  wir  brauchen   im 

übrigen   Sn  in  demselben  Sinne  wie  im  vorigen  Kapitel  (p.  182  u.  f.), 

wonach  Bn  für  rein  quadratische  n. gleich  1,  sonst  stets  gleich  Null  ist. 

Jetzt  setze  man  n  zuvörderst  als  quadratischen  Best  von  5  voraus, 

so  dass  A  und  D  im  quadratischen  Charakter  übereinstimmen,  und 

addiere  erstlich  für  (-j  =  1   die  beiden  Zahlen  (1*1).  und  (14).     Wir 

finden  als  Summe  nach  einigen  leichten  Umgestaltungen: 


(16) 


2 

D>  A 


(^-(t)^I  +  ^I^-(tM-2^-.(«)- 


D>A 


Ist  zweitens  \-^j  =  —  1,  so  ergiebt  sich  entsprechend: 


(17) 


2 

D^A 


(^  +  (rW  +  2' 1^  +  (yM  =  ^'*'+^W- 


D>  A 


Noch  einfacher  wird  das  Resultat  bei  quadratischen  Nichtresten  n. 
Indem  wir  hier  das  schon  oben  erklärte  Zeichen  ^(n)  wieder  benutzen 
(cf.  (7)  p.  184),  kommt  unabhängig  vom  quadratischen  Charakter  von 
d  durch  Addition  von  (11)  und  (14): 

(18)  <l)(w)  +  V(n). 
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Fassen  wir  also  zusammen:  Die  jsu  ce^O  gehörenden  Functionen  ä,'((d) 
werden  in  den  Spitgen  (2)  msammengenommen  in .  den  naclifolgenden 
Graden  unendlich: 


(19) 


'/är(f)  =  +  l,    2V_,     («), 
/ür(f)  =  -l,    <D(n)  +  Y(n). 


§  5.    Zweiter. Teil  der  Untersuohtuig  der  hi{(o)  in  den 

Folygonspitsen. 

In  den  rückstandigen  acht-  bez.  zehn  Polygonspitzen  können 
jedenfalls  für  das  einzelne  A,(o))  keine  Unstetigkeitspunkte  mehr  vor- 
kommen; dagegen  mögen  sehr  wohl  noch  Nallpunkte  auftreten. 
Solche    würden    davon   herrühren   müssen,    dass   in    einer   Spitze   die 

beiden  Glieder  g(Ff(a>))  und  t\Vb(-^-^ ))  <les   einzelnen  Factors 

unseres  Productes  A,(o)  zwar  endlich  und  von  Null  verschieden, 
jedoch  mit  einander  übereinstimmend  ausfielen ;  die  Anzahl  derartiger 
Nullpunkte  von  hi-  haben  wir  jetzt  noch  festzustellen. 

Die  Durchführung  dieser  Aufgabe  erleichtern  wir  uns  nun  be- 
deutend durch  die  folgenden  Massnahmen.  Erstlich  ziehen  wir  nicht 
direct  die  Gestalt  (9)  p.  212  von  ä((d)  zur  Untersuchung  heran;  wir 
betrachten  vielmehr: 

(1)     hlip)  =  Ä,(F,-\a,))  =  Yl'{t{io)  -  g(l?*(ai))},  ■Rt=(^"  J;) 

und  lassen,  wi^  bisher,  auch  wohl  kurz  die  unteren  Indices  f  in  der 
Bezeichnung  des  gerade  vorliegenden  Schemas  sowie  bei  V  fort.    Die 

Function   ä/   ist   alsdann  nur  in  den  Spitzen  —  mit  y^O  (mod.  5) 

zu  untersuchen.  Solche  Spitzen,  von  denen  das  zweite  Glied  eines 
Factors  (1)  unendlich  wird'^),  bleiben  dann  schon  von  selbst  ausser 
Betracht,  insofern  wir  nur  nach  denjenigen  Spitzen  suchen,  in  welchen 

g(j?*(-))  mit  g(-)  identisch  ausfallt 

Im  weiteren  werden  wir  uns  das  Reprasentaz^tensystem  Ut 
möglichst  zweckmässig  wählen.    Die  Brauchbarkeit  der  Repräsentanten 


Vo,  n) 


beruht    auf   deren    naher   Beziehung    zur   Spitze    m  =  ico. 


*)  Wir  wissen  aus  vorigem  Paragraphen,  dass  in  swoi  gewissen  Spitzen  fQr 
die' in  Bede  stehenden  zweiten  Glieder  lanter  Nall-  bez.  Unstetigkeitspunkte 
liegen,  indem  keines  dort  endlich  und  von  Null  verschieden  ist. 
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ff 

Wollen    wir    also    Untersuchungen    am    Punkte    —    durchf&hren ,    so 

wählen  wir  uns  erstlich  eine  zugehörige  Modulsubstitution: 

(2)  c'  =  K«)  -  +  *"-<' 

und  haben  dann  als  zweckmässigstes  Repräsentantensystem  für  erweiterte 
Transformation  erster  Stufe: 

(3)  ^_+.-?  =  düL^+J?,    AD^n,    O^BKD. 

Um  daraus  ein  System  fünfter  Stufe  vom  richtigen  Schema  zu  ge- 
winnen,  müssen  wir  vor  jede  Transformation  (3)  noch  eine  speciell 
gewählte  Modulsubstitution  Vk  derart  vorsetzen ,  dass: 

(4)  JJ,(«,)  =  __p^^  =  F.{  _^_^--^-)  =  -^-J-^,  (mod.  5) 
erfüllt  ist     Demgemäss  haben  wir  an  Stelle  von  (1)  ausführlicher: 

(5)  Ä»  =  JJ'{s(a,)-5(F.(^^^^^))},  AD==n,O^B<Di 

man  überzeugt  sich  übrigens  leicht,  dass  der  im  Falle  eines  quadra- 
tischen  n   beim  Schema  ["     '  |   auszuschliessende  Repräsentant 


wieder  durch  A  =  D  =^  Yn  ,  2?  =  0  gegeben  ist. 

Wir  nehmen  jetzt  vorab   an,    ein  einzelner  Factor  von   (5)  ver- 
schwinde  in   der  Spitze  — ,   und   wollen  dann  gleich  erst  feststellen, 

welche  Multiplicität  dieser  Nullpunkt  aufweist.  Zu  demJBnde  schreiben 
wir  unter  Rückgang  auf  (2)  den  fraglichen  Factor  in  der  Gestalt:     • 

und  haben  offenbar  sein  Verschwinden  bei  m  =  too  im  Polygon 
F^  zu  bestimmen..  In  der  Spitze  a'  =  ioo  wird  übereinstimmend 
der  Wert  für  das   erste  und  zweite  Glied  von  (6)  der  endlichen  Zahl  * 

if^  =  i  (—}  gleichkommen.    Zufolge  der  Eigenart  des  g,  sich  gegenüber 

den  Modulsubstitutionen  selbst  linear  zu  substituieren;  ergiebt  sich  aber: 

J^^'  +  ^\  _  /.  _      A£(a)-) 

^\yiö'  +  d/         ^~  A'J(a)')+  i' 
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und  hier  bedeuten  die  Coefficienten  A,  B,  wie  auch  ^,  gewisse  ratio- 
nale Combinationen  fünfter  Einheits wurzeln ^  wie  aus  der  Structur  der' 
Ikosaedersubstitutionen  hervorgeht.    Wir  gewinnen  aus  (7)  sofort 

Man  setze  nun  den  Fall  ^  auf  der  rechten  Seite  von'  (8)   sei  der 

Minuend  mit  dem  Subtrahenden  identisch.  Dann  ist  ^  =  D  =  yn  und 
also  n  ein  reines  Quadrat;  da  aber  n  prim  gegen  5  ist;  so  würde  weiter 
bei  der  Bedeutung  der  A,  B  für  JB  der  Wert  0  entspringen.  Aus 
A  =s  B  würde  sich  endlich  vermöge  (7)  die  Congruenz  F*  ^  tr"^  (mod.  5) 

ergeben*),  so  dass  nach  (4)  das  Schema  (        '     ^1  vorliegen  würde; 


bei  diesem  aber  haben  wir  gerade  von  -4  =  D  =  Yn,  5  =  0  Abstand 
genommen.     Hiernach    ergiebt   ein  Blick   auf  (8)  das  Resultat:    Ver- 

schtvindet  ein  Factor  von  (5)  in  der  Spitze  o  =  — ,  50  ist  die  Mtüti- 
plirität   dieses   Nullpunktes  gleich    1,'so   oft  A^D  ist^  jedoch  gleich 

^ ,  f<dls  Ä<'D  zutrifft. 

Bei  Abzahlung  der  jetzt  in  Rede  stehenden  Nullpunkte  werden 
wir  ein  n^ues  zahlentheoretisches  Symbol  brauchen^  Velches  wir  hier 
gleich  vorher  erklären,  um  weiterhin  die  IJntwicklung  nicht  zu  unter- 
brechen.    Wir  definieren  dasselbe  durch: 

(9)  X,(n)  =  2'^  +  0»"-il^; 

dabei  ist  V  als  eine   ganze   gegen  5  prime  Zahl  gedacht,  und  es  ist 

0^„*^^  =  1  für  rein  quadratische  n,  falls  zugleich  1/  ^  +  "[/n  ist,  sonst 

soll  jedoch  stets  Q^n  =  0  sein.  Setzen  wir  übrigens  sogleich  hinzu, 
dass  es  uns  späterhin  gelingen  wird,  die  in  (9)  definiert«  zahlen- 
theoretische Function  durch  (Jie  bisherigen  ^,^,Y±i  auszudrücken. 

Soll  nun  ein  Factor  von  (5)  bei  o)  =  —  verschwinden,  so  müssen 

"   und   RA")  =     *     .    ,*       relativ   äquivalente    Spitzen    sein.     Für 

Zähler  und  Nenner  des  letzten  Bruches  berechnet  man  übrigens  aus 
(4)  die  Zahlen  akA  bez.  yk^}  und  deren  grösster  gemeinsamer  Teiler 

*)  Mit  Rücksicht  auf  die  Gestalt  der  Ikosaedersubstitationen  („Ikos."  p.  43) 
folgert  man  Dämlich  aus  A  s»  B  sofort  auch  A'  =>  B'. 

Kloin-Frioke,  Modulfimctionen.  II.  16 
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•  *  • 

ist  offenbar  A.  .Die  relative  Äquivalenz  jener- rationalen  reellen  Punkte 
kleidet  sich  also  explicite  in  die  beiden  Congruenzen: 

(10)  ttkcc  +  hy  ^  eAa^    Ckcc  +  d*y  ^  ^^y^  (mod.  5), 

in  denen  e  entweder  gleich  +  1  oder  —  1  ist.  Hier  können  wir  die 
Zahlen  a*,  6*,  Ck,  dk  direct  durch  die  vier  Zahlen  a,  6,  c,  d  des  vor- 
liegenden  Schemas  ersetzen  und  haben  also  an  Stelle  von  (10)  das 
System  der  Congruenzen: 

(a  —  eÄ)a  -f  6y  ^  0 


(11)      • 

^    ^  ca  +  (d  —  eA)y  =  0, 


(mod.  5) 


zu  discutieren.  Bemerkenswert  an  (11)  ist^  dass  die  Zahl  B  ganz 
ausser  Betracht  bleibt;  mit  einem  verschwindenden  Factor  von  (5) 
finden  wir  deren  also  gleich  D,  indem  B  bei  stehenden  A,  D  ein 
volles  Restsystem  modulo  D  zu  durchlaufen  hat.  Nehmen  wir  obiges 
Resultat  über  die  Multiplicität  der  Nullpunkte  hinzu^  so  folgt  offenbar: 
Bei  gegebenem  Schema  wird  jeder  möglichen  Lösung  von  (11)  in  ganzen 
Zahlen  A,  a,  y,  von  denen  die  erste  Teiler  von  n  und  die  letzte  prim 


a 


gegen  5  ist,  ein  D-facher  resp,  A-facher  Nullpunkt  in  der  Spitze  —  ^t- 

sprechen j  je  nachdem  A^D  oder  A<D  ist. 

Sollen  die  Congruenzen  (11)  zusammenbestehen,  so  muss 

(a  -  eA){d  —  e^)  -  6c  =  «  -  eA{a  *+  d)  -f  A^  =  0 

erfüllt  sein.     Hier  heben*  wir  einerseits  durch  A  und  folgern: 
(12)  A  +  D  =  e{a  +  d^,  (mod.  .5), 

andrerseits    entspringen    unter    Gebrauch    der    früheren    Bezeichnung 
A  E^  4n  —  (a  +  df  für  A  und  D  die  Congruenzen: 


(13) 


fc4  =  3(a  +  d)  +  >/Ä 

_  >   (mod.  5) . 

IßT)  =  3(a  +  d)  +  |/A 


Durch  Einsetzung  des  für  eJ.  gefundenen  Wertes  nehmen  die  für  a,  y 
vorliegenden  Congruenzen  (11)  die  neue  Gestalt  an:- 

{3(a-d)  +  |/Ä}«+-6y  =  0| 
(14)  .  ^,  (mod.  5). 

ca  +  {2(a  — d)  + j/Ä}y  =  0) 

In  (13)  und  (14)  gelten  zugleich  entweder  die  oberen  oder  die  unteren 
Zeichen.  Vor  allem  ist  hiermit  evident  geworden:  Nur  solclie  Schemata, 
hei  denen  A  durch  5  teilbar  oder  quadratischer  liest  von  5  ist,  liefern 
NullpunJcte  fraglicher  Art;  die  übrigen  bleiben  hier  ganz  ausser  Betracht. 
Zur  näheren  Discussion  der  Congruenzen  (13),  (14)  sind  wieder 
mehrere  Fallunterscheidungen  nötig.    Wir  setzen 
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L   A  =  +  1,    c^O,  (mod.  5). 

In  diesem  Falle   haben  wir  für  die  oberen  Zeichen  in   (13)  und 

(14)  im  ganzen  zwei  Punkte  — ,  nämlich: 

/1-N  a_._Hd-a)  +  VÄ      _a  -  d-^iVE. 

und  als  zugehörige  Werte  von  A  und  D: 

(16)     c4  =  3(a  +  d)  +  l/A,     e2)  =  3(a  +  rf)  -  )/A,  (mod.  5); 

für  die  unteren  Zeichen  erhalten  wir  entsprechend:    ' 

(\1\  tt 2(d  -~  o)  —  |/A      g  —  d  —  ^YE 

^^^^  y—'c  '    —  2c  ' 

(18)  eA  =  3(a  +  ei)  —  I^Ä,    cD  =  3(a  +  d)  +  V'A ,  (mod.  5). 

Unter  den  vier  in  (15)   und  (17)  gefundenen.  Spitzen  —  sind  zufolge 

(I)  keine  zwei   einander  relativ  äquivalent.     Für  die  einzelne  Spitze 

(15)  sind  nun  alle  Teiler  A  von  n  heranzuziehen^  welche  der  Be- 
dingung (16)  genügen,  und  zwar  muss  nach  einander  e  =  -f-  1  und 
c  =  —  1  genommen  werden.    Dabei  ist  über  diese  Teiler  A  die  Summe 

A'^Vn  A>y^         ^£V«"        D<^YT 

zu  bilden  und  selbige  doppelt  zu  nehmen,  da  wir  in  (15)  zwei  ver- 
schiedene Spitzen  haben.  Einen  völlig  gleichen  Ausdruck,  bei  dem 
jedoch  A  und*  D  den  Congruenzen  (18)  genügen  müssen,  finden  wir 
für  die  Spitzen  (17).  Indem  wir  zusammenziehen  und  die  in  (9)  vor- 
bereitete Bezcichnuugs weise  einführen,  entspringt  das  Resultat:  Im 
Falle  1  finden  sich  in  den  Polygonspüssen  insgesamt  noch 

(19)  4X3,„^„^^(«)  +  4X,,„^,,_^(«) 

einfacM  Nullpunkte  von  A,(g)). 

II.     A  =  +  1,     c  =  0,  (mod.  5). 

Man  gehe  auf  die  Congruenzen  (11)  zurück,  aus  deren  zweiter 
sich  Ae  ^e  d  ergiebt,  da  doch  y  prim  gegen  5  sein  soll.  Die  erste 
Congruenz  (11)  giebt  damit  (a  —  d)a  +  6y  ^  0*,  und  es  ist  (a  —  d) 
sicher  prim  gegen  5,  weil  sonst  A  ^  0  sein  müsste.  -Wir  gewinnen 
nur  zwei  Punkte:  •      • 

(20)  -  ^  -^ ;    ^  ^-f — r-  mit  eAz^d,  eD^a. 
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Man  zählt  daraufhin  leicht  ab;  dass  im  Falle  II  an  NuUpunlUen  frag- 
licher Art  von  hi(jo)  insgesamt 

(21)  .  2Xa(n)  +  2Xa(n)      . 
auftreten, 

III.   A^Oy  und  wenigstens  eine  der  Zahlen  h^c^O  (mod.  5). 

Ist  erstlich  c^O,  so  folgt  wie  vorhin  eA^d,  und  die  erste 

Congruenz  (14)  erfordert  (a  —  d)  ^  0  (mod.  5).    Andrerseits  ergiebt 

—  L  =  {a  +  dy  —  Aad  =  0 

offenbar  a^d,  so  dass  im  FdUe  III  keine  Lösungen  eintreten  y  wofern 

c  ^  0  ist.     Für  c  ^  0  geben  aber  die  Congruenzen  (14)  die  beiden 
Losungen : 

(22)  ^ ^ i^>,   ^^-^   mit  eA^Vn. 

Für  A^O,  c^O,  (mod.  5)  finden  sich  hiemach  im  ganzen 

(23)  4X^(n) 
Nullpunkte  gesuchter  A,rt. 

Endlich  bleibt  noch: 

rV.     A  =  0,    6  =  c  =  0,    a  =  d  =  yn,  (mod.  5). 

Durch .  eA  ^  Yn  sind  die  Congruenzen  (11)  sofort  für  alle  zehn 

jetzt  in  Betracht  kommenden  Spitzen  —  erfüllt.     Indem  wir  noch  auf 

den  Fall  eines  rein  quadratischen  n  Rücksicht   nehmen ^   ergiebt  sich 
hier  als  gesuchte  ZaM  der  Nüllstellen: 

(24)  20X^(n)— .10«». 

§  6.    ZuBammenstellnng  der  Besnltate-  der  auf  die  Folygonspitzen 

bezüglichen  Untersuchungen. 

Die  beiden  im  vorigen  Paragraphen  gebrauchten  Teilersummen 
Xi(n)  und  )^^(n)  lassen  sich,  wie  schon  angedeutet,  durch  die  <l>,  V,  V+i 
darstellen,  und  von  diesen  Formeln  werden  wir  Kenntnis  nehmen,  ehe 
wir  die  Resultate  der  beiden  voraufgehenden  Paragraphen  in  über- 
sichtlicher Form  zusammenstellen.  Etwas  ausführlicher  wie  oben  ist 
die  Definition  der  beiden  Xy  gegeben  durch: 

(1)       I  ■  .^<»^-^=±' 

x,(»)=2'^+V^->^(i-('?))- 

A<Va,  A=±2 


IV,  6.    Classenzahlrelationen  fünfter  Stufe.  '  229 

Nun  folgen  aus  der  Definition  der  Symbole  .<l>,  V  einerseits  und  V+i 
andrerseits  ohne  weiteres  die  Formeln: 

(2)  •  (J)(«)^H'(«)  =  2^^-f£,Vn, 

(3)  V+.(«)  -  ^Un)  =  2^{^)a  +  e,}^-{^), 

und  hier  entspringe!!  durch  Addition  und  Subtraction  offenbar  direct 
die  Anzahlen  4Xji(n)  bez.  Ay.^(n).    Es  ist  demgemäss 

(4)  4X,(«)  =  0(n).  -  V(n)  +  V,/v  — V/^v , 

womit  die  gewünschte  Darstellung  geliefert  ist;  wir  werden  vermöge 
derselben  die  Xy  aus  den  Endresultaten  ganz  entfernen.  Noch  bemerke 
man,  dass  auch  zwischen  <t);  H';  H'+i  eine  Relation  besteht,  die  man 
aufs  leichteste  zu  *  ^ 

(5)  .    0(«)  +  Y(«)  =  V+i(,O  +  V_i(n) 

bestimmt;  dieselbe  ist  weiterhin  immer  dazu  benutzt,  den  Resultaten 
die  denkbar  einfachste  Form  zu  gebön. 

Wir  wollen  jetzt  die  Anzahl  der  im  vorigen  Paragraphen  be- 
trachteten Nullpunkte  tabellarisch  zusammenstellen  und  reihen  im 
einzelnen  Falle  rechts  immer  auch  gleich  die  Zahl  einfacher  Unstetig- 
keitspunkte  daneben,  wie  sie  §  4  ergiebt   Wir  sondern  noch  die  beiden 

Falle    (y)  =  —  1    uiid    fyj  =s  -f-  1    und   bemerken,    dass   zufolge 

A  ^  4n  —  (a  +  d)^  im  ersteren  Falle  notwendig  A  ^  0  ist.  Es 
ergiebt  sich  nach  leichten  Zwischenrechnungen: 

I-   (t)=.-1'    A~±l,(mod.5) 

(6)  c^O,    20-2^,    20, 

(7)  .      c  =  0,      0  -  V,         0  +  V. 


II.   (|)  =  +  1,    A  =  ±l,(mod.5)- 
c^O,    20-2M'  +  2Y_,j^A-2M'/^^,     20, 

(9)  c~0,    <«>-H'  +  H'    ,j^s  -Y/^v,    2Y/^. 


(8) 


(11) 


230  IV,  6.    Claasenzahlrelationen  fOnfter  Stafo. 

III.   (-5.)  =  +  1  ^     A  =  0,  (mod.  5) 
(10)  l>^<^',    c  =  0,    keine,  NuUpnnfete ,    2Y    /^-v,   .       * 

c^O,    <b-M'  +  Y^v-V_,^y    2(J), 

(12)  b  =  c^O,    5<t)-5M'  +  5M'/j^v-5H'_/^-v  -10f„ 

Wa?  die  Beweise  dieser  Formeln  anlangt,  so  werden  einige  Be- 
merkungen genügen.  Ist  w  Nichtrest,  so  sind  Ä  und  D  von  ver- 
schiedenem quadratischen  Charakter,  so  dass  Formel  (19)  p.  227  in 
diesem  Falle  4Xji  +  4X3  liefert;  das  ist  .aber  gleich  2<l>  —  2V. 
Ebenso  erledigt  sich  (7).  Ist  sowohl  A  wie  n  quadratischer  Rest,  so 
ist    zufolge    -^  (a  -j-  d)^  ^  A  +  w    notwendig    a  +  d  ^  0    und    also 

)/A  =  +  2}/n-,  es   folgt  also  (8)  vermöge  (4)  aus  (.19)  p.  227.     Ist 
überdies   noch   c^O,   so   ergiebt   ad ^w   für   a   und   d  die  Werte 

a  =  —  d  =  ±  2yn ;  hiernach  folgt  (9)  aus  (21)  p.  228  und  (19)  p.  223 
Für  die  drei  lückatändigen  Formeln  (10)  bis  (12)  bemerke  man  etw^ 

noch,  dass  bei  A  ^  c  ^  0  notwendig  a  ^  d  ^  +  "j/n  sein  muss. 

Man  bezeichne  weiter  den  Überschuss  der  Anzahl  einfacher  Un- 
stetigkeitspunkte  über  diejenige  einfacher  Nullpunkte  in  den  zwölf 
Polygonspitzen  durch  v.  Für  die  Fälle  A  ^  +  2  ist  alsdann  diese 
Zähl  V  direct  durch  die  in  §  4  berechnete  Anzahl  der  Unstetigkeits- 
punkte  gegeben;  für  A^O,  +1  müssen  wir'jeyreils  die  in  obigen 
Formeln  (6)  bis  (12)  neben  einander  stehenden  Zahlen  von  einander 
abziehen.  '  Hierbei  reduciert  sich  die  Zahl  der  unterschiedenen  Fälle 
sehr  bedeutend;  in  der  That  finden  wir  unter  Rücksicht  auf  (5): 

(13)  ..  A  =  ±2;    v  =  2<D(n), 
(14)(j) '1,     A  =  ±l;     t;  =  2M'(n), 

(15)  (J)  =  +  1,  .  A^±l;     V  =  -  2ct)(«)  +  4V,-\(«). 

(16)  A  =  0,    ftoderc^O;     v  =  2V_.^W«), 

(17)  A  =  0,        b  =  c  =  0;    v 10<D(n)  +  12H'    /^x(n)  +  10f,. 

Hierbei  möge  vielleicht  iioch  die  eine  Bemerkung  Platz  finden,  dass 
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bei  A  ^^  +  2  notwendig  c  prim  gegen  5  isi  —  Die  Untersuchung 
der  Functionen  hi((o)  in  den  zwölf  inäquivalenten  Polygonspitzen  ist 
solcherweise  zum  gewünschten  Abachluss  gebracht. 


§  7.    Das  System  der  Classenzahlrelationen  fünfter  Stufe. 
Die  Classenzahlrelationen  dritter  Stufe. 

Die  ganze  Zahl  v,  die  wir  soeben  als  Überschuss  der  Zahl  der  in- 
den  Polygonspitzen  gelegenen  UnstetigkeitspuQkte  über  die  Anzahl 
der  «benda  gelegenen  Nullpunkte  des  einzelnen  %,(o)  definierten,  muss 
identisch  sein  mit  der  in  §  3  ausgedrückten  Zahl  v  einfacher  Null- 
punkte von  Ä|((p)  im  Innern  des  Polygons,  insofern  wir  doch  in  den 
A,(g})  Modulfunctioneu  fünfter  Stufe  haben.  Indem  wir  die  beiden  für 
dieselbe  Zahl  v  auf  vei'schiedenen  Wegen  gefundenen  Ausdrücke 
einander  identisch  setzen,  entspringen  nunmehr  die  Classengahlrelationen 
fünfter  Stufe,  deren  Ableitung  der  Gegenstand  unserer  Untersuchung  war. 

Am  einfachsten  fallen  diese  Relationen  für  quadratische  Nicht- 
reste  n  aus,  wobei  wir  übrigens  auch  noch  n  ^=  2  und  n  ^  3  sondern 
wollen.  Wie  wir  schon  gelegentlich  bemerkten,  entspringen  in  beiden 
Fällen  nur  drei  Relationen,  bei  deren  Aufstellung  man  jetzt  nur  noch 
zu  beachten  hat,  wann  A  Rest  und  wann  Nichtrest  wird.  Wir  finden 
fiir-n^^2: 

'32H(4n  — ixO  =  2cD(n), 


(1) 


«=±0 

32H(4n-x*)  =  2<D(n), 

x=-f2 


woran  sich  für  nz^S  die  folgenden  drei'Eelationeti  reihen: 


(2) 


3^ 

x:=+o 


'^H(4n-x*)  =  2(D(«), 

22'H(4n  — x»)  =  2V(m), 
32'n(4«-x*)  =  2<D(n). 


^X 


+  2 


Sollen  durch  Combination  der  Relationen  (1)  oder  (2)  die  Classen- 
zahlrelationen erster  Stufe  hergestellt  werden,  so  muss  berücksichtigt 
werden,  dass  wir  in  §  3  alle  durch  5  teilbare  x  dopßelt  zählten.  Will 
man  sie  nur  einfach  zählen,  so  ist  in  den  ersten  Gleichungen  (1),  (2) 
die  linke  Seite  noch  mit  dem  Factor  2  zu  behaften.     Addieren  wir 
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nun  z.  B.  im  Falle  (1)  die  zweite  und  dritte  Gleichung  mit  2  bez.  3 

multipliciert  zur  ersten  hinzu  ^  so  entspringt  in  der  That  auf  der  linken 

* 

Seite  6^  H(4n  —  x*)  und  rechts  60  -|-  6V,  wie  qs  nach  der  Classen- 

Zahlrelation  erster  Stufe  sein  muss. 

Für  Nichtreste   n   ist   es   folgenlos ,   wenn   wir   statt   der  bisher 

gültigen  Ungleichungen  —  2)/n  <  x  <  2}/n  jetzt  wieder,  wie  im 
vorigen  Kapitel  ^ 

(3)  —  2V«^x<  +  2Vw 

als  Intervall  für  die  ganze  Zahl  x  vorschreiben.  *  Dagegen  wird  dies 
bei  rein  quadratischen  n  in  den  Fällen  A  ^  0,  d.  i.  für  die  Formeln 
(15)  und  (16)  p.  217  von  Belang.  Wir  wollen  hierbei  in  Übereinstimmung 
mit  p.  182  die  Erklärungen  abgeben: 

(4)  H(0)  =  -^,     H+i(0)  =  0,    H_,(0)  =  0. 

Alsdann  bleiben  auch  jetzt  noch  die  Formeln  (15)  p.  217  unverändert 
erhalten;  Formel  (16)  p.  217  muss  aber^  auf  das  Intervall  (3)  bezogen^ 
offenbar  rechter  Hand  das  Zusatzglied  10 Sn  erhalten;  selbiges  wird 
sich  gegen  lOf»  auf  der  rechten  Seite  von  (17)  p.  230  gerade  fort- 
heben. Wir  finden  so  erstlich  im  Falle  n  ^  -{-  1  im  ganzetp  die  folgenden 
vier  unterschiedenen  ClassenmMrelationen: 

ßO  >;H(i^)  =.-  10(t)(«)  +  12H',x(«), 


{^) 


X— -f  2 


x---t-a 


x~+l 


H(4n-x^)  =  2(D(n), 


'^y^Hi^n  —  X*)  =  -  2(D(n)  +  4^4.1(11). 


x=^  +  0 


Daran  reihen  sicJi  für  den  Fall  n  -.^  4  (mod.  5)  die  Relationen : 

60  V  h(^^)  =  -  1O0(«)  +  12M'+x(m), 


(ö) 


X    -4-1 


5  VH+i(4n  -  x')  =  5  TH-i(4w  -  x-)  =  2^4.1(11), 


X  — +  1 


X  -     +  1 


3^H(4M-xO==2(t)(n), 

m 

2^H(4n--  x»j 20(n)  +  4H'_i(n). 
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Auf  ein  interessantes  zahlentheoretisches  Gesetz  hat  dabei  die 
zweite  Formel  (5)  bez.  (6)  geführt.  .Wir  mussten  für*  diesen  Fall  bei 
der  arithmetischen  Berechnung  von  v  unterscheiden,  ob  b  (bez.  c)  Rest 
oder  Nichtrest  von  5  war  (cf.  Formel  (15)  p.  217).  Die  functionen- 
theoretische  Bestimmung  von  v  ergab  in  beiden  Fällen  den  nämlicheif 
Zahl  wert.  So  ergiebt  sich  der  Satz:  Sondern  wir  unter  allen  H(A) 
Glossen  einer  durch  5  teilbaren  Determinante  —  A  die  Glossen  eines 
durch  5  teilbaren  Teilers  vorab  atis,  so  aeigen  die  zurückbleibenden  Glossen 

zur  Hälfte  den  Gharokter  l—j  ■=  +  1;  ^^^  andern  Hälfte  f yj  =  —  1 . 

Übrigens .  werden  wir  unter- diesen  Umstanden  das  60 -fache  der 
linken  Seite  der  Classenzahlrelation  erster  Stufe  von  (5)  (oder  (6))  aus 
dadurch  erhalten,  dass  wir  zur  ersten  Gleichung  die  zweite,  dritte  und 
vierte^  bez.  mit  24,  20  und  15  multipliciert,  hinzuaddieren.  In  der 
That  findet  sich  so,  wie  es  sein  musS;  rechter  Hand  (unter  Benutzung 
von  (5)  p.  229): 

-  lOO  +  12V_i  +  48 V_i  +  40cD  -  äOO  -j-  6OV4.,  =  GO(<t)  +  V). 

In  den  ursprünglichen  Formeln  des  Hrn.  Gierster  (Math.  Ann. 
Bd.  17)  ist  der  Summationsbuchstabe  x  in  den  ClassenzahlsummeU;  wie 
wir  des  Vergleichs  halber  anmerken  wollen,  auf  positive  Zahlwerte, 
eingeschränkt.  Es  fallen  dadurch  die  Summen  immer  gerade  halb  so 
gross  aus,  als  auf  den  linken  Seiten  der  Relationen  (1),  (2)  und  (5),  (6). 
Daher  rührt  es,  dass.  diese  Formeln  nur  erst  dann  mit  den  Gierster'schen 
Relationen  in  voller  Übereinstimmung  sind,  wenn  wir  rechter  Hand 
allenthalben  durch  2  heben.  Mögen  wir  die  Gierster'schen  Resultale 
für  die  durch  5  teilbaren  n  (die  wir  nicht  noch  eingehend  betrachten) 
so  umschreiben,  dass  x,  wie  in  den  bisherigen  Formeln,  gleichmässig 
die  positiven  und  negativen  Zahlenwerte  zu  durchlaufen  hat.  Es  sind 
dann  die  beiden  folgenden  Belationen: 


(7) 


2'  H+.(4«  -  X')  =  2<J)(»0  ^  40(^-)  +  4v(.f-) , 

x.^  +  0  .  • 


ivelche  Hr.  Gierstßr  fiir  die  durch  5  teilbaren  n  getvonnen  hat.  Hierbei 
ist  w==5"m,  m^O  (mod.  5)  gesetzt,  und  <t>(v),  V(y)  sollen  immer 
d^nn  die  Null  bedeuten,  wenn  v  keine  ganze  Zahl  ist.  In  der  zweiten 
Relation  hat  x  alle  positiven  und  negativen  ganzen  Zahlen  zu  durch- 
laufen, für  welche  das  Argument -von  H  positiv  ausfällt,  und  endlich 
definiert  Hr.  Gierster  das  Symbol  6(n)  durch: 
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<'(«1=-2'1(v)  +  (t)M'    ^D^n,    A<D. 


Uuter  den  übrigen  von  Hrn.  Gierster  für  die  niejjlersten  Stufen 
berechneten  Relationen  schliessen  sich  denen  der  fünften  am  unipittel- 
barsten  diejenigen  der  dritten  Stufe  an;  sie  sind  unter  Gebrauch  unserer 
Bezeichnungsweise  die  folgenden: 


(8) 


I.  «  £^  —  1,  (mod.-S) 
2^H(4n  — x;)  =  2V(n), 


X   .+0  ' 


2^H(4«  — x^)  =  2<l)(n). 


x=-M 


(9) 


IL  ni3  1 ,  (mod.  3)  . 


X  -  +1 


4 ^  H (4n  -  x^)  =  2<l)(n)  +  4 V(n), 


X— +  1 


2  2^H(4n  -x^)  =  20(n). 


x=  +  0 


Gegenüber  der  ersten  Stufe,  ist  endlich  noch  sehr  bemerkenswert, 
da&s  sich  die  Zahlen  H(A)  auf  recurrentem  Wege  aus  den  Relationen 
einer  einzelnen  höheren  Stufe  berechnen  lassen;  so  werden  z,  B.  bereits 
die  fünf  Formeln  (8)  und  (9)  eine  vollständige  Definition  der  Symbole 
H(A)  einschliessen.  Die  Rechnung  hat  dabei  den  Weg  zu  gehen^  dass 
jedesmal  der  höchste  Term  auf  der  linken  Seite  der  einzelnen -Formel 
(8)  und  (9)  (d.  i.  derjenige  mit  möglichst  niedrigem  x)  durch  die 
übrigen  Glieder  und  die  rechte  Seite  ausgedrückt  wird.  Man  hat  dabei 
die  Zahl  A  modulo  12  zu.  unterscheiden  und  muss  bei  A  ^  0,  11  die 
dritte  Relation  (8),  (9),  bei  ^^3,  4,  7,  8  hingegen  bez.-  die  vierte, 
fünfte,  zweite  und  erste  Relation  zur  Verwendung  bringen.  Man  kann 
auf  die  Weise  eiue  grosse  Reihe  von  Anfangswerten  H(A)  leicht  be- 
rechnen imd  die  gefundenen  Zahlen  zu  neuen  Bestätigungen  aller  mit- 
geteilten Classenzahlrelationen  benutzen. 


Die  Transformationstheorie  der  elliptischen  Functionen  und  ihre 
Anwendung  auf  die  Arithmetik  bringen  wir  hiermit  zum  vorläufigen 
Abschluss.     Wie  sich  die  künftige  Fortsetzung  zu  gestalten  hat,  liegt 
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auf  der  Hand.  Wir  werden  für  die  allgemeine  Theorie  der  Modular- 
correspondenzen  (cf.  p.  154)  neue  Gesichtspunkte  und  Hülfsmittel 
heranbringen  müasen;  um  auch  aber  das  Gebiet  der  Hauptmoduln 
hinaus  eine  derart  einfache  Anschauung  unserer  Gegenstände  zu  ge- 
winnen, wie  wir  sie  jetzt  in  der  Theorie  der  Modulargleichungen  erhalten 
haben.  Aber  hierzu  sind,  wie  wir  bereite  andeuteten,  neue  allgemeine 
functionentheoretische  Entwicklungen  erforderlich,  welche  über  den 
Ansatz  des  Abschnitts  HI  hinausgreifen.  Indem  wir  uns  vorbehalten, 
hierauf  in  Abschnitt  VI  zurückzukommen,  bringen  wir  mit  Hülfe  der 
inzwischen  gewonnenen  Transformations-  und  Teilungsgrössen  jetzt 
zunächst  das  in  Bd.  I  noch  nicht  völlig  erledigte  functionentheoretische 
Grundproblem  .für  das  Gebiet  der  Congruenzgruppen  auf  allerdings 
indirectem  Wege  zum  Abschluss. 


Fünfter  Abschnitt- 


Analytische  Beliandlnng  des  fanctionentheoretischen  Grimdproblems 

für  die  Congraenzgrappen. . 

Erstes  Kapitel. 

Eiiifiilirung  in  die  Theorie  der  elliptischen  Noriiialcurven 

n*^'  Ordnung  Cn. 

Bei  der  Auflosung  des  functionentheoretischen  Grundproblems  im 
dritten  Abschnitt  hatten  wir  selbst  nach  der  Einschränkung  auf  die 
Congruenzgruppen  in  den  Resultaten  noch  keineswegs  denselben  Grad 
der  Allgemeinheit  erreicht  wie  bei  unseren  gruppentheoretischen  Unter- 
suchungen am  Abschluss  des  zweiten  Abschnitts.  Die  directen  SchlQsse 
der  reinen  Riemann'schen  Theorie  der  algebraischen  Functionen  gaben 
uns  bei  den  höheren  .Stufenzahlen  noch  nicht  die  hinreichend  ein- 
dringenden Hülfsmittel;  und  wir  versprachen,  erst  vermöge  der  vorauf- 
gehend entwickelten  Theorie  der  Teilung  und  Transformation  unser 
gewünschtes  Ziel  erreichen  zu  können.  In  der  That  sind  uns  ja  nun 
diese  beiden  letzteren  Massnahmen  zu  einer  ergiebigen  Quelle  fOr  die 
Bildung  von  Modulfunctionen  höherer  Stufe  aus  solchen  niederer  Stufe 
sowie  aus  dpppeltperiodischen  Functionen  geworden,  und  wir  werden, 
um  das  rückständige  Ziel  zu  erreichen,  aus  der  Gesamtheit  so  ent- 
springender Grössen  geradezu  nur  einen  ganz  geringen  Teil  herauszu- 
greifen brauchen. 

Bei  der  in  dieser  Hinsicht  zu  treffenden  Auswahl  sowie  auch  be- 
treffs -des  einzuschlagenden  Weges  lassen  ..wir  uns  durch  den  Plan 
leiten,  dass  wir  in  einem  ersten  Teile  unserer  neuen  Entwicklungen 
die  Betrachtung  der  elliptischen  Normalcurven  w*®'  Ordnung*)  in  den 
Mittelpunkt  stellen  wollen.    Das  ist  einer  unter  mehreren   möglichen 


*)  Cf.  I  p.  6.67;  man  vergleiche  ausserdem  nochmals  das  Citat  auf  Seite  23 
des  vorliegenden  Band'es. 
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Wegen,  und  es  wird  uns  obliegen,  seine  Zweckmässigkeit  durch  den 
Erfolg  zu  belegen.  Immerhin  wolle  man  für  den  Gebrauch  der  ellipti- 
sehen  Normalcurven  schon  jetzt  folgende  zwei  Gesichtspunkte  als  mass- 
geblich erachten:  Die  Betrachtung  der  Normalcurven  setzt  voraus,  dass 
wir  neben  den  Grössen  cd^  ,  ©2  vorerst  auch  noch  mit  der  Variabelen  u 
(d.  i.  mit  dem  Integral  erster  Gattung)  .arbeiten  wollen;  und  man  wird 
in  der  That  noch  erkennen,  wie  erfolgreich  der  Gebrauch  des  u  selbst 
für  Fragen  der  reinen  Theorie  der  Modulfunctionen  ist,  falls  wir  die- 
selben auf  analytischem  Wege  beantworten  woUen.  Zweitens  aber: 
Wenn  wir  die  durchzuführende  Betrachtung  gewisser  doppeltperio- 
discher Functionen  erster  oder  höherer  Stufen  (cf.  p.  5)  in  das  Ge- 
wand einer  Theorie  der-  elliptischen  Normalcurven  kleiden,  so  hat  das 
in  erster  Linie  den  bekannten  Zweck,  dass  wir  vermöge  der  geome- 
trischen Redeweise  einer  Reihe  von  Vorstellungen  ein  organisches  Ge- 
füge geben,  auf  welches  wir  Wert  legen. 

Es  handelt  sich  für  uns  übrigens  nur  mehr  um  eine  Einführung 
in  die  Lehre  von  den  elliptischen  Normalcurven.  Sowohl  der  durch- 
gebildeten geometrischen  Theorie  dieser  Curven  können  wir  nicht 
ausführlich  nachgehen,  wie  auch  namentlich  die  Verwendung  der 
Normalcurven  für  eiöen  systematischen  Ausbau  der  Theorie  der  doppelt- 
periodischen Functionen  ausser  Betracht  bleibt;  gleichwohl  wollen  wir. 
doch  am  Schlüsse  des  Kapitels  kurz  skizzieren,  in  welchem  Sinne  die 
Betrachtung  der  Teilung  und  Transformation  n-*®'  Ordnung  an  die  ellip- 
tische Normalcurve  n*®'  Ordnung,  geknüpft  werden  könnte. 

§  1.     Die  Definition  der  elliptibsohen  Normalcurve  n^^  Ordnung 
und  die.  eindentigen  Transformationen  derselben  in  sich. 

In  Band  I  jp.  568  hatten  wir  bereits  vorläufig  die  elliptische 
Normalcurve  n*®'  Ordnung  von  der  ebenen  Curve  dritter  Ordnung  des 
Geschlechtes  p=l  aus  mit  Hülfe  dey  Brill-Noether'schen  Begriffs- 
bestimmungen definiert;  indessen  wird  es  gut  sein,  wenn  wir  hier  noch 
um  einen  Schrift  weiter,  zurückgehen.  Wir  knüpfen  etwa  an' die 
drei  Veränderlichen  m,  Oi,  cdj,  denken  hei  stehenden  Werten -v(m  «öj,  cd, 
die  Ebene  der  complexen  Grösse  u  mit  der  zu  co^,  (d,  gehörenden 
Parallelogrammteilung  versehen  und  bilden  vorläufig  ein  einzelnes  unter 
diesen  Parallelogrammen  durch  irgend  eine  zugehörige  doppeltperio- 
dische Function  m^  Grades  erster  Stufe  auf  eine  m-blättrige  Riemann- 
sche  Fläche  des  Geschlechtes  i?  «=»  1  ab,  die  wir  in  üblicher  Weise 
Fm  nennen  (cf.  I  p.  536  u.  f.). 

Man  wähle  nun  auf  der^Fläche  Fm  irgend  ein  System  von  n  Punkten 
aus,  so  giebt  es  nach  I  p.  551  insgesamt  gerade  (n  —  1)  linear-unab- 
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häogige  n-wertige  algebraische  Fonctionen  der  Flache^  welche  an  den 
bezeichneten  n  Stellen  je  einfach  unendlich  werden.  Etwas  genauer 
ausgedrückt  heisst  dies:  Jede  algebraische  Function  der  Fm,  die  an 
der  einzelneu  jener  n  Stellen  entweder  einfach  unendlich  wird  oder 
endlich  bleibt^  im  übrigen  aber  auf  der  jP^  allenthalben  endlich  ist^ 
lässt  sich  linear  in  (n  —  1)  speciellen  Functionen  dieser  Art  darstellen. 
Diese  letzteren  sind  dabei  linear -unabhängig  zu  wählen;  und  indem 
wir  sie  nun  als  Cartesische  Coordinaten  eines  Raumes  Bn—i  von 
(n  ---  1)  Dimension^  ansehen  (cf.  I  p.  556  u.  f.),  wird  durch  sie  die 
Fläche  Fm  wechselweise  eindeutig  auf  eine  eigentlich  im  lZ».i  ge- 
legene Gurve  n^'  Ordnung  (7»  bezogen^  welche  eben  unsere  elliptische 
Normalcurve  ist 

Um  hier  aber  sogleich  das  Hülfsmittel  der  homogenen  Coordinaten 
heranzuholen^  gehen  wir  auf  die  Yariabele  u  zurück  imd  stellen  unsere 
gerade  gewählten  (n  —  1)  linear-unabhängigen  Functionen  der  F^  nach 
I  p.  157  als  ebenso  viele  Quotienten  n-gliedriger  <y-Producte  dar,  wobei 
in  den  Nennern  überall  das  gleiche  Product  auftritt  Hier  werden  wir 
alsdann  den  (n  —  1)  Producten  der  Zähler  als  n^  das -eine  Product  der 
Nenner  coordiniert  anreihen,  um  in  den  Formeln: 


n 


<1)  Xi  =  CiJ^6(u — a.*),    i=l,  2,  ..  .,n 


k=^l 


die  getvünschten  homogenen  CoordincUen  des  Raumes  lJ»-i  zu  besitzen.  Da- 
bei sind  die  d  von  u  unabhängige  Grossen,  und  es  hat  die  Summe: 

(2)  s  =  ^au; 

welche  man  als  Residuensumme  de?  Productes  Xi  bezeichnet,  einen  von 
i  unabhängigen  Wert,  der  übrigens  bis  auf  ganzzahlige  Vielfache  der 
Perioden  durch  Auswahl  jpner'n  Stellen  der  Fläche  Fm  gegeben  ist 
Indejn  wir  jetzt  u  ein  einzelnes  Periodenparallelogramm  überstreichen  lassen, 
wird  der  durch  (1)  definierte  PunJct  Xi  des  Baumes  Rn—i  die  geschlossene 
Normalcurve  C7„  gerade  vollständig  beschreiben*). 

Beim  Gebrauch  der  homogenen  Coordinaten  kleidet  sich  der  Rie- 

*}  Es  ist  dies  der  Ansatz,  von  welchem  Hr.^  Klein  in  seiner  der  Münchener 
Akademie  am  8.  Juli  1880  yorgelegten  Note  „Über  unendlicJ^  viele  Normatfonnen 
des  elliptischen  InJtegrals  erster  Gattung'*  (abgedruckt  Math.  Ann.  Bd.  17)  allererst 
ausging;  eine  ausführlichere  Entwicklung  dieses  Ansatzes  ist  gegeben  in  der  im 
vorigen  Abschnitt  unter  dem  gekürzten  Titel  „l!jormalcurvep"  häufig  genannte 
Abhandlung  Kleines,  welche  den  hier 'und  weiter  folgenden  Darlegungen  des  Textes 
zu  Grunde  liegt.  .    • 
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maQn-Roch'sche  Satz  über  die  Auzahl  linear-UDabhilDgiger  Functionen 
mit  jenen  anfänglich  gewählten  n  Unstetigkeitspunkten  in  folgende 
merkwürdige  Form:  Jedes  n-glicdrige  ö-Product  von  der  Besiduensumme 
Sy  das  tvir  etwa  x'  nennen  mögeti,  ist  linear  und  hmiogen  in  den  n  linear- 
unabhängigen  ö'Prodiictefi  Xi  darstellbar: 

(3)     ■   •  X  =  a^x^  +  a^x^  -j +  anXn , 

wobei  die  Coefficienten  a,-  von.  u  unabhängig  sind  *).  Der  somit  formulierte 
Satz,  der  im  folgenden  immer  wieder  zur  Verwendung  kommt,  ist 
bereits  lange,  bevor  durch  Riemann  und  Roch  das  allgemeine  Theorem 
gewonnen  wurde,  von  Hrn.  Hermite  aufgestellt  worden**)  und  soll 
dieserhalb  als  Hermite'scher  Satz  bezeichnet  werden.  Der  Beweis  des 
in  Rede  stehenden  Satzes  wurde  natürlich  ursprünglich .  in  rein  änä- 
lytischer  Weise  erbracht,  und  zwar  ergab  er  sich  einfach  aus  dem  Um- 
stände, dass  in  der  Reihenentwicklung  der  allgemeinsten  'd'- Function 
n^'  Ordnung  von  gegebener  Resjduensufaime  die  n  ersten  Coefficienten 
völlig  unbestimmt  bleiben,  während  mit  ihnen  alle  folgenden  eindeutig 
bestimmt  waren.  —  •  • 

Den  Zahlwert  der  Residuensumme  s  hat  man  offenbar  nur  bis  auf 
ganzzahlige  Vielfache  der,  wie  schon  bemerkt,  fest  gegebenen  Perioden 
o^,  G72  2^  nehmen.  Indem  man  aber  s  auf  ein  .Periodenparallelogramm 
eingeschränkt .  denkt,  giebt  es  eben  den  wechselnden  Werten  des  s  ent- 
sprechend immer  noch  unendlich  viele  Normalcurven  C7„,  über  deren 
gegenseitige  Beziehung  wir  uns  des  näheren  zu  unterrichten  haben. 

Zu  dem  Ende  gehe  man  von  der  allgemeinsten  rationalen  Trans- 
formation der  Riemann* seihen  FläcJie  Fm  in  sich  aus  und 'bemerke,  dass 
dabei  das  Integral  erster  Gattung  u  notwendig  eine  ganze  lineare  Sub- 
stitution : 

u  =  6w  +  c 

erfährt.  Über  die  hier  auftretenden  Coefficienten  6,  c  lassen  sich  leicht 
erschöpfende  Angaben  machen ,  und  dies  ist  eine  wichtige,  jetzt  vorab 
von  uns  zu  lösende  Aufgabe. 

Lässt  man-  u  eine  Periodenbahn  ^uf  der  jP^  beschreiben,  so  muss 
ein  Gleiches  von  u   gelten,  d.  h.  es  müssen  die  Gleichungen  bestehen: 

wo  wir  unter  a,  ß,  y,  d  vier  vorerst  noch  gar  nicht  näher  bestimmte 


•)  Stimmt  die  Residuensumme  von  df  mit  8  njar  bis  auf  ganze  Vielfache  der 
Perioden  überein,  so  werden  nach  Ip.  157  erst  die  Producte  der  x  mit  einem 
gewissen  Exponentialfactor  lineare  Functionen  dera;,.  von  der  Gestalt  (3). 

**)  Man  sehe  Hermite 's  Brief  an  Jacobi  vom  August  1844  in  Crelle's  Journal 
Bd. '32  oder  auch  Jacobi's  gesauimeltc  Werke  Bd.  II  p.  102. 
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gaDze  Zahlen  zu  yerstelien  haben.  Das  Zasammenbestehen  dieser  zwei 
Gleichungen  erfordert  aber  als  notwendige  Bedingung: 

(4)  h^+xb  +  (ad  —  ßy)  =  0,     (x  =  a  +  d), 

so  dass  b  Wurzel  einer  ganzzahligen  quadratischen  Gleichung  mit  dem 
höchsten  CoefGcienten  1  ist  Eben  diese  nämliche  Forderung  ist  aber 
an  b"^  zu  stellen^  da  auch  umgekehrt  u  mit  u  Periodenwege  beschreiben 
wird;  es  ist  demgemäss: 

(5)  ad-ßY  =  l,    6  =  ~'^g^*'~*- 

Man  setze  hier  zunächst  den  Fall^  dass  y  =»*  0  ist;  alsdann  ist 

(6)  x  =  +  2,    b  =  +  l,    w'=+«*  +  c, 

während  (o  keiner  Einschränkung  unterliegt  Ist  demgegenüber  ^^  ^  0, 
so  erhalten  wir 'für  den  Periodenquotienten  den  particulären  Wert: 

flf  +  6 

CD  = 

y 

Soll  aber  der  hierdurch  angezeigte  Punkt  co  der  positiven  o- Halb- 
ebene augehören,  so  darf  b  nicht  reell  sein,  und  also  werden  wir  für 
diesen  zweiten  Fall   y  ^  0  nur  die  beiden  Möglichkeiten  x  =  0  und 

X  =  +  1  zu  verfolgen  haben.  Ihnen  entsprechen  die  beiden  parti- 
culären Formelgruppen:  * 

(7)  oc  =  0,     b  =  ±i,     u'=±iH  +  c,     (D  =  ?^±^', 

•  y 

(8)  X'^  +  lf     b  =  -\-Q,      +0',      U''=  +  QU-\-C,      +  p*M  +  c, 

y 

Diese  beiden  letzteren  Fälle  treten  also  nur  ein,  falls  die  Invariante  g^ 
bez.  ^2  ^6^  Wert  Null  hat,  d.  i  nur  im  harmonischen  bez.  äquian- 
harmonischen  Falle  (cf.  I  p.  12). 

Auf  der  anderen  Seite  überzeuge  man  sich,  dass  alle  bis  jetzt  ge- 
fundenen Formeln  m'  =  &u  +  c,  und  zwar  bei  ganz  willkürlich  bleiben- 
dem c,  auch  wirklich*Transformationen  der  Fläche  Fm  in  sich  darstellen. 
Zu  diesem  Zwecke  wolle  man  die  betreffende  Substitution  des  u  auf 
ein  einzelnes  Periodenparallelogramm  ausüben  und  wird  finden,  dass 
dasselbe  von  „erlaubter  Abänderung"*)  abgesehen  gerade  in  sich  trans- 
formiert wird;  dabei  wählt  man  in  den  beiden  particulären  Fällen  der 

Formeln  (7)  und  (8)  das  primitive  Periodenpaar  zweckmässiger  Weise 

— • .  , 

*)  Diese  Auedracksweise  besitzt  hier  denselben  Sinn-  und  die  gleiche  func- 
tionentheofetische  Bedeutung  wie*  im  zweiten  Abschnitt  (vgl.  z.  B.  I  p.  280).  ' 


y,  1.    EiDfdhrung  der  elliptischen  Normalcnrven.  ,      241- 

so  auS;   dass    das  Periodenparallelogramm   gleichseitig  wird   und   die 

Winkel  ^  bez.  —,  — -  aufweist 

Gehen  wir  nun  gleich  wieder  vom  Periodenparallelogramm   bez. 

der  Fläche  Pm  zur  Normalcurve  zurück,  so  entspringt  der  Satz:   Die 

elliptische  Normalcurve  Cn  gestattet  unendlich  viele  eindeutige  Transforma- 

^  tionen  in  sidi;   im  aügetneinen  sind  dies  diejenigen  Transformationen, 

welche  äich  in  der  transcendenten  Gestalt: 

(9)  ii=.+.n  +  c    • 

darstellen;  im  harmonischen  und.  ä^uianharmoniscJien  Falle  aber  kommen 
zu  (9)  noch  die  Substitutionen: 

(10)  u'  =  +  iu  +  c     bez.  -  u  =  ^  q^^  u  -{-  c 

hinzu;  die  Constante  c  bleibt  hier  allenthalben  unbestimmt. 

Durch  vorstehende  Betrachtung  wird  nun  gerade  die  Frage  nach 
der  gegenseitigen  Beziehung  der  Normalcurven  getroffen,  welche  bei 
einem  und  demselben  Periodenverhältpis  o^ :  (d^  den  wechselnden  Werten 
der  Residuensumme  s  entsprechen.  Führen  wir  nämlich  unter  Bei- 
behaltung der  in  den  Formeln  (1)  und  (2)  gebrauchten  Bezeiohnungsweise 
die  Transformation  M'==M-f-c  aus,  indem  wir  dabei  c  im  speciellen 
aus  nc  =  s  berechnen  und  a,*  —  o  =  dn  setzen,  so  sind  die 

■     n  n 

(11)  a;;  =  C,  J7  tf  (tt'  -  «.*)  =  C^  17  *  («  -  ö^*) 

nach  den  allgemeinen  Sätzen  über  die  Functionen  der  Fläche  F^  mit 
rationalen  ganz:ibn  homogenen  Functionen  Gi  (x^,  x^,  . . .)  der  ursprüng- 
lichen Xi  proportional;  und  andrerseits  stellen  die  Xi,  wie  man  sielet, 

n 

<y-Producte  mit  der  Residuensumme  Null,  ^^  du,  =  0,  vor.   Indem  wir 

also  das  Goordinatensystem  fest  denken,  mrd  die  durch  m'  =  m  +  c 
angezeigte-  Transformation  der  Normalcurve  in  sich  durch 

x{  :  ar/  :  • .  • :  Xn  =  Gfi  {x^  :  6?«  {x^  :•••:(?„  (o;,) 
dargestellt,   und  auf  diese   Transformation  Jcoptmt  oTso   der   vollzogene 
Wechsel  der  Besiduensumme  zurück. 

Zugleich  geht  hieraus  hervor,  dass  wir  unsere  Betrachtung  nicht 
im  Wesen  beschränken,  wenn  wir  über  die  Residuensumme  (2)  von 
vornherein  in  particulärer  Weise  verfügen;  wir  schreiben  in  diesem  Sinne 
fortan  für  dieselbe  etwa  den  Wert  NuU  vor. 

Unter  den  Transformationen  der  Normalcurve  Cn  in  sich  giebt  es 
immer  einige,  die  in  einfachster  Weise  Collineationen  sind.  Um  sie  zu 
finden,  üben  wir  ie'  =  +  **  +  ^  *^8  und  erhalten  als  Residuensumme 

Klein -Frioke,  Modnlfanotionen.  II.  •  '  16 
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für  die  entspringenden  Xi  zunächst  +mc^  indem  ja  <y( — u)«>  —  tf(w) 
ist  und  die  Besiduensumme  der  Xi  Null  sein  sollte.  Ist  jetzt  +  nc 
ein  ganzzahliges  Vielfaches  der  Perioden,  so  lassen  sich  die  xl^  ifldem 
wir  sie  mit  einem  gemeinsamen  Ezponentialfaötor  versehen  (cf.  I  p.  157), 
wieder  als  tf-Producte  mit  $«»0  darstellen.;  nur  in  diesem  Falle, 
dann  aber  auch  stets,  lassen  sich  die  a;/-mit  n  linearen  homogenen 
Verbindungen  der  ursprQnglichen  Xi  proportional  setzen.  Schreiben  wir 
also  nc  =  la}^  -{-  fio^  (wobei  wir  offenbar  die  ganzen  Zahlen  X\  ^  auf 
das  Intenrall  0,  1,  . . . ,  (n  —  1)  einschränken  können),  so  entspringt  der 
Satz:  Die  elliptische  NarnuUcurve  n^  Ordnung  geht,  den  2n'  StAstiäUumen: 

(12)  .  „' =  +  „  Hl  ^fL-^itfüt 

*  entsprechend j  durch  2n'  Collineationen  des  Baumes  Bn-,i  in  sich  selbst 
übery  und  es  sind  dies  die  einzigen  deraftigen  Collineationen  ^  falls  weder 
g^  fwch  g^  verschunndet*).  Diese  Collineationen  bilden  eine  Gruppe  6r2«r, 
in  welcher  die  oben  (p.  3  u.  f.)  betrachtete  6r»i  eine  ausgezeichnete 
Untergruppe  des  Index  zwei  ist**). 

§  2.     Geometrische  Folgeningen  über  die  Normalourven  C» 
vermöge  der  Methode  des  Frojicierens. 

•  ■ 

In  Bd.  I  p.  560  u.  f.  haben  wir  bei  den  Nortnalcurven  beliebiger 
Geschlechter  p  eine  Art  geometrischer  Deduction  erwähnt,  die  man  als 
Methode   des  Frojicierens  und  Schneidens  bezeichnet,   und'  die  insbe- 


'  *)   Im  Falle  des  VerBchwindens  yon  ^,  oder  g^  wächst  die  Zahl  der  Colli- 
neationen der  C^  in  bich  ersichtlich  aaf  4n*  bez.  Sn*.  Vom  letzteren  Falle  haben 

wir  bei  .n  =  3  bereits  in  I  p.  686  n.  f.  eine  Anwendung  zu  machen  gehabt. 

**)  Weitere  üntersuchnngen  über  die  eindeutigen  Transformationen  (9)  der 
C^  in  sich  hat  nach  der  geometrischen  Seite  hin  insbesondere  Hr.  SegrQ  ange- 
stellt; z.  B.  zieht  derselbe  diejenigen  im  i^^.^  gelegenen  Begelflächen  (tr—  2)^' 

Ordnung  zur  näheren  Betrachtang  heran  ^  deren  Erzeugende  jeweils  die  geraden 
Verbindungslinien  zweier  einander  durch  die  grade  vorliegende  Transformation 
zugewiesenen  Punkte  der  C^  sind.   Im  Falle  t»  =-  4  gewinnen  wir  für  jede  Trans- 

formation  eine  Regelfläche  .2*^  Grades,  auf  welcher  die  C^  gelegen  ist.    Doch 

Tgl.  man  das  Nähere  in  der  I  p.  '668  citiertes  Arbeit  Segre*8.  Zahlreiche  in 
gleicher  Richtung  liegende  Untersuchungen  anderer  Geometer  können  wir  nicht 
besonders  verfolgen.  Übrigens  darf  wohl  noch  bemerkt  werden,  dass  die  Colli- 
neationen der  Curve  8^'  Ordnung  in  sich  zuerst  auftreten  in  der  Arbeit  von 
Klein,  „Über  eine  geometrische  Interpretation  der  Besolventen  algebraischer  Glei- 
chungen'*, Math.  Ann.  Bd.  4  (1872);  vgl.  insbesondere  p.  853  u.  f.  daselbst.  Hieran 
reiht  sich  zunächst  weiter  der  Aufsatz  von  Harnack,  Über  die  Darstellung  der 
JRaumcurve  vierter  Ordnung  erster  Species  durch  doppeltperiodische  Fwxctionen, 
Math.  Ann.  Bd.. 12  (1877). 
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sondere  von  den  modernen  italienischen  Geometern  zur  Anwendung 
gebracht  ist.  Wir  werden  hier  durch  Überlegungen  dieser  Art  ohne 
Mühe  eine  Reihe  von  Aufschlüssen  über  die  elliptischen  Normalcurven 
ableiten  können. 

Bei  fest  gegebenen  Werten  co^,  co^  (oder,  noch  besser  gesagt,  bei 
gegebenen  g^y  g^)  giebt  es  im  Sinne  des  vorigen  Paragraphen  für  die 
projective  Auffassung  im  wesentlichen  nur  eine  einzige  Normalcurve 
Onf  die  eigentlich  im  JR„-i  gelegen  ist.  Man  projiciere  jetzt  die  C7„ 
.  '  von  einem  Punkte  des  Jß«— i  äuf  eine  durch  diesen  Punkt  nicht  hin- 
durchgehende Ebene  des  JRn—i,  d.i.  genauer  gesprochen:  auf  einen  im 
Rn—i  gelegenen  linearen  Raum  jR„_2  von  (n  —  2)  Dimensionen,  der 
das  Projectionscentrum.  nicht  enthaji  Zwei  Fälle  haben  wir  hierbei 
zu  unterscheiden,  je  nachdem  nämlich  das  Projectionscentrum  auf  der 
XJn  selbst  gelegen  ist  oder  nicht.  Als  Protection  findm  wir  im  ersten 
Fall  die  Normalcurve  G,— i  des  Rn—^f  im.  zweiten  Faü  aber  eine  eUip- 
tische  Curve  Cn  der  n*®°  Ordnung  des  Baumes  22«—«. 

Der  fraglichen  Massnahme  werden  wir  leicht  eine  analytische 
Grundlage  .verleihen  und  damit  den  eben  ausgesprochenen  Satz  be- 
legen. Wir  wählen  zu  dem  Ende  das  Coordinatenpoljeder  der  Xi 
derart,  dass  das  Projectionscentrum  in  die  Ecke 

ZU  liegen  kommt,  während  die  gegenüberliegende  Seite  :r,i  =s  0  die  Pro- 
jectionsbasis  Rn—2  sein  soll.  Die  fragliche  Projection  besteht  dann  ein- 
fach in  der  Abstreifung  der  ^****  Variabelen  Xn  und  Deutung  der  übrigen 
als  homogener  Coordinaten  des  i?«— s.  Liegt  dabei  4ie  zum  Projections- 
centrum gewählte  Ecke  jiuf  der  Cn  und  kommt  ihr  iier  Wert  u  «^  a 
des  Integrals  zu,  so  haben  die  (n  —  1)  ersten  <y-Producte  Xi  den  Factor 
6(ji  —  ä)  gemeinsam.  Indeili  wir  also  ihre  Verhältnisse  als  homogene 
Coordinaten  des  Rn—i  deuten,  können  wir  den  gemeinsamen  Factor 
6(u  —  a)  fortheben  und  haben  dann  thatsächlich  nur  noch  mit 
(n  —  l)-gliedrigen  (J-Producten  zu  thun.  Im  anderen  Falle  (däss  näm- 
lich das  Projectionscentrum  nicht  auf  der  C7»  gelegen .  ist)  bleiben  die 
a?!,...,  Xn^i  n-gliedrige  (J-Producte  und  werden  also  auch  im  R^-^i 
das  Periodenparallelogramm  der  t«*Ebene  auf  eine  Cn  der  Ordnung  h 
abbilden. 

Bei  der  soeben  vollzogenen  Projection  von  einem  Curvenpunkte 
aus  haben  wir  übrigens  stillschweigend  die  Voraussetzung  gemacht, 
dass  derselbe  kein  mehrfacher  Punkt  der  C7»  sei.  Indem  wir  auch 
weiter  an  einer  dementsprechenden  Wahl  des  Projectionsceutrums  auf 

der  Cn  festhalten,  mögen  wir  die  Cn—i  in  die  C—»  des  Rn-~i,  diese 

16* 
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in  die  C7»_3  des  jR«— 4  u.  s.  w.  projicieren*).  Letzten  Endes  kommen 
wir  solcherweise  zur  C^  des  R^ ,  zur  C^  des  R^  und  endlich  zur  doppelt 
überdeckten  Geraden  mit  vier  Verzweigungspunkten  (c£  I  p.  568).  Hier 
haben  wir  nun  folgende  geometrisch  evidente  Überlegung:  Da  die  ebene 
O3  des  Geschlechtes  jp  =  1  weder  doppelt  zahlende  Curvenzüge  no^h 
auch  mehrfache  Punkte  aufweist^  so  können  solche  auch  bei  der  C^ 
des  R^,  bei  der  O5  des  jR^  u.  s.w.  nicht  eintreten:  Die  elliptische  NomuU- 
curve  Cn  des  Rn—i  weist  also  weder  doppelt  zählende  Züge  noch  Oberhaupt 
mehrfache  Punkte  auf;  einen  Satz^  den  man  natürlich  auch  analytisch 
als  eine  Eigenschaft  der  n-gliedrigen  (f-Producte  Xi  aussprechen  kann. 

Einen  Augenblick  verweilen  wir  noch  bei  dem  Falle  ^dass  auch 
Projectionen  von  Punkten,  .die  nicht  auf  der  Curve  liegen,  mit  zur  Aus- 
führung kommen.  Da  werden  wir,  allgemein  zu  reden,  elliptische  Curven 
n**'  Ordnung  im  Räume  2J»  von  1/  <  n  —  1  Dimensionen  erhalten.  Um- 
gekehrt bemerkt  man  aber  auch  aufs  leichteste  (durch  Betrachtung 
der  zugehörigen  (^-Producte),  dass  jede  in  einem  B^  gelegene  elliptische 
Curve  Cn  einer  Ordnung  n  >  1/  +  1  als  Projection  der  einen  Cn  des 
jRn— 1  angesehen  werden  kann.  Diese  allgemeinen,  elliptischen  Curven 
des  jRy^  mit  einer  Ordnung  >  1/  +  1  treten  nun  an  Einfachheit  in  mehr- 
facher Bücksicht  hinter  der  einen  diesem'  Räume  Rv  angehörenden 
Normal- Cv4-i  zurück.  Erstlich  ist  gar  nicht  ausgeschlossen,  dass  jene 
Curven  mehrfache  Punkte  aufweisen  mögen,  ein  Umstand,  der  für  v  =  2 
sogar  notwendig  auftritt.  Auf  der  anderen  Seite  aber  bemerke  man, 
dass  es  auch  für  den  projectiven  Standpunkt  selbst  schon  bei  n  =  v  -f-  2 
nicht  mehr  nur  eine,  sondern  unendlich  viele  wesentlich  verschiedene 
elliptisch^  Curven  vafR^  giebt,  was  man  vermöge  einer  kleinen  Zwischen-^ 
betrachtung  durch  die  Willkür  des  frei  im  Ä+i  zu  wählenden  Pro- 
jectionscentrums  zu  begründen  hat.  — 

Endlich  verwenden  wir  die  Methode  des  Projicierens  mit  Vorteil 
bei  der  Discussion  einer  algebraischen  Darstellung  der  Normalcurve 
n^  Ordnung.     Um  eine  solche  zu  Wege  zu  bringen,  bilden  wir  uns, 

die        J*       quadratischen   Verbindungen  der.  Xi  und  bemerken,  dass 


*)  Diese  aaf  einander  folgenden  Massnahmen  lassen  sich  übrigens  auch  in 
einen  Schritt  zusammenziehen;  so  z.  H.  werden  wir  die  beiden  ersten  Projectionen 
znsammengenommen    auch   als    eine   Projection    der    C^  von   der   Polyederkante 

OTj  —=rc,  «-•••«-  jj^_ 2  «=-0  auf  den  durch  a;^__j  =■  a;^  =  0  dargestellten  linearen 
-^n— 8  Q^^&ssen.  Man  mache  sich  diese  Verhältnisse  am  Beispiele  der  C^  deut- 
lich; die  Tetraederkante,  von  der  aus  wir  projicieren,  muss  dabei  eine  Secaate 
der  Cj- sein,  um  als  Projection  der  C^  auf  die  gegenüberliegende  Tetraederkante 
die  letztere  in  doppelter  Überdeckung  zu  erhalten. 
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dieselben  2n-gliedrige  (f-Producte  der  Residuensumme  Null  vorstellen. 

'  Nach  dem  Hermite'schen  Satze  kqnnen  also  unter  ihnen  höchstens  2n 

linear-unabhängige  Grössen  vorkommen,  während  sich  durch  diese  die 

übrigen     ^^ ""  ^  Producte  XtXk  linear  darstellen  lassen.    So  entgingen 

— ^-r — -  linear-unabhängige  homogene  Belationen  zweiten  Grades  ztmsclien 

den  Xi]  ioir  werden  dieselben  als  ebenso  viele  Flächen  ssvoeiten  Grades  des 
JR,— 1  deuten^  auf  deren  jeder  die  Cn  ganz  gelegen  ist,  Thatsächlich  wer- 
den wir  weiter  unten  2n  linear- unabhängige  2n-gliedrige  (J-Producte 
auf  dem  gekennzeichneten  Wege  gewinnen  und  können  daraufhin  die 

— ^ —   quadratischen   Relationen   unmittelbar   hinschreiben.     Es   ist 

interessant  schon  hier  zu  bemerken,  dass  diese  Relationen  nicht  nur, 
wie  wir  schon  andeuteten,  von  einander  linear-unabhängig  sind,  son- 
dern dass  auch  umgekehrt  jede  neue  quadratische  Eelaiion  nur  eine  lineare 

Combination  jener  — ^-^ — -  Gleidiungen  ist,     Auth   letzteren  Umstand 

folgert  man  leicht  aus  der  linearen  Unabhängigkeit  jener  zunächst 
gebildeten  2n  (J- Producte*). 

Man  kenn  nun  vermöge  der  Methode  des  Projicierens  den  Beweis 

•  AS    f^t    ^^.^    ft\ 

erbringen,  dass  die  eften  genannten  — ^ — -  Flächen  zweiten  Grades  die 

Normalcurve  n*®'  Ordnung  rein  zum  Ausscimitt  bringen.  Man  setze  näm- 
lich, die  Flächen  hätten  ausser  der  Cn  noch  einen  weiteren  Bestand- 
teil C^")  gemein,  und  wende  nun  Projection  von  einem  Punkte  der  Ön 
•  aus  an.  Um  zu  beschreiben,  was  hierbei  aus  den  Flächen  zweiten 
Grades  wird,  kleiden  wir  die  leicht  zu  bewerkstelligende  analytische 
Deduction   sogleich    in   ein   geometrisches   Gewand.     Wir   fassen   die 

^  J~  Flächen  als  Individuen  eines  — ~  /* "~ — ^ach  unendlichen 
linearen  Systems  solcher  Flächen  auf  und  finden  in  diesem  insbeson- 
dere  ein  — "^  •   -fach   unendliches   lineares   System   von  Kegeln, 

deren  gemeinsame  Spitze  das  Projeetionscentrum  ist.  Nur  diese  Kegel 
liefern   nach   Ausführung    der   Projection    im    /?«— 2   ein    System   von 

Y linear-unabhängigen  Flächen  zweiten, Grades,  welche  nun 

ihrerseits  im  Sinne  unserer  Annahme  die  Curve  C„-i  +  G^-^)  aus- 
schneiden werden.  Hier  w.olle  man  beachten/  dass  diese  letztere  Curve 
jedenfalls    die    gesamte   Projection    des   Durchschnitts    Gn  +  C^**)   der 


*)  In  ders-^lben. Weise  Hessen  sieb  auch  die  cabiachen^  biquadraiischen  etc. 
Relationen  zwischen  den  x  behandeln. 
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Flächen  2*^*6rades  im  Rn-^i  aufweisen  muss^  und  dass  eben  deshalb^ 
wofern  ein  Teil  C^^^  wir)[lich  vorkonunt,  jedenfalls  auch  ein  OurVenzug 
CC»»— 1)  auftreten  muss.  Die  nämliche  Überlegung  wiederhole  man  bis 
zum  Räume  B^  herab ,  wo  jetzt  offenbar  zwei  Flächen  zweiten  Grades 
mehr  als  eine  (^  gemeinsam  haben  müssten,  sofern  ein  Zug  C^^)  wirk- 
lich auftreten  sollte.  Indem  man  aber  weiss,  dass  die  elliptische 
NormaUQ'des  B^  der  vollständige  Durchschnitt  zweier  Flächen  Zei- 
ten Grades  ist,  ergiebt  sich  jetzt  umgekehrt  unsere  obige  Behauptung 
betreffs  des  reinen  Ausschnitts  der  C«. 


§  3.    Das  kanonisohe  Coordinatensystem  der  C3  und  seine  Ver- 
allgemeinerung för  die  Cn. 

Die  Bedeutung,  welche  den  elliptischen  Normalcurven  für  die 
Probleme  der  Teilung  und  Transformation  zukommt,  wird*  dadurch 
begründet,  dass  wir  besonders  charakteristische  Coordinatensysteme 
för  die  Darstellung  der  Cn  zu  Grunde  legen  können.  Wir  jwrerden  in 
diesem  Sinne  gut  thun,  hier  zunächst  einige  der  gebräuchlichen  Coor- 
dinatensysteme der  ebenen  O3  in  die  Discussion  zu  ziehen  und  be- 
ginnen mit  der  Betrachtung  der  wohlbekannten  Gleichungsform 

die  wir  aber  sogleich  unter  Einführung  der  homogenen  Coordinaten: 


<i) 


X^  l  X^  *  X^.  —  p   l  y?  l  L 


in  die  homogene  Gestalt  umsetzen: 

(2)  Xj^X^  —  4X^^  +  5^2*2^3^  +  5^8  V  =  0.*) 

Die  hiermit  geschriebene  Gleichungsform  der  Cj  heisse  die  kaho- 
nische,  einen  Namen,  den  wir  zugleich  auf  das  ihr  zu  Grunde  liegende 
Coordinatensystem  übertragen.  Indem  wir  sogleich  den  geometrischen 
Sinn  des  kanonischen  Coordinatensystems  beschreiben  wollen,  möge 
man  vorerst  noch  bemerken,  in  welch'  naber  Beziehung  die  kanonische 
Gestalt  (2)  zur  linearen  Invariantentheorie  der  ternären  cubischen 
Formen  steht.  Eine  Form  dieser  Art  besitzt  bekanntermassen  zwei 
Invarianten,  die  man  nach  Aronhold,  welcher  sie  auffand,  durch  8 
und  T  bezeichnet.  Die  erste  unter  ihnen  ist  von  vierter,  die  andere 
von  sechster  Dimension  in  den  Coefficienten,  und'  man  findet  ihre  voll- 
ständigen  Ausdrücke   z.  B.   in    den   Salmon'schen   Vorlesungen    über 

*)  Indem*  man  übrigens  auf  die  Formeln  (3)  in  I  p.  157  zurückgeht,,  stellen 
sich  die  hier  auftretenden  x^  mit  gewissen  dreigliedrigen  (j-Productcn  proportional 

dar,  womit  formeller  Anschluss  an  das  Gleichungssystem  (1)  des  vorletzten  Para> 
graphen  gewonnen  ist. 
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höhere  ebene  Curven.  Berechnet  man  nun  für  die  Form  (2)  die  beiden 
fraglicben  Invarianten,  so  kommt: 

(3)-  5=-— jfa,     T=— ^j; 

• 

es  sind  also  von  numerischen  Bestandteilen  abgesehen  unmittelbar  die  bei- 
den Ar onhoW sehen  Invarianten,  welche  die  Goefficienten  unserer  Jcanoni- 
sehen  Glcichungsform  abgehen.  Will  man  Gleichung  (2)  noch  so  um- 
formen, dass  nur  noch  die  absolute  rationale  Invariante  J  ullein  in 
den  Coefficienten  auftritt,  so  wende  man  zu  dem  Zweck  die  Trans- 
formation an: 

(4)  x,:x^:x^  =  (g^i  -  yj  :  (g^g^i  •  y^)  :  {g^i  •  y,)  • 

Die  Gleichung  (2)  nimmt  daraufhin  die  Gestalt  an: 

(5)    .  •  ■      Vi^vz  —  ^y»'  +  Y~j  ^y^y^^ + y»')  =  o- 

Überall  sind  es  hier  nur  die  rationalen  Invarianten  (cf.  I.  p.  3  u.  f.), 
welche  in  den  Coefficienten  unserer  Gleichungen  (2)  und  (5)  auftreten. 
Man  halte  hieran  im  Gegensatz  zu  späteren  Entwicklungen  fest,  wo 
wir  auch  wieder  irrationale  Invarianten  als  Gleichungscoefficienten 
antreffen  werden.  Vor  allem  ziehe  man  aber  aus  der  Rationalitat  der 
Coefficienten  von  (2)  sogleich  den  nachfolgenden  Schluss:  Eine  beliebig 
vorgelegte  elliptische  C^  lässt  sich  nur  durch  eine  einzige  Gleichung  der 
Jcanonischefi  Gestalt  darstellen;  denn  es  sind  eben  die  Coefficienten  der 
letzteren  rational  in  denjenigen  der  ursprünglichen  Gleichung.  Man 
wird  im  Anschluss  hieran  gleich  fragen,  durch  wieviele  unterschiedene 
lineare  Transformationen  eine'  vorgelegte  allgemeine  Gleichungsform 
der  C^  in  die  kanonische  Gestalt  übergeführt  wird:  Offenbar  giä)t  es 
insgesamt  achtzehn  derartige  Transformationen*),  dem  Umstände  ent- 
sprechend, dass  die  C^  durch  achtzehn  Collioeationen  in  sich  übergeht 

Bei  dieser  Sachlage  muss  es  für  die  Normalcurve  dritter  Ordnung 
immer  achtzehn  verschiedene  kanonische  Coordinatensysteme  geben, 
die  insofern  mit  einander  gleichberechtigt  sind,  als  sie  alle  aus  einem 
unter  ihnen  durch  die  Collineationen  der  O^^  entstehen.  Es  ist  hier- 
mit noch  keineswegs  behauptet,  dass  es  nun  auch  achtzehn  unterschie- 
dene kanonische  GooTdineitendreiecke'  gieht)  vielmehr* kann  das  einzelne 
unter  ihnen  sehr  wohl  bei  einer  in  der  G^^  *  enthaltenen  Gp  mit  i/  >  1 

in  sich  übergehen.    Wir  konnten  in  diesem  Betracht  sehr  leicht  ^ma- 

• 

Ijtisch   das  Nähere  feststellen;   inzwischen    gelangen    wir   durch  eine 


^)  Im  Falle  ^/s  -»  0  und  ^,  &=>  0  wird  es  in  analoger  Weise  ersichtlich  36 
bez.  54  lineare  Transformationen  einei*  allgemeinen  Gleichungsform  in  die  kano- 
nische Gestalt  geben. 
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geometrische  Betrachtung  des  kanonischen  Systems  noch  zu  einem  besse- 
ren Überblick.  Dabei  ist  nun  sofort  zu  sehea,  dasa  x^'=  0  eine 
Wendetangente  unserer  Curve  ist,  deren  BerQhi'ungspunkt  in  der  Ecke 
x^=s  Xq  >=  0  liegt,  und  dass  die  zu  diesem  Wendepunkte  gehörende 
harmonische  Polare  durch  a?i  =  0  dargestellt  ist.  Um  die  Bedeutung ' 
der  dritten  Dreiecksseite  zu  finden  ^  schneide  man  die  C,  mit  dein  vom 
fraglichen  Wendepunkte  ausgehenden  Geradenbüschel  x^x^  —  x^x^^==0. 
Unter  diesen  Geraden  giebt  es  vier  Tangenten  der  C^,  deren  Parameter 
x^,  X3  sich,  wie  man  leicht  berechnet,  aus 

(6)  ^(4x2»  —  9i^^3^  —  9fi^^)  =  0 

bestimmen.  Mit  Rücksicht  auf  I  p.  17  u.  f.  ergiebt  sich  also,  das3 
durch  a^g  «=a  0  die  lineare  Polare  der  Wendetangente  (xg  =  0)  it{  Bezug 
auf  die  drei  anderen  Tangenten  (6)  dargestellt  ist.  Da  eine  ebene  C^ 
des  Geschlechtes  |)  =  1  neun  Wendepunkte  hat,  so  gieht  es  auf 'Grund 
unserer  geometrischen  Analyse  insgesamt  neun  kanonische  Coordinaten- 
dreiecke.  Ein  jedes  unter  ihnen  muss  .demnach  bei  einer  G2  unver- 
ändert bleiben.  Diese  G^  ist  auch  wieder  geometrisch  von  vornherein, 
zu  erkennen,  denn  die  zum  Wendepunkt  00^^=^  x^^^O  als  Centrum  und 
zur  harmonischen  Polare  a:^  =  0  als  Axe  gehörende  harmonische  Per- 
spectivität  (cf.  I  p.  709)  muss  offenbar  die  Cg  wie  das  Coordinaten- 
dreieck  der  Xi  in  sich  überführen. 

Die  neun  harmonischen  Perspectivitäten  der  C^  in  sich  sind  offen- 
bar diejenigen  Operationen  der  G^g,  welche  sich  in  der  transcendenten 
Gestalt  w'  «=  —  w  +  ^  darstellen.  Insbesondere  gehört  u  =  —  u  zum 
Coordinatendreieck  (1),  und  es  stellt  sich  diese  Transformation  alge- 
braisch in  einfachster  Weise  durch  Zeichenwechsel  des  x^  bei  unver- 
änderten X2,  x^  dar.     Die  übrigen  neun  Transformationen:  . 

(7)  n'=  u  +  ^-^J^ 

der  Cj  in  sich,  welche  för  sich  eine  Untergruppe  Gq  der^G^^  bilden, 
werden  sich  in  den  Xi  durch  solche  lineare  Substitutionen  darstellen, 
deren  neun  Coefficienten  (abgesehen  freilich  von  der  Identität  u  =  u) 
durchgehends  von  Null  verschieden  sind.  Es  ist  ein  Leichtes,  Über 
diese  Coefficienten*  nähere  Angaben  zu  machen.  Wir  bezeichnen  dabei 
die  P'  und  ^'-Function  des  besonderen  Argumentes  (7)  durch  px,n{u) 
und,^i,^(w)  und  haben  nun  offenbar  die  beiden  Ansätze: 

• 

(9^      ^;     (u\  =  ?L^' ^^^  +-^« fW  +  «8       ,^ ,     A A  _  h,p\u)  +  \p{u)+h^ 
W      F^,A*W       c,p'W+c,p{u)  +  c,^    F^,A*W       c,p'{u)  +  c,p{u)  +  c,^ 

wo  die  ai,  6;,  Ci  von  u  unabhängige. Coefficienten  sind.  Um  z.  B.  die 
hij  Ci  zu  bestimmen,  bemerke  man,  dass 


V,  1.    Einführ oDg  der  ellipÜBclien  Normalcuryen.  249 

nnabhängig  von  u  erfüllt  sein  muss.  Entwickelt  man  also  die  linke  Seite 
von  (9)  in  eine  Reihe  nach  ansteigenden  Potenzen  von  u^  wobei  für 
p(u)f  p'(u)  die  Formeln  I  p.  149  (1)^  für  px,fi(u)  aber  die  Taylor'sche 
Entwicklung: 

(10)  PxA^)  =  F^.^  +  U'Pif,  +.y  plf,  +  y  Pxif.  +  '-,' 

Anwendung  findet*);  so  muss  der  Coefficient  jeder  einzelnen  Potenz 
von  u  in  der  für  (9)  entspringenden  Reihe  identisch  verschwinden;  so 
erhält  man  lineare  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  h,  d.  Überdies 
beachte  man,  dass  nicht  nur  das  Quadrat  von  p'Cu)  ganz  und  rational 
in  p{u),  g^}  9z  '^^^y  sondern  dass  vor  allem  die  sämtlichen  höheren  Ab- 
leitungen ^"(w),  •  •  •  ganz  und  rational  in  p{u)j  p'(u),g2,gs  dargestellt 
werden  können.  Indem  ein  analoger  Gedankengang  offenbar  auf  die 
erste  Gleichung  (8)  Anwendung  findet^  lassen  sich  die  Coefficienten 
a,  h,  c  als  rationale  ganze  Functionen  von  g^,  g^  und  den  beiden  be- 
sonderen Teilwerten  px,fiyp\,fA  darstellen.  Von  p'x^fi  lassen  sich  alle 
höheren  Potenzen  als  die  erste,  von  p^^fi  alle  höheren  als  die  dritte 
entfernen  (cf.  Fornlel  (3)  p.  16);  hat  man  diese  Rechnung  durchgeführt, 
so  sind  die  Coefficienten  jeder  der  Gleichungen  (8)  bis  auf  einen  allen 
gemeinsamen  Factor  eindeutig  bestimmt. 

Die  elementare  Durchführung  der  hiermit  skizzierten  Rechnung 
führt  auf  die  nachfolgende,  sogleich  wieder  homogen  geschriebene 
Substitution: 


(11) 


2 


2 


(TCXi  =  Spxfi  •  Xi  —  4:px,u  (}2px,,  —  5^2)  •  ^ 

—  ^px^iplf^  —  ^9%Px^  —  e^fg)  .  x^ , 
nx^  =  ipxnPxix'X^  —  i{Ap\^.  —  Sg^pxf,  +  45^3)  .  X, 


2 


2 


7cx^  =  ip'x^  .  x^  +  4(12p;^  —  g^  .  X. 


2 


wobei  unter  %  der  Proportionalitätsfactor  verstanden  ist.  Indem  wir 
nun  noch  der  Combination  A  =  /i  «=  0  in  (7)  die  identische  Substi- 
tution der  Xi  zuordnen,  Kefern  uns  die  verschiedenen  Werte  A,  /i  ins- 
gesamt neun  Substitutionen,  welche  eine  Gruppie  bilden.  Natürlich  wird, 
falls  wir  durch  Combination  zweier  solchen  Substitutionen  eine  dritte 
Operation  der  6f<,  wirklich  herstellen  wollen,  ein  ausgedehnter  Gebrauch 


*)  Man  vergl.  die  im  Yorigen  Abschnitt  p.  12  eingeführte  Bezeiohnangs weise 
der  Teilwerte. 


(12) 
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von  denjenigen  algebraischen  Relationen  zu  machen  sein,  welche  ftlr  die 
^^;,/i9  ^>i,tij  als  fQr  ganze  Modulformen  dritter  Stufe,  in  Gültigkeit  sind. 
Jd  entsprechender  Weise  kommen  die  speciellen  Teilungsgleichungen 
Helbst  zur  Anwendung,  falls  wir  die  Gleichung  (2)  thatsächlich  durch 
die  »Substitution  (11)  in  sich  selbst  überführen  wollen. 

Die  Verallgemeinerung  des  kanonischen  Coordinatensystems  f&r 
die  Normalcurven  C^^y  C^  u.  s.  w.  Igsst  sich  in  mehrfacher  Art  erreichen. 
Immer  liegt  nur  der  Nachdruck  darauf,  dass  wir  ausschliesslich  mit 
den  rationalen  Invarianten  oder,  um  es  gleich  anders  zu  sagen,  mit 
6f5ssen  erster  Stufe  zu  thun  haben  wollen.  Dies  erreichen  wir  z.  B., 
wenn  wir  für  die  C«  des  jR»— i  als  Gartesische  Coordinaten  ^(w),  i^'(**)> 
^"(«), . . .,  ^('*~^)(m)  zu  Grunde  legen*);  dass  diese  Grössen  auch  wirk- 
lich linear- unabhängig  sind,  erkennt  man  leicht  aus  den  Anfangs- 
gliedern  der  Reihenentwicklungen  nach  u.  Es  werden  dann  z.  B.  die 
beiden  linear -unabhängigen  Flächen  zweiten  Grades,  welche  die  ilaum- 
curve  vierter  Ordnung  als  Durchschni^;  haben,  durch  die  beiden  Glei- 
chungen 

ßp''-2pp"  +  2g,p +  33,-^.0 

gegeben  sein,  in  deren  Coefficienten  ausser  numerischen  Bestandteireu 
nur  die  Invarianten  g^f  9a  enthalten  sind.  An  Stelle  von  (8)  treten 
jetzt  die  Gleichungen: 

Die  Bemerkungen  über  die  Coefficienten  der  Gleichungen  (13)  über- 
tragen sich  vom  Falle  n  =  3  her  ohne  weiteres,  wie  man  denn  offen- 
bar auch  ganz  allgemein  bei  der  elliptischön  Normalcurve  w**'  Ordnung 
wiederum  entsprechende  Verhältnisse  antrifft.  Wir  haben^  übrigens 
um  so  weniger  Veranlassung,  hierbei  noch  ausführlicher  zu  verweilen, 
als  das  kanonische  Coordinatensystem  für  unsere  späteren  Zwecke  der 
engeren  Modultheorie  nicht  entfernt  eine  gleich  wichtige  Bedeutung 
besitzt,  wie  das  nun  zu  besprechende  „singulare"  System. 

§  4.    Das  singulare  Ooordinatensystem  für  die  Normalcurve  C^***) 

Erste  Einführung  der  Grössen  Xa. 

Mit  Rücksicht  auf  sein  Verhalten  gegenüber  der  Modulgruppe 
könnten  wir  das  kanonische  Coordinatensystem  der  Normalcurve  n*^ 

*)  Etwas  anders  ist  die  Verallgemeinerung  des  kanonischen  Coordinaten- 
Systems  in  „Normalcurven'*  ä  7  durchgeführt. 

**)  Man  vergl.  hier  die  Jioch  mehrfach  zu  nennende  Arbeit  von  Hrn.  Bianchi, 
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Ordnung  auch  als  dasjenige  der  ersten  Stufe  bezeichnen.  Es  hat  sich 
aber  des  weiteren  gezeigt,  dass  man  in  übersichtlicher  Weise  ein 
anderes  Goordinatensystem  für  die  Cn  aufbauen  kann,  welches  eine 
gleich  innige  Beziehung  zur  n**"  Stufe  aufweist;  wir  werden  dieses 
neue  Coordihatensysteni  als  3as  singulare  benennen.  Im  Falle  n  =  3, 
den  wir -wieder  zunächst  besonders  betrachten,  handelt  es  sich  einfach 
um  die  sogenannte  Hess  ersehe  Normalform  der  CurvengleichuDg.  Die 
letztere  lautet  bekanntlich: 

(1)  XJ>  +  X,'  +  X,»  +  6aX,X, Z,  -  0; 

wir  haben  dabei  die  Coordinaten,  wie  es  hinfort*  allgemein  bei  Zu- 
grundelegung des  singulären  Coordinatensystems  geschehen  mag,  durch 
den  Buchstaben  X  bezeichnet. 

Um  an  dieser  Gleichung  die  allgemeinen  Überlegungen  von  §  1 
und  §  2  zu  specialisieren,  so  bemerke  man  zunächst,  dass  sich  die  G^^ 
aller  CoUineationen  der  C^  in  sich  unter  Zugrundelegung  der  Xa  äusserst 
einfach  darstellt.  Es  wird  nämlich  (1)  erstlich  bei  den  sechs  Per-' 
mutationen  der  X«,  welche  eine  Untergruppe  6^  bilden,  in  sich  über- 
gehen, ausserdem  aber  bei  der  aus  Xa  =^  Q^Xa  entspringenden  G^y 
welche  mit  der  Gq  zusammen  die  G^^  bilden  wird*).  Man  sieht,  dass 
das  Cooräinatendreieck  der  Xa  durch  alle  achttsehn  CoUineationen  der  G^^ 
in  sich  transformiert  tvird,  und  eben  deshalb  müssen  die  neun  Schnitt- 
punkte desselben  mit  der  Gj,  von  denen  übrigens^  zufolge  leichter 
Rechnung  keine  zwei  coincidieren,  ein  System  von  neun  Punkten  der 
Q  bilden,  das  durch  alle  in  Rede  stehenden-  achtzehn  CoUineationen 
in  sich  übergeführt  wird.  Man  wird  sofort  vermuten,  dass  wir  hier 
mit  dem  System  der  neun  Wendepunkte  der  C^  zu  thun  haben,  und 
beweist  solches  in  der  That  -auf  Grund  bekannter  Sätze  über  Curven 
3*®'  Ordnung  durch  Berechnung  der  Hedse'schen  Curve  von  (1),  für 
welche  wir  die  Gleichungsform  gewinnen: 

X,'  +  JT.»  +  X/  -  ?-+-l^' .  X,X,X,  ^  0. 

Es  ist  nun  ein  bekannter  Satz  aus  der  Theorie  der  ebenen  Curven 
dritter  Ordnung,  dass  sich  die  neuu  Wendepunkte  auf  vier  Weisen 
durch  je  drei  gerade  Linien  ausschneiden  lassen,  und  man  benennt 
diese  vier  Tripel  von  Geraden  als  die  vier  Wendedreiecke  der  C^,  Indem 
das  Dreieck  der  Xa  zu  ihnen  gehört,  fiüden  wir  vor  allen  Dingen  das 

■ 

Über  die  Narmdlformen  dritter  und  fünfter  Stufe  des' eUiptisehen  Integrals  erster 
Gattung,  Math.  Ana.  Bd.  17  (1880). 

*)  Die  Specialfälle  ^2  »  0  und  ^3  —  0  lassen  wir  hier  der  Kürze  halber  ausser 
Betracht. 
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Resultat  y  dass  unser  singtdäres  Coordinatendreieck  der  C^  mies  unier  vier 
coordinierten  ist  Wir  können  daraufhin  leicht  die  Anzahl  aller  singu- 
Ifiren  Coordinatensysteme  selbst  bestimmen  ^  indem  wir  abzählen,  wie- 
viel Substitutionen  Xa  =  CaXß  aus  (1)  wieder  eine  Gleichung  derselben 
Gestalt  herstellen.  Offenbar  aber  darf  man  zu  solchem  Zwecke  erst- 
lich jedes  Xa  mit  einer  beliebigen  multiplicativea  dritten  Einheitswurzel 
versehen,  was  für  die  Quotienten  der  Xa  neun  Möglichkeiten  giebi  . 
Gombinieren  wir  dieselben  •  mit  den  sechs  Permutationen  der  Xaj  so 
entspringen  bei  festliegendem  Dreieck  noch  54  verschiedene  Systeme,  so 
dass  die  Gesamtzßhl  dller  singulären  CoordincUensysteme  filr  die  Normal- 
curve  dritter  Ordnung- sich  zu  216  "berechnet. 

Statt  hier  übrigens  von  216  Ooordinatentransformationen  zu  reden, 
können  wir  ein  erstes  System  auch  festhalten  und  nun  die  entspringen* 
den  216  Substitutionen  als  eine  Gruppe  G^^^  von  OoUineationen  der 
Ebene  auffassen.  Indem  dann  (1)  bei  einer  Untergruppe  O^^  in  sich  • 
selbst  übergeht,  entspringen  insgesamt  zwölf  unterschiedene  Glei- 
chungen (1),  d.  h.  der  Coefficient  a  ist  eine  zwölfwertige  Grösse*).  Um 
die  nähere  Bedeutung  derselben  aufzudecken,  stellen  wir  die  nach- 
folgende Betrachtung  an. 

Wenn  wir  von  einer  vorgelegten  allgemeinen  Gleichungsform  der 
Cj  durch  eine  der  216  Substitutionen  zur  Hesse'schen  Normalform 
gehen,  so  wird  dabei  a  jedenfalls  eine  homogene  Function  nullter  Di- 
mension der  urtprönglichen  Coefficienten  werden.  Stellen  wir  also 
gleich  fest^  dass  a  als  zwölfwertige  Function  der  absoluten  Invariante  \f 
allein  betrachtet  werden  kann.  Des  näheren  gelingt  es*  leicht,  alle  zwölf 
Werte  a  in  einem  unter  ihnen  auszudrücken.  Erstlich  werden  bei 
der  G^f  welche  das  Coordinatendreieck  der  Xa  in  sich  transformiert, 
offenbar  neben  a  selbst  noch .  die  beiden  Werte  d  =  pa,  a  =  Q^a 
treten.  Weiter  aber  müssen  wir  vom  Dreieck  der  Xa  den  Übergang 
zu  einem  zweiten  Wendedreieck  finden  und  merken  zu  dem  Ende  als 
die  Coordinaten  Xa  der  neun  Wendepunkte  an: 

(2)  (0,-l,Q'),    (-l,p',0),    ((.',0,-1);     v  =  0,l,2.  . 
Schreiben  wir  also  z.  B. 

(3)  ^..  «.X„'=X„  +  p«"X,  +  p''X„ 


*)  Die  bei  dieser  Auffassung  eintretenden  zwölf  Curven  Cg  gehören  übrigens 
calle  dem  sog.  sjzygetiscben  Büscbel  an,  das  sieb  aus  Grandcurve  und  Hesse- 
Bcber  Curve  linear  zusammensetzt  (vgl.  Clebscb- Lindemann,  Vorlesungen  üb^ 
Geometrie  I  p.  605);  im  barmdbiscben  Falle  werden  jene  zwölf  Curvbn  zu  je  zwei, 
im  äquianbarmoniscben  zu  je  dreien  identisch. 
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80  haben  wi»  ofiFenbar  im  Dreieck  der  Xd  wieder  ein  Wendedreieck. 
Aber  die  CoUineation  (3)  führt  von  (!)•  zur  neuen  Gleichung: 

« 

und  da  die  letztere  wieder  die  Hesse'sche  Normalform  hat,  so  gehört 
die  Operation  (3)  d^r  G^^^  an.    Eine  neue  Gestalt  des  in  Rede  stehen-  • 
den  Coefficienten  lese  man  aus  der  letzten  Gleichung  ab  und  gewinnt 
nun  sofort  als  dessen  sämtliche  zwölf  Gestalten: 

k 

(4)  a:  =  Q^a,    a=Q^'  !7^\' 

1  +  2  a  p 

Da  haben  wir  nun  die  ^wölf  Tetraedersubstüuiionen  wieder  ge- 
wonnen, weon  auch  noch  nicht  direct  in  der  Gestalt  von  I  p.  615. 
Um  die  letztere  zu  erhalten,  kann  man  entweder 

1     '  £ 

(5)  a  =  -^     oder    a  =  —  -|- 

setzen,  welche  doppelte  Möglichkeit  offenbar  in  dem  Umstände  be- 
gründet ist,  dass  die  Tetraedergruppe  nicht  nur  in  sich,  sondern  auch 
in  der  Oktaedergruppe  ausgezeichnet  enthalten  ist  Wir  behaupten 
nun,  dass  für  uns  die  zweite  Formel  (5)  die  zutreffende  ist,-  dc^s  also 
der  Coefficient'a,  mit. dem  Factor  — 2  versehen,  als  Function  der  ratio- 
nalen Invariante  J,  direct  die  Tetraederirrationälität  i  in  der  von  uns 
seinerzeit  gewäJilten  Fixierung  vorstellt.  Man  findet  nämlich  als  Aus- 
drücke der  Invarianten  S,  T  im  Anschluss  an  die  Form  (1)  (cf.  Sal- 
mon  1.  c): 

S  =  a^a\     T=l  — 20a'  — 8a«. 

Rechnen  wir  dies  vermöge  der  zweiten  Gleichung  (5)  auf.g  um  und 
recurrieren  auf  (3)  p.  247,  so  ergiebt  sich: 

womit  in  der  That  die  Tetraedergleichung  (I  p.  104  (1))  wiedergewon- 
nen ist. 

Die  Gjig,  welche  wir  soeben  als  CoUineationsgrnppe  der  Xa  ge- 
wannen, entsteht  zufolge  des  gerade  erhaltenen  Ergebnisses,  abstract 
genommen,  durch  Combination  der  G^^  der  Collineationen  von  Q  in 
sich  mit  der  nicht- homogenen  Tetraedergruppe  G^^,  Man  wolle  be- 
merken, dass  solcherweise  gerade  diejenige  G^^^  erzeugt  wird,  die  wir 
oben  (p.  2  u.  f.)  für  die  Betrachtung  der  elliptischen  Functionen  dritter 
Stufe  zu  Grunde  legten.  Indem  wir  nämlich  die  Cr^^  ^^^  ^^^  einzel- 
nen Substitution  der  Periode  zwei:  u  =  —  tt  combinieren,  entspringt 
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eine  mit  der  homogenen  Tetraedergruppe  G^  holoedrisch   isomorphe 
Gruppe.     Hierzu  hat  dann  noch  die  Gq  der  Operationen 

U  ^U-i ~ 

ZU  kommen ;  und  das  ist  im  wesentlichen  gerade  diejenige  Gruppe  G^, 

um  welche  es  sich  a.  a.  0.  auch  handelte*). 

% 

§  5.    Darstellung  der  bei  der  C^  auftretenden  Xa  durch  (T-Froduote 

und  transformierte  6.  . 

Die  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  hervorgetretene  Be- 
deutung der  Tetraedergruppe  für  das  singulare  Coordinatensystem  der 
Cg  soll  jetzt  auch  äusserlich  dadurch  zur  Evidenz  gebracht  werden, 
dass  wir  für  die  Xa  Darstellungen  in  der  Gestalt  (1)  p.  238  wirklich, 
herstellen.  Da  wir  mit  (T-Producten  der  Residuensumme  Null  arbeiten 
wollen,  so  bekomtnen  die  neun  Wendepunkte  der  C^  ^ie  transcenden- 

ten  Argumente  t«  =  — '  "t       -  ,  und  man  kann  den  einzelnen  Wende- 

.  puukt  durch  das  Symbol  (A,  ft)  charakterisieren.  Immer  solche  drei 
Wendepunkte  werden  dann  auf  einer  geraden  Linie  liegen,  für  welche  die 
Summe  der  drei  Xj^  wie  auch  die  der  (i  durch  3  teilbar  ist,  und  es 
lassep  sich  daraufhin  leicht  die  vier  Wendedreiecke  der  Cg  durch  eine 
eigenartige  schematische  Zusammenstellung  der  Symbole  (A,  (i)  cha- 
rakterisieren**). Sofern  wir  nun  an  der  üblichen  Fixierung  des  Haupt- 
moduls  ^{(o)  festhalten  wollen,  ist  durch  die  zweite  Formel  (5)  §  4 
bereits  ein  ganz  bestimmtes  unte^;*  den  vier  Wendedreiecken  zum  Co- 
ordinatendreieck  ^ev  Xa  herangezogen;  und  wir  behaupten,  dass  wir 
das  richtige  treffen,  indem  wir: 

(1 )  •  Xa  (w)  =  Ca  daO  (u) 6al  (u)  6a2  (u) 

schreiben,  wo  die  <y^/<(w)  die  im  vorigen  Abschnitt  Kap.  1  (p.  23)  zu 
Grunde  gelegte  Bedeutung  haben. 

Man  bemerke  nämlich,  dass  das  hiermit  eingeführte' Xa(w)  als 
Function  von  u  im  Periodenparallelogramm  nur  an  den  drei  Stellen 
(a,  0),  (a,  1),  (a,  2)  verschwindet.  Indem  wir  aber  statt  der  einfachen 
(^-Function  gleich  die  (fx,^(u)  gebrauchen,  sind  in  (1)  gegenüber  dem 

♦)  Unter  Gebrauch  der  X^,  Xi,  X^  lernen  wir  in  der  6r,ig  eine  neue  temÄre 
Gruppe  linearer  Substitationen  kennen,  wie  wir  eine  solche  ternäre  G^^^  am 
Schlüsse  von  1  bei  der  1^^  Stufe  erhalten  hatten.  Diese  G^^^  ist  explicite  wohl 
zuerst  von  Hrn.  Camille  Jordan  aufgestellt  worden  in  der  Abhandlung  über  end- 
liche Gruppen  temärer  linearer  Substitutionen  im  84^*^°  Bande  des  Grelle^schen 
Journals  (1878). 

**)  Cf.  Clebsch- Linde  mann,  Vorlesungen  über  Geometrie  I  p.  507. 
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früheren  Ansätze  (1)  p.  238  noch  gewisse  Exponentialfactoren  hinzuge- 
kommen. Solches  ist  ja  ohnedies  erforderlich,  da  in  (1)  die  Residuen- 
summ«  nur  erst  bis  auf  Vielfache  Von  co^,  6^  mit  Null  identisch  isi 
Dass  aber  die  Quotiienten  der  durch  (1)  definierten  X«  thatsiichlich' 
um  coi  wie  <o^  periodisch  sind,  belegt  man  sofort  auf  Grund  der  For- 
mel (7)  p.  24.  Endlich  beweisen  wir  auf  gruppentheoretischem  Wiege, 
dass  die  durch  (1)  begründete  Auswahl  unter  den  vier  Wendedreiecken 
gerade  mit  der  früheren  Fixierung  der  Grösse  |  übereinkommt.  Es. 
sind  nSmlich  die  vier  innerhalb  der  6r,2  gleichberechtigten  Unter- 
gruppen ^Tg  eindeutig  den  vier  Wendedreiecken  zugeordnet,  und  zwar 
in  dem  Sinne,  dass  bei  der  einzelnen  Gq  das  zugehörige  Wendedreieck 
in  sich  übergeht,  während  die  drei  anderen  cyclisch  permutiert  wer- 
den.   Dies   ist   so   gemeint,   dass  z.  B.  durch  die  Substitution  S  der 

Wendepunkt   (A,  (i)  =    "^  "^  ^^*    in  (A,  A  +'  f*)    übergeht.;    und    nun 

überzeuge  man  sich,  dass  gerade  das  Dreieck  der  durch  (1)  gegebenen 
Xa  der  aus  S  entspringenden  G^  .zugehört.    Dieses  aber  musste  auch 
dei>  Fall  sein;  denn  es  ist  |(a}  -f- 1)  =  p^Ko),  und  der  Übergang  von 
I  zu  Q^^  erfolgte  vorhin   gerade    durch   eine  solche   Colliueation,    bei. 
der  das  Coordinatendreieck  in  sich  überging. 

An  die  Formel*  (1)  reihen  wir  jetzt  eine  neue  wichtige  Darstellung 
von.Xa.    Die  Nullstellen  des  einzelnen  Xa  liegen  an  den  drei  Stellen 

~f  — ^-T~ — ~f  —^-^ — ~*-  «des  Periodenparallelogramms;  eben  die- 
selben Nullpunkte  weist  aber-  auch  die  Function: 

^v*"""^    ö*;  ^7    oder  auch  <y«o(n    (öi,  ^*) 

auf,   wo   wir   rechter   Haiud    mit   den   <y-Teil werten,   gebildet,  für   die 

transformierten  Perioden  cd^^  y,  zu  thun  haben.     Auf  Grund  bej^ann- 

ter  Sätze  schliessen  wir,  dass  dieselben  von  den  Xa  jeweils  nur  um 
Exponentialfactoren  abweichen;  und  damit  entspringt  für  die  Xa  die 
neue  Darstellung: 

wobei  die  Ca  von  u  unabhängig,  die  Ga(u)  aber  ganze  rationale 
Functionen  von  u  sind. 

Die  Ga(u)  haben  wir  so  zu  bestimmen,  dass  der  Quotient  der 
rechten  Seiten  von  (2)  und  (1)  doppeltperiodisch  ist;  er  ist  dann  sogar 
constant,  d;  i.  von  u  unabhängig,  da  er  im  Periodenparallelogramm 
allenthalben  endlich  ist.  Des  weiteren  sind  die  Constanten  Ca  und 
damit  auch'  die  Ca  der  Formel  (1)  so  zu  wählen,   dass  die  Quotienten 
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X(o^  +  ^o. 


der  Xa  auch  wirklich  gegenüber  den  Operationen  le'  =  u  + 

diejenigen  linearen  Substitutionen  erfahren,  welche  wir  im  vorigen  Para- 
graphen aus  der  Hesse'schen  Normalform  der  Gurvengleichung  direct 
ablasen.  Hierdurch  sind  dann  natürlich  nur  erst  die  Quotienten  der  Ca 
bestimmt,  und  nun  wird  sich  zeigen,  dass  wir  über  diese  Coefficienten  Ca 
in  Abhängigkeit  van  (o^,  o^  absolut  derart  verfügen  können ,  dass  das  ein- 
zelne  Xa  als  Function  von  (öj,  o^  die  Bolle  einer  Modulform  dritter  Stufe 
spielt.  Indem  wir  die  Ca  so  fixieren,  dass  die  Xa{u  \  g)|,  a^)  gerade 
Functionen  ihrer  drei  Argumente  sind,  werden  die  Xa  gegenüber  den 
Operationen  der  homogenen  Hauptcongruenzgruppe  dritter  Stufe  absolut 
unveränderlich  sein.  Sie  werden  aber  gegenüber  den  24  modulo  3 
incongruenten  Substitutionen  selbst  eine  temäre  Gruppe  von  24  Sub- 
stitutionen erfahren,  welche  ebendeshalb  lineare-homogene  Gestalt  haben, 
weil  sie  geometrisch  nichts  anderes  bedeuten,  als  den  Übergang  von 
einem  singulären  System  zu  den  übrigen.  Durch  die  Auswahl  der  Ca 
lassen  sich  demgemäss  die  Xa  zu  solchen  Functionen  ihrer  drei  Argu- 
mente u,  co^,  Oj  gestalten,  deren  Verhältnisse  bei  Ausübung  der  216 
•Substitutionen: 


(3) 


u 


u  + 


(mod..  (öl,  Og) 


co/^  «(öl  +  ßto^f     cjj'^  y(ö,  +  ^0}^)     (möd..  3)' 

• 

direct  jene  ternäre  Gruppe  G^ie  ^^^  Darsiwllung  bringen,  welche  wir 
vorhin  als  die  Gruppe  der  216  Collineationen  der  Ebene  der.  Xa 
deuteten. 

Alle  diese  Aufgaben  werden  wir  deshalb  nicht  speciell  ausführen, 
weil  wir  sie  ohne  viel  Mehraufwand  von  Rechnung  sogleich  ganz  all- 
gemein für  beliebige  n  erlediget  können;  aus  den  entspringenden  all- 
gemeinen Resultaten  lassen  sich  dann  durch  einfache  Specialisation 
nc»3  die  im  vorigen  Absatz  aufgeworfenen  Fragestellungen  beantworten. 
Merke'  man  übrigens  gleich  jetzt  an,  dass  aifs  der  singulären  Glßi- 
chungsfprm  der  C^  eine  eigenartige  Darstellung  des  Hauptmoduls  | 
durch  die  drei  Xa  entspringt;  wir  gewinnen  da  ersichtlich: 

und  können  von  hier  aus  nach  Einführung  der  endgültigen  Ausdrücke  (1) 
vermöge  eines  leichten  Grenzübergangs  die  früher  schon  auf  anderem 
Wege  gewonnenen  Formeln  (7)  p.  30  wiedererhalten*). 

*)  Wegen  dieser  Formel  für  |  sehe  man  das  Nähere  bei  Bianchi  1.  c. 
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§  6.    Einführung  des  singulären  Ooordinatenpolyeders  der  Xa  für 
die  elliptische  Norinalonrve  Cn  beliebiger  Ordnung. 

Die  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  sollen  uns  jetzt  zur  Richt- 
schnur dienen,  um  lyich  bei  den  höheren  n  singulare  :Coordinaten- 
systeme  für  die  Normale urve  Cn  festzulegen.  In  -zweckmässiger  Ver- 
allgemeinerung reihen  wir  den  neun  Punkten  (A,  (i)  der  Q  auf  der  C» 
diejenige  einfach  unendliche  Schaar  von  Systemen  zu  je  n^  Punkten 
dieser  letzten  Curve  an^  welche  durch  die  Argumente: 


M==Wo  + 


n 


mit  beliebigem,  aber  fest  gewählten  Parameter  t^  markiert  s(ind.  Im 
Anschluss  an  Formel  (I)  p.  254  denken  wir  uns  die  eben  angegebenen 
n^  Argumente  u.bei  stehendem  Uq  in  ein  quadratisches  Schema  ge- 
bracht, in  dessen  Horizonfcalreihen  gleiche  A  und  in  dessen  Yertical- 
reihen  .gleiche  fi  stehen.  Indem  wir  dann  die  Argumente  der  einzelnen 
Horizontalreihe  als  die  Residuen  für  n  zu  bildende  (T-Producte  ansetzen, 
werden  die  Residuensummen  übereinstimmend   bis   auf  Vielfache  *  der 

Perioden  den  Wert  (wMo-j — ^^  Ojj .  aufweisen.     Immer   wollten  wir 

aber  mit  <y-Producten  arbeiten,  deren  Residuensummen  ganzzahlige 
Verbindungen  ^er  Perioden  .vorstellen.  Dieser  Anforderung  genügen 
wir  nun  in  der  Weise,  dass  wir  für  ungerades  n  einfach  Uq  =  0,  für 

gerades  n  aber  t/^j  =  ^  -j-  |^  schreiben,   wobei  im  letzteren   Falle  für 

die  Wahl  des  Uq  die  Glättung  weiterhin  auftretender  Formeln  mit  •mass- 
geblich war.  Indem  wir  noch  statt  der  kürzeren  Schreibweise  6i^fi  die 
ausführlichere  6i    ^  benutzen,  bei  welcher  der  Teilungsgrad  n  immer 

gleich  mit  in  die  Bezeichnung  der  Indices  hineingenommen  ist,  er- 
scheint uns  schliesslich  die  folgende  Verallgemeinerung  der  Formeln  (1) 
des  vorigen  Paragraphen  als  eine  zweckmässige: 

'Xa(u)  =  Ca  TT  da    /*  (u  \   Oj,  IDj),  H  ^  1    (mod,  2), 


(1) 


II— 1 


Xa(u}  =  Ca  TT^a.i  ^  .  1  (^  I  ^^1;  ^2)9  ^^0  (mod.  2). 

-*■  -■-       ~  I  'S»  _    I  OTT 


ix=o       **       in      in 


Die  Quotienten  dieser  für  allgemeines  n  definierten  n  Grössen  Xa 
sind  wirklich  doppeltperiodische  Functionen  von  u  mit  den  Perioden 
o}(,  a>2.  Indem  wir  aber  weiter  unten  nachweisen  wollen,  dass  die 
Xa  des  einzelnen  n  ein  System  von  linear-unabhängigen  Functionen  von 

Kleiu-Fricke,  Modalfanctionen.   n.  17 
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u,G)^,  «dg  darstellen,  werden  wir  sie  in  der  Tbat  zu  einer  Coordinaten- 
bestimmung  im  B«_i  für  die  Normalcurve  Cn  verwerten  können.  Um 
das  Coordinatensystem  völlig  auszugestalten,  müssen  wir,*  wie  schon 
angedeutet,  die  Quotienten  der  von  u  unabhängigen  Grössen  Ca  fixieren; 
es'  soll  das  im  folgenden  Paragraphen  geschehen,  wo  es  sich  darun» 
handeln  wird,  die  X^ollineationsgruppe  G^n*  der  Norinalcurve  in  sich 
mit  Hülfe  der  Xa  analytisch  darzustellen.^  Die  absolute  Fixierung  der 
Ca y  die  wir  gleichfalls  in  Aussicht  nahmen,  leisten  wir  erst  im  fol- 
genden Kapitel,  welches  die  Wirkung  der  Modulsubstitutionen  auf  die 
Xa  zum  Gegenstande  der  Untersuchung  hat  Yorab  noch  eine  Reihe  • 
geometrischer  Bemerkungen  über  das  durch  (1)  festgelegte  Coordi- 
natenpolyeder. 

Die  unmittelbarste  Analogie  zum  Falle  n  «»  3  liegt  offenbar  für 
die  ungeraden  n  vor.  Hier  wird  die  Normalcurve  von  deA  n  Ebenen 
des  Coordinatenpolyeders  in  denjenigen  n^  Punkten  geschnitten,  wel- 
chen die  Argumente  u  «=»  — *  'zukommen.    Sie  entsprechen  genau 

den.  neun  Wendepunkten  der  C^-  und  mögen  als  die  n^  ^ySingtUären" 
Punkte  (A,  fi)  der  C„  benannt  werden  (die  wir  natürlich  ebensowohl 
auch  bei  den  Curven  Cn  gerader  Ordnungen  n  besitzen).  \>ie  geome- 
trische Bedeutung  der  n'  singulären  Punkte  erhellt  aus  dem  Abel'schen 
Theorem  oder  (was  hier  auf  dasselbe  hinauskommt)  aus  dem  Hermite- 
schen Satze,  wonach  immer  n  solche  Punkte*  der  C»  in  einer  „Ebene'' 
des  Rn'-i  liegen,  für  welche  die  n  Argumente  u  in  Summa  eine  ganz- 
zahlige Verbindung  der  Perioden  liefern.  Die  n*  singulären  Punkk  der 
Cn  bestehen  demgemäss  ans  jenen  Stellen^  in  welchen  eine  Ebene  mit  der 
Curve  n  consecutive  Punkte  gemein  hat,  d.  i.  die  Cn  (n  —  i)-fach  berührt. 

Wie  sich  bei  einem  einzelnen  Wendedreieck  der  C^  auf  den  drei 
Seiten  alle  neun  Wendepunkte  fanden,  so  werden  durch  die  Ebenen 
Xa  =  0  im  Rn—i  auf  der  C  wieder  die  gesamten  singulären  Punkte 
ausgeschnitten.  Für  n  =  3  gab  es  nur  vier  solche  Dreiecke,  und  die- 
selben waren  alle  insofern  miteinander  gleichberechtigt,  als  sie  bei 
Ausübung  von  Modulsubstitutionen  auf  die  in  den  Xa  enthaltenen 
Argumente  co^,  coj  in  einander  überführbar  waren.  Höher  hinauf  werden 
aber  die  in  dieser  HiQsicht  vorliegenden  Verhältnisse  sehr  viel  mannig- 
faltiger. Durch  je  (n—  1)  Punkte  der  C«  läsöt  sich  eine.  „Ebene"  des 
Rn^i  legen,  und  waren  jene  (n  — - 1)  Punkte  der  Cn  ausschliesslich  sin- 
gulare, so  wird  dies  ersichtlich  auch  vom  n*®"  Schnittpunkt  gelten. 
Nun  könnte  man  als  allg^einstes  Problem  stellen,  dass  wir  aus 
n  Ebenen  dieser  Art  Coordiüatenpolyeder  aufstellen  sollen,  wobei  dann 
aber  jeder  singulare  Punkt  auf  einer  und  nur  einer  Ebene  liegen  müsste. 
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•         •  •  ■ 

•        ■  ■ 

So  lässt  ^ich  das  Problem  offenbar  auch  fUr  gerade  n  fassen,  und  da  • 
hat  «ich  (wie  wir  hier  noch  nebenbei  anfClhren)  f&r«den  nächsten  Fall 
n  «s  4  gezeigt,  dass  die  Gesamtzahl  möglicher  Tetraeder  dieser  Art  745  * 
iitf  die  nun  aber  bezüglich   ihres  Verhaltens   gegenüber  der  Modul- 
gruppe keineswegs  mehr  alle  mit  einander  gleichberechtigt  sind*). 

Einen  noch  höheren  Grad  der  Allgemeinheit  würden  wir  erreichen, 
weiln  wir  auch  solche  Ebenen  .zu  Aufbau  des  Coordinatenpolyeders 
zuliessen,  die  in  einzelneu  singulären  Punkten  die  Gn  berühren  dürfben, 
aber  auch  übrigens  nur  singulare  Punkte  auf  der  C»  .ausschneiden; 
dabei  würden  dann  im  Gegensatz  zuin  Yoraufgehenden  nicht  mehr  alle 
singulären  Punkte  der  Cn  von  den  Ebenen  des  einzelnen  Polyeders 
ausgeschnitten.  Ein  solches  Coordinatensysteni  liegt  z.  B.  für  n  =  3 
der  bekannten  Gleichungsform : 

(2)      •  .  {x^  +  iCg  +  x^y  —  ßkx^x^x^  =  0        . 

zu  Grunde;  es  sind  hier  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  solche  Wende- 
tangenten der  Curve,  deren  drei  Berührungspunkte  in  einer  GLeraden 
(nämlich  in  der  durch  a?i  +  ojg  +  ajj  =  0-  dargestellten)  liegen.  Die  Ver- 
allgemeinerung eines  solchen  Systems  fUr  die  Cn  wii'd  man  sofort  in 
mannigfaltiger  Weise  durchführen*  können**). 

Es  ist  nun  an  sich  ein  Problem  von  grossem  Interesse,  den  weiten 
hier  yorliegenden  Spielraum  der  Einzeluntersuchung  einer  ausführlichen 
Discussion  zu  unterziehen.  Auch  für  die  Theorie  der  irrationalen  In- 
Varianten  der  Normalcurven,  d.  i.  für  die  Modulf unctionen  höherer 
Stufen,  möchte  man  auf  diesem  Wege  aufs  neue  eigenartige  Resultate 
erzfeien  können,  indem  man  z.  B.  auf  die  Substitutionscoefficienten  Acht 
giebt,  die  beim  Übergang  von  einem  zum  anderen  System  eintreten,  des 
ferneren  auf  die  Coefficienten  in  den  Gleichungen,  welche  geeignet  sind, 
die  Cn  algebraisch  darzustellen  u.  s.w.  Gleichwohl  werden  wir  uns  doch 
damit  begnügen  müssen,  in  (1)  ein  erstes,  und  zwar  besonders  brauch- 
bares Coordinatenpolyeder  fixiert  zu  haben,  dem  nun  vorab  allein  unsere 
Besprechung  gewidmet  ist. 

Anschliessend  fügen  wir  auch  noch  einige  Bemerkungen  über  die 


*)  Die  16  „singulären"  Punkte  der  C^  tragen  anch  den  Namen  der  „Wende.- 
berQhrangBpunkte".  Die  bei  ihnen  eintretenden  Verhältnisse  sind  gerade  in  dem 
im  Texte  •  gemeinten  Sinne  ausführlich  dargestellt  in  der  Leipziger  Dissertation 
(1881)  von  Hrn.  Lange  „Über  die  16  Wendeherührungspunkte  der  Baumcwn>e 
vierter  Ordnung  erster  Species"  (abgedruckt  im  28.. Bande  der  Bohlömilch'schen 
Zeitschrift). 

♦♦)  Vgl.  hierzu  die  Untersuchung  von  Hm.  Schön  flies  in  Bd.  36  der  Math. 
Ann.  (1888);  es  werden  dort  besondere  Gonfignrationen  betrachtet^  die  sich  in  An- 
lehnung an  die  Normale urve  C^  definieren  lassen.    «  • 
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• 

.  für  gerades  n  gegebene  Formel  (1)  hinzu.  Hier  sind  es  gar  nicht  die 
singulären  Pun&t^  der  C^^  welche  wir  durch  die  Ebenen  d^  Coordi- 
natenpolyeders  ausschneiden;  vielmehr  treten  an  ihre  Stelle  diejenigen 
n^  Punkte  der  Cny  deren  Argumente  u  aus  denjenigen  der  singulären 

Punkte  jeweils  durch  Zufügung  des  2vf^  Teiles  —^  der  Periode  o,  ent- 
springen. Dass  man  aber  durch  diese  Abänderung  des  bei  ungeradem 
n  befolgten  Gedankengangs  fElr  die  geraden  n  den  denkbar  besten  Ap- 
schluss  an  die  bei  ungeraden  Ordnungen  n  entstehenden  Resultate  ge- 
winnty  wurde  allererst  von  Hm.  Hurwitz  fn  einer  noch  öfter  zu 
nennenden  Arbeit  durchgefQhrt*). 

Sollen  wir  einen  Augenblick  beim  Falle  n  =  4  verweilen^  so 
knüpfen  wir  daran  die  folgende  geometrische  Überlegung:*  Ein  ein- 
zelner singulärer  Punkt  der  G^  habe  das  Argument  Uq'^  wir  ziehen  von 
ihm  aus  die  zwölf  Transversalen  der  C^  nach  denjenigen  singulären 
Punkten^  deren  Argumente  von  u^  um  keinen  der  vier  Beträge 

verschieden  sind.  Insgesamt  entsj)ringen  so  96  Transversalen ,  die 
wir  zu  Trägem  von  ebensovielen  Ebenenbüscheln  machen.  Jedes  der-, 
selben  enthält  vier  Tangentialebenen^  und  die  4  •  96  Berührungspunkte 
coincidieren  zu  je  acht  in  48  Punkte  der  (7^,  welche  die  „eigentlichen" 
Periodenachtel  zu  Argumenten  u  haben.  Die  fraglichen  48  Punkte  zer- 
legen sich  nun  in  drei  Systeme  zu  je  sechzehn  Punkten,  und  die  Argu- 
mente des  einzelnen  Systems  entstehen  aus  denen  der  singulären  Punkte 

einfach  durch  Zufügung  der  Beträge  ^  bez.  ^,    ^^  q  *"' .     Wie    wir 

O  O  o 

schon  allgemein  bemerkten,  liegt  das  zweite  von  diesen  Systemen  dem 
Coordinatenpolyeder  (1)  zu  Grunde,  und  man  könnte  hier  höchstens 
noch  fragen,  warum  nicht  das  erste  oder  dritte  jener  doch  coordiniert 
stehenden  Punktsysteme  zur  Verwendung  kam.  Man  überblickt  aber 
sofort,  dass  wir  zum  ersten  System  geführt  wären,  wofern  wir  von 
(^Producten  der  Bauart  60,  a  <yi,  a  <^2; «  . .  •  ausgegangen  wären,  zum  dritten 
endlich  bei  Verwendung  von  Productwi  der  Art  <ycr,o<^a-t-i,i,  <ya4-2,2  .  •  •• 
Die  solchergestalt  bei  -Einführung  der  Xa  begangene  Unsymmetrie 
wird  aber  später  durch  Ausübung  der  Modulsubstitutionen  auf  die  Xa 
von  selbst  zum  Fortfall  kommen;  eben  diese  Operationen  werden  näm- 
lich den  Übergang  vom  Coordinatenpolyeder  (1)  zu  jenen  gleichbe* 
rechtigten  vermitteln. 

*)  Man  sehe  Math.  Ann.  Bd.  27  p.  183  „  Über  endlidie  Gruppen  linearer  Suh- 
stitutienefi,  welche  in  der  Theorie  der  elliptischen  Transcendenten' auftreten''  (1886). 
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Wir  unterlassen,  die  gleichen  Ausführungen  noch  besonders  für 
beliebiges  gerades  n  zu  wiederholen,  da  sie  sich  in  der  That  aufs 
leichteste  übertragen  lassen.  Übrigens  ist  es  bei  dieser  Sachlage  eine 
nicht  volhg  folgerechte  Bezeichnungs weise,  wenn  wir  nicht  nur  für 
ungerade,  sondern  auch  bei  den  geraden  n  von  einem  durch  (1)  fixiejten 
singulären  Coordinaienpolyeder  sprechen;  jedoch  wollen  wir  diese  Aus- 
drucksweise der:Gleichmässigkeit  zuliebe  ungeändert 'beibehalten. 

§  7.    Vorläufige  Notmienmg  der  Xa*    Ausdruck  der  Oollineations- 

gruppe  G,,.  durch  die  X„. 

Unsere  nächste  Aufgabe  ist,  die  Quotienten  der  von  ti  unabhängigen 
Grossen  Ca  in  (1)  §  G  zu  bestimmen,  und  wir  leisten  dieselbe  gleich 
im  Verein  mit  der  Darstellung  der  6r8«,2  der  CoUineationen  der  Curve 
Cn  in  sich.  Es  ist  zweckmässig,  hierbei  von  einer  neuen  Ausdrucks- 
weise  'der  X«  auszugehen,  .derjenigen  nämlich,  welche  wir  für  n  «=»  3 
in  der  Formel  (2)  p.  255  angaben.  Wir  ziehen,  um  diese  Formel  zu 
verallgemeiDern,  zuvorderst  die  beid&  Formeln  (1)  des  vorigen  Para- 
graphen in  die  eine  zusammen: 

(1)  Xa{u)  =  ^«/J<^f  ^.^  /i±_*  («*  I  ^u  ^t)} 

in  welcher  wir 

(2)  '  £  =  0  oder  =  |  , 

gesetzt  denken,  je  nachdem  n  ungerade  oder  gerade  ist.  Des  weiteren 
merken  wir  uns  sogleich  für  die  durchzuführenden  Rechnungen,  welche. 
Veränderung  die  Xa{u)  bei  Vermehrung  des  u  um  Perioden  erfahren. 
Der  Quotient  von  Xa{u)  und  der  n*®"  Potenz  der  ursprünglichen 
<y-f  nnction  ist  periodisch  um  o^,  co,  (man  vgl.  auch  die  Formeln  (2), 

(3)  in  I  p.  158),  und.  ebendeshalb  wird  Xa{u)  sich  bei  Vermehrung 
des  u  um.  Perioden  ebenso  verhalten  wie  <f'(u),  worüber  man  I  p.  156 
(9)  nachsehe: 

(3)  Xa  (U  +  Wlj  COi  +  fW,  (ög)    * 

Weiter  sind,  die  Nullpunkte  von-  Xa{u)  in  dem  zu  öi,  (o^  ge- 
hörenden Periodenparallelogramm  der  u- Ebene  an  den  Stellen 

(4)  «=(5+,)„,,  +  ?i±i„,.    ^  =  0,1,..-,    n-1 

gelegen.  Eben  dieselben  Nullpunkte  weist  aber  auch  die  durch  Trans- 
formation n^'  Ordnung  entspringende  Function: 
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(5)  «'«_+...(«  I  "- ?) 

aaf,  und  da  Unstetigkeitspankte  im  Periodenparallelogramm  weder  bei 
ihr  noch  bei  Xa  Oiuftreten,  sp  ist  der  Quotient  von  (1)  und  (5)  in  Ab- 
hängigkeit, yon  u  eine  Expondtitialgrösse.  So  gewinnen  wir  allgemein 
den  schon  bei  n.  «=  3  formulierten  Ansatz: 

(6)  £  (u)  -  a„e«(») .  tf„  («'l  w,;  =f)  •  •" 

•Wie  wir  schon  damals  andeuteten^  haben  wir  G(u)  jetzt  so  zu  be- 
stimmen, dass  die  rechte  Seite  von  (6)  bei  Vermehrung  des  u  um 
Perioden  das  durch  (3)  gekennzeichnete  Yierhalten  zeigt,  eine  Bestim-' 
mung  des  G,  die  sich  bis  auf  eine  additive  Constante  nur  in  einer 
einzigen  Weise  treffen  lässt.  Das  Verhalten  des  auf  der  rechten  Seite 
von  (6)  enthaltenen  <y- Factors  berechnet  Inan  ohne  Mühe  aus  den  be- 
züglichen früheren  Formeln;  um  die  Bezeichnungsweisen  auseinander 
zu  halten,  benenne  man  dabei  not^enfalls  die  transformierten  Perioden 

Ol ,  -^  besonders  als  m^ ,  a^  und  bezeichne  die  ihnen  zugehörigen  und 

mit  ilmen  cogredienten  Perioden  des  Integrals  zweiter  Gattung  ent- 
sprechend durch  ijij  rJ2,  Indem  wir  u  einerseits  um  o^,  sodann  um 
a>2  vermehren,  erhalten  wir  als  die  beiden  von  6r(n)  zu  fordernden 
Bedingungen  nach  kurzer  Zwischenrechnung:  .     •    * 

Zufolge  der  Legendre'schen  Relation  für  die  transformierten  Perioden 
besteht 

^^  2(01  2a),  • 

identisch,  und  wir  wollen  den  gemeinsamen. Wert  der  reohten  und 
linken  Seite  von  (8)  in  einer  auch  sonst*)  gebräuchlichen  Bezeich- 
nungsweise durch  G^  benennen.  Daraufhin  nehmen  die  Formeln  (7) 
die  neue  Gestalt  an: 

G  (m  -f  ©i)  —  G  (u)  =  -  Gl .  (2 ua,  +  (o^^), 

G(u  +  a},)^G  (li)  =  -  G, .  (2uto,+  «,»), 

und  man  sieht,  dass  dem  Exponenten  in  (6)  einfach  die  Bedeutung 
—  6ri-M*  zukommtw    Als  neue  Darstellung  der  X«  gewinnt  man  so: 

m 

.  ^  ^ 

*)  Man  sehe  z.  B.  die  Dissertation  von 'Felix  Müller,  De  iransfortnatione 
functionum  eUipticarum,  Berlin  1867. 
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(9)  Z«(«|a>i,o)j)—a„c-»' •."*•«„  (<*  I  «i,  ^) 

n 

m 

oder  auch  ausführlich  unter  Rückgang  aurf  die  virsprüngUehe  .«-Fundion 
selbst: 

(10)  Z„(«)-=a„e     •*""        ^"  '     ^"    "^  "M  2«    '-^  8,/ 

V  n         *  n    I      *'    n/ 

• 

_  > 

Wir  denken  übrigens  doreh  diese  Formel  die  Xa  zugleich  für  solche 
ganzzahlige  a  definiert,  die  nicht  im  Intervall  0,  1,  ...,  n  —  1  ge- 
legen sind. 

Um  jetzt*  die  Veränderung  der  Xa  gegenüber  den  2n^  Operationen 

in  Erfahrung  zu  bringen,  bemerke  man  erstlich,  dass  X«  \u  -{ — ~j 

offenbar  die  nämlichen  Nullstellen  im  Periodenparallelogramm  aufweist, 
wie  Xa^i(u).    Der  Quotient  beider  Functionen  wird  also  als  Function 
von  u  eine  Exponentialgrosse  sein,  und  wir  gewinnen  yon  (10)  aus  ' 
nach  kurzer  Zwischenrechnutig  als  Ausdruck  derselben: 

■ 

niX       ,      /     ,  XtoA 


a^        • 


a 


"       ^      *     ^ 


a  —  X 


Hier  erscheint  es  im  Hinblick  auf  weiter  folgende  -Formeln  sswedcmässig^ 
über  die  Quotienten  der  a»  folgende  endgültige  Festsetmng  M  treffe: 

(11)  a'a-i-iy-e   ')'       *'k, 

wobei  X  eine  von  u  unabhängige  Function  der  Perioden  bedeutet,  deren 
Bestimmung  Gegetistand  einer  späteren  •  Untersuchung  ist.    Nach  dieser 

Festsetzung  erhalten  wir  als   die   gesuchte  Veränderung   des  Xa  bei 

Im     * 
Ausführung  der  Operation  u  «=  n  -| -: 

(12)  Z„  («+  ^)  =  (-  1)»^  /"  ^"^'^"^  Xa-l{v)- 

Des  weiteren  hat  Xa  lu  +  ~)  offenbar  dieselben  Nullpunkte  wie 

Xa  (u),  SO  dass  wiederum  der  Quotient  dieser  beiden  Grössen  eine  Ex- 
ponentialfunction  von  u  ist.  Die  Einzelrechnung  weicht  kaum  wesent- 
lich von  der  soeben  durchg|eführten  ab  und  ergiebt  das  Resultat: 

X„(«  +  ^)  =  (-l)»r^e*("^-)x.(«).      . 


• 
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Durch  Wiederholung  dieser  Formel  entspringt  die  etwas  allgemeinere: 

(13)         2J.(«+^)  =  (-l>-r'^'';e"''("-'-)2.(«). 

Besonders  einfach  erledigt  sich  endlich  die  Operation  u  <»  —  u ; 
Xa^—u)  hat  die  Nullstellen  mit  X«—o(w)  gemeinsam  ^  und  der  Quo- 
tient beider  Functionen  ist  sogar  constant,  nämlich  gleich  ( — 1)**. 

Wir  stellen  die  Resultate,  wie  sie  aus  den  berechneten  Formeln 
fast  unmittelbar  entspringen,  tabellarisch  zusammen  und  numerieren 
die  mitzuteilenden  Gleichungen  besonders^  um  sie  weiterhin  leicht 
citieren  zu  können:      . 

• 

(I)      X„+,(«)=X„(tt), 

(II)        Xa  (-  «)  =  (-  1)"  X. _  „  (U) , 

(ni)  x,(«+'-^!4^) 

=.(-l)-<^+'"e-  e  ^         *•     'X„-x(u), 

(IV)     Z«(«)  =  (-l)-«/"^"    '-'f  X,{u-^). 

Die  erste  dieser  FormeJn  entspringt  aus  dem  Vergleich  von  (3)  und 
(12),  wenn  wir  einerseits  m^«  —  1,  m2=.0  und  andrerseits  A  =  —  n 
setzen.  Die  dritte  Formel  ist  das  Resultat  der.  Gombination  von  (13) 
und  (12),  und  endlich  folgt  die  letzte  aus  (12),  wenn  wir  dort  erstlich 
a  =  0,  sodann  aber  A  =  —  a  schreiben. 

Die  Collineationsgruppe  Gin*  der  Normalcurve  Cn  in  sich  lässt  sich 
daraufhin  aus  den  folgenden  drei  Operationen  erzeugen: 

2iTta 
(14)         Äj  •  Xa   =  Xn-^a  ,       ^2  *  -^a   =  Xa^l  ,       Äg  •  Xa   =  C    "      Xa' 

m 

Hierbei   sind   die   ^r^,  ^2,  ^s    drei    Proportionalitatsfactoren,  und   die 
•  unteren  Indices  der  X  dürfen  zufolge  (I)' beliebig  modulo  n  reduciert 
werden. 

Jetzt  gelingt  mich  leicht  nachträglich  der  BeweiSy  dass  die  n  Grössen 
Xa{u)  unmöglich  unabhängig  von  u  einer  linearen  Identität: 

•  (15)  C^X^iu)  +  C,X,  (w)  +  ...  +  Cn^^Xn-i(u)  =  0 

mit  nicht  durchgehends  verschwindenden  Coefficienten  c  genügen  können. 

Bestände  nämlich  eine  Identität  (15),  so  würde  dieselbe  auch  richtig 
bleiben,  wenn  wir  auf  die  X  irgend  eine  der  Operationen  (14)  aus- 
übeo.    Man  wende  nun  (n  —  A)  Male  die  zweite  Substitution  (14)  an, 
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wo  A  irgend  eine  ganze  Zahl  aus  dem  Intervall  1,  2,  ...,  n  ist,  und 
erhält:    ' 

(16)  CiXo+ o+iXj +  0^4-2X2  H =  0. 

Übt  man  auf  diese  Gleichung  nach  einatider  (n  —  1)  Male  die  dritte 
Operation  (14)  aus  und  addiert  alle  (n  —  1)  entspringenden  Gleichungen 
zu  (16)  hinzu ;  so  kommt  offenbar  die  Identität  ^cxX^iu)  =  0,  was 
ci=0  erfordert.  In  (15)  sind  also  notwendig  alle  Coefficienten  mit 
Null  identisch. 

§  8.     Beihenentwiokliingeii  für  die  Funotionen  Xa{u  \  Oiy  a^) 

bei  beliebigem  n. 

Zur  Vorbereitung  für  später  anzustellende  Rechnungen  schliessen 
wir  an  die  Formel  (9)  des  vorigen  Pairaigraphen  analytische  Darstellungen 
der  Functionen  Xa(u  \  co^^  CO2)  ^^  Gestalt  von  Potenzreihen  und  führen 
zu  dem  Ende  in  der  soeben  citierten  Formel  zunächst  die  Functionen  & 
ein.«  Indem  wir  die  ungeraden  n  von  den  geraden  sondern  und  mit  * 
den   ersteren   beginnen,   schreiben  wir   uns   die   erste  Formel  (4)   in  • 


(O, 


•I  p.  161  für  Jie  transformierten  Perioden  Oj,  —  auf: 


1^«.«. 


(1)  / 


wobei  wir  die  weiterhin  noch  oft  vorkommende  -Bezeichnung  A  durch 
(2)  ^  Ä((o„  0,,)  =- A  (a,,,  J«) 

m 

erklären.     Bei  der  Bedeutung  von  Ctj  kommt  jetzt  erstlich  fOr  X^: 


15... 


r  an«  ''^ 

Die  Formel  (IV)  führt  von  hier  aus  zu  einer  entsprechenden  Darstellung 
der  übrigen  Xa,  wob^i  wir  auch  die  Bezeichnung  e  von  I  p.  156  wieder 
aufnehmen: 

(4)   X.(M|a,„c,)=(-l)''x.-P^— .^-r^.^/f"-"-^'-;!,  v). 

Die  in  I  p.  160  für  die  -ö*! -Function  gegebene  Reihenentwicklung 
schreibt  sich  unter  Gebrauch  der  Bezeichnungen  g  und  r  in 
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(«m  +  l)*    «ra-fl 

(5)  ^r{'^,'r)^l^i-irr     «      .• 


»H== —  OD 


um.  Setzen  wir  diese  Entwicklüilg  in  (4)  ein,  so  kommt  nach  kurzer 
Zwischenrechnung  ak  BeOiendarsteUung  der  Xa{n  \  m^,  a^)  im  Falle 
eines  ungeraden  n: 


(6)  X«  (w  I  ©p  ©,)  =  LJpt . 


V^.^^ 


mss— 00 


'  Für  die  geraden  n  knüpfen. wir  in  entsprechender  Weise  an  die 
vierte  unter  den  Formehi  (4)  I  p.  161,  welche  für  die  transformierten 
Perioden  die  Gestalt«  annimmt: 


hin  "'^'•' 


(7) 


Für  Xq  kommt  nun  einfach: 


(8) 


und  Ton  da  aus  vermöge  (lY)  allgemein: 


(9)      X„(«|a).,  a),)  =  x.-i^ .^a^^-.ö.,^?!^^.«,  r-)- 

•  •  * 

Beputzt  man  endlich  für  %'^  die  Reihenentwicklung:    . 

(10)  *3(j','-)=2'-'^"' 


m= — oo 


SO  entspringen  /wr  die  X«  im  Falle, eines  geraden  n  die  Darstellungen: 

(11)  Xa(u\a,„a,,)  =  x-  -^ V»-     '"     «'"—".      .•■ 

Man  wird,  hier  zugleich  den  Grund  bemerkt  haben^  warum  in  Formel 
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(11)  des  vorigen  Paragrapbep  rechter  Hand  der  Factor  e     .  ^ .  auf- 
genommen wnrde*). 

Auch  Potenzentwicklungen  nach  u  werden  wir  fdr  die  Xa  mehr- 
fach, zu  gebrauchen  haben.  Wir  schreiben  dieselben  allgemein  in  der 
folgenden^  weiterhin  immer  wieder  zu  benutzenden  Gestalt:    " 


tt'   ,        -tt*   ,         «* 


(12)  Xa  (W)  =-Za  +  ya  '  W  +  a^a  Y  +  M'a  -g    +  Va  -g^  H 

und  haben  in  den  hier  auftretenden  OoefBcienten  Hay  tfa  etc.  Functionen 
der  Perioden  allein,  deren  nähere  Untersuchung  eine  unserer  Haupt- 
aufgaben sein  wird.  Einige  Bemerkungen  über  dieselben  entspringen 
aus  der  Formel  (H)  §  7,  nach  welcher  Xa(— w)  mit  (—1)"  X» -«(«*) 
identisch  ist.    In  der  That  folgen  für  ungerade  n  die  Identitäten:  * 

(IS)    0n-a=  — tla,      Vn-a  =  Va,      Xn-a  =  ^  OCa,      M?»-a  =  Wa       etc 

und  ^Iso  in^esondere:   • 

(14)  fSg  =0,    Xq=  0,    Vo  =  0    etc., 

wogegen  wir  für  gerade  n  die  folgenden  Identitäten  gewinnen: 

(15)  ^»-a=i?a,    .y«-a=  —  ya,      ««-a— a?a      etc, 

sowie  daraus  im  speciellen 
'     (16)  .     %=  0,    y«  =  0,    Wo  =  0,    m;«  —  0    etc., 

Gleichungen,  auf  die  wir  noch  häufig  zurückkommen  werden. 

§  9.    Attflitelliing  der  -^ — -  linear-unabhängigen,  Ewisohen  den 
allgemeinen  Xa  bestehenden  quadratischen  Belationen. 

Bereits   in  §  2  des   gegenwärtigen   Kapitels  -(p.  245)  haben  wir 

von  — T-g linear-unabhängigen  Flächen  zweiten  Grades  im  Räume 

Bn  —  i  gehandelt,  welche  ausreichend  waren,  die  Normalcurve  n^  Ord- 
nung Cn  rein  darzustellen.  Unter  Zugrundelegung  des  singulären  Co- 
ordinatensystems  der  X»  können  wir  leicht  die  Gleichungen  dieser 
Flächen  angeben,  indem  wir  an  die  wohlbekannte  (^-Relation: 


*)  Hätten  wir  übrigens  an  Stelle  des  bei  geraden  n  wirklich  zur  Verwendung 
gebrachten  a  -.Prcdnctes  (1)  p.  257  eines  der  beiden,  p.  260  erwähnten  Prodncte 
gebraucht,  so  wäre  hier  an  Stelle  der  Fonction  '&,  entweder  J&^  oder  9^  auf- 
•getreten. 
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(1)  6  (f^j  +  Wg)  0  (U,  -  U^  0  (M3 .+  M4)  6  (W3  —  hJ 

+  <t(w,  +  «^3)  <y  (Wi  —  Wj,)  <^  («4  +  W«)  <^K—  W2). 

+  <y  (Wj  +  mJ  <^(Wi  —  wj  <y  (ms5  -f  «s)  <^(«*2  --  «^s)  =  9 
anknüpfen*). 

.Man  denke  sich  diese  Formel  (1)  für  die  transformierten  Perioden 

(Oi,  —    gebildet   und    setze   für   die   Argumente  Ui   die   nachfolgenden 

•      ■  • 

speciellen  Werte  ein: 

€  in  der  Bedeutung  des  vorletzten  Paragraphen  (cf.  Formel  (2)  da- 
selbst) gebraucht.  Durch  Zusatz  gewisser  Exponentialfactoren  führe 
man  demnächst  an  Stelle,  der  einfachen  <r- Functionen  die  öx^^,  bez.  die 
Xa  ein;  und  es  triflFt  sich,  dass  die  drei  Glieder  der  Relation  (1)  gerade 
übereinstimmend  den  nämlichen  Zusatzfactor  erfordern.  Indem  wir 
übrigens  von  der  abkürzenden  Schreibweisen   • 

(3)  <^i,/.  («1,  ^')  =  Är^/u  («1,  o)^)  =  5i,> 

Gebrauch  machen,  entspringt  durch  die  gekennzeichnete  Umformung 
aus  (1)  die  gewünschte  Relation  zwischen  den  Xa  in  der  allgemeinen 
Gestalt: 

n       *  .   n       ^  n     •■  «       * 

Falls  n  eitle  ungerade  Zahl  ist,  wird  da      mit  ( — l)'*Xa(0)  d.  i.  im 

Sinne  von  (12)  §  8  mit  ( — 1)*^?«  proportional;  hier  können  wir  also 

(4)  noch  in  die  Gestalt  umschreiben: 

Dies  sind  nun  die  quadratischen  Belationen  zwischen  den  Xa,  sotveit  sie 
'  sich  unmittelbar  attö  (l)  ergeben. 

Wir  haben  nun  zu  untersuchen,  wie  viele  linear- unabhängige  Re- 
lationen in  der  allgemeinen  Gestalt  (4)  enthalten  sind.  Die  Summe 
i>  =  a  +  /9  der  in  (4)  enthaltenen  quadratischen  Verbindungen  Xa  Xß 
ist  für  alle  drei  Glieder  der  in  Rede  stehenden  Gleichung  die  nämliche. 

*)  Man  sehe  Schwarz,  Formeln  und  Lehrsätze  zum  GebraucJie  der  ellipti- 
schen Functionen  (Artikel  38)  sowie.  Weierstrass  in  den  Berliner  Berichten 
von  1882. 
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In  der  That  werden  ja  auch  infolge  der  dritten  Operation  (14)  p.  ^64 
in  der  einzelnen  quadratischen  Relation  immer  nur  Glieder  mit  gleichem 
s  enthalten  sein,  wie  auch  auf  der  anderen  Seite  eine  einzelne  unserer 
Relationen  als  lineare  Gombination  jedenfalls  nur  solcher  Relationen 
darstellbar  ist,  die  alle  das  nämliche  s  wie  jene  haben.  Die  quadrati- 
schen Verbindungen  der  X  von  gegebenem  s  sind  nun 

und  deren  Anzahl  ist,  sofern  wir  n  vorerst  als  eine  ungerade  Zahl  an- 

f*  -4- 1 
nahmen,  offenbar    /T    .    Da  lassen  sich  vermöge  (4)  durch  die  beiden 

ersten  Verbindungen  alle     "7     übrigen  in  der  Gestalt:' 

(6)  '  XiXs^i  =  OiX^Xs -{*  biX^Xg^t 

darstellen;  in  der  That  wähle  man  zu  diesem  Zwecke  die  cci  den  Con- 
gruenzen: 

(7)  2ai=l+t— 5,  «3=— «i,  «3=  — ai4-l,  cf^EE  — aj-f-i,   (mod.n) 

gemäss.  Für  stehendes  s  erhalten  wir  solcherweise  T"  offenbar  linear- 
unabhängige  Relationen,  und  also  den  verschiedenen  Werten  s  ent- 
sprechend  deren  im  ganzen  '^^^. 

Bei  geradem  n  haben  wir  zu  unterscheiden,  ob  s  angerade  oder 
gerade  ist..  Im  ersteren  Falle  haben  wir  die  „  verschiedenen  Yer- 
bindungen  X^X^y  X^X^-^iy  ...,  X«— 2X,_„4.2;  und  wir  drücken  auf 
Grund   von   (4)    und  (7)  in  XqX,,    X,_iXi  die   übrigen      T"      Ver- 

M     

bindungen  in  der  Gestalt  (6)  aus.  was  den  —  Werten  s  entsprechend 

7"      linear -unabhängige  Relationen  giebt.    Bei  geradem  s  wenden 

wir.für^die  ungeraden  i  die  bisherige  Wahl  (7)  wieder  an;  für.  die 
geraden  Werte  von  i  aber  isetzen  wir: 

(8)  2ai^24-i — s,  a^^ — «Ci,  Og^^— cfi  +  2,  a^^ — «i+*>  (mod.n), 
und  lassen  an  Stelle  von  (6)  Relationen  der  Gestalt: 

(9)  XiXg-i  =  CiX^Xs  +  diX^Xg^i 

•  «1—4-  S 

aus  (4)  entspringen.  .  Da  man  aber  für  die  geraden  s  leicht  je  — r- 
versehiedene  quadratische  Verbindungen  XiX^^i  abzählt,  so.  haben  wir 
filr  n  ^  s  E^  0  (mod.  2)  insgesamt  ^7^      linear-unabhängige  quadra- 
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tische  Relationen  in  (4)  nachgewiesen;  deren  Gesamtzahl  f&r  gerades 

H  ist  also: 

n  (n  —  4)    ,    n  (n  —  2)        n  (n  —  3) 

Wir^aben  somit  als  Resultat  unserer  letzten  Überlegungen:  Das  volle 
System  der  quadratischen  Bdationen  zwischen  den  Xa  ist  durch  die  unter- 
schiedenen Farpieln  (4)  bez.  (5)  gege^i*). 


§  10.     Deutung  von  Problemen  ans  der  Teflnngs-  nnd-TranB- 
formaüonBtheorie  vermittelst  der*Normalonrven.    * 

Im  Voraufgehenden  sind  die  Grundlagen  der  Theorie  der  ellipti- 
schen Normalcurven  insoweit  entwickelt,  als  wir  dieselben  weiterhin 
für  die  Zwecke  der  Modulfunctionen  brauchen  werden.  Ehe  wir  in- 
dessen diese  letzteren  Zwecke  weiter  verfolgen,  verweilen  wir  noch 
.  einen  Augenblick  Jbei  einigen  Problemen  der  Teilungs-  und  Trans- 
formationstheorie, welche  mitHülfe  der  elliptischen  Normalcuryen  Cn  eine 
zwanglose  geometrische  Interpretation  finden.  Man  könnte  überhaupt 
den  Versuch  machen;  auf  Grundlage  der  Normalcurve  n^  Ordnung 
eine  planmässige  Darstellung  der  Theorie  der  doppeltperiodischen 
Functionen  zu  entwerfen**),  wo  wir  dann  freilich  nur  erst  in  den  nieder- 
sten Fällen. n  das  Material  in  etwas,  ausgedehnterer  Weise  explicite 
durchgebildet  finden  würden***).  Inzwischen  ziehen  wir  die  Grenze  für 
unsere  Betrachtung  sehr  viel  enger,  indem  wir  nur  die  Bedeutung  der 
oben   besprochenen  beiden  Arten  der   Coordinatensysteme  der  Cn  für 

*)  Für  n  =»  5  sind  die  quadratischen  Relationen  des  Textes  Von  Hrn.  Bianchi 
in  der  mehrfach  genannten  Arbeit  (Math.  Ann.  Bd.  17)  anf  directerem  analytisch- 
geometrischen Wege  abgeleitet.  Eben  diese  Relationen  fOrn^^b  sind  übrigens  auch 
▼on  Halphen  behandelt  worden;  man  sehe*  dessen  Abhandlnng  „Sur  la  reduction 
des  iquatUma  di/fSrentieUes  lifUaires  aux  fortnes  inUgrdbles^*,  in  der  überhaupt  die 
X^  für   ungerade  n  auftreten   (Bd.  18  p.  289  der  „Mimoires  preserUes  ä  VAca-^ 

demie  des  Sciences  de  ParW,  1883).  •       • 

**)  Man  vgl.  namentlich  die  Tendenz  des  schoü  mehrfach  genannten  Auf- 
satzes yon  Klein y  Über  unendlich  viele  Normalformen  des  elliptischen  Integrals 
erster  Stufe,  Berichte  der  Münchener  Akad.  vom  Juli  1880,  abgedr.  Annalen  Bd.  17. 
***)  Für  n  ^^  S  entsprechen  der  im  Texte  ausgesprochenen  Idee  ganz  be- 
sonders die  Entwicklungen  von  Hrn.  Pick,  Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen, 
Math.  Ann.  Bd.  28  (1886).  Es  werden  dort  die  elliptischen  Functionen  als  Co- 
Varianten  zweier  Punkte  der  Normal -C^  betrachtet  und  speciell  für  p{u)^  i^*lu) 
dementsprechende  Darstellungen  explicite  angegeben.  Hieran  reihen  sich  Unter- 
suchungen für  n  «"  4,  die  Halphen  im  zweiten  Bande  seines  oft  genaanten 
Werkes,  sowie  Hr.  Pick  in  den  Wiener  Berichten  von  1888  gegeben  haben.  Vgl. 
übrigens  das  Citat  in  I  p.  2. 
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gewisse-  Fragen  der  Teilungs-  und  Transformationstheörie  aufweisen 
wollen. 

Vor  allen  Dingen  steht  das  kanonische  Coordinatensystem  der  Cn  in 
engster  Beziehung  zur  Teilung  n*^  Ordnung  erster  Stufe,  wie-  wir  sie 
im  Kap.  1  des  vorigen  Abschnitts  fassten.  Wir  werden  dabei  angeleitet^ 
nicht  nur  p(u)  und  g!f'(u)f  sondern  simultan  immer  gleich  alle  (n — 1) 
Grössen  p(u)y  p'{ü),  p"(u),  ..-.,  die  wir  zu  Coordinaten  der  Cn  setzten, 
der  Teilung  n^'  Ordnung  zu  unterwerfen;  es  hat  dieser  Umstand  seine 
wichtigen,  sogleich  noch  hervortretenden  Folgen.  Handelt  es  sich  .jetzt 
um  das  allgemeine  Teilungsproblem,  so  sind  bei  demselben  die  Coor- 
dinaten irgend  eines  Curvenpunktes  mit  dem  transcendenten  Argumente 
u  gegeben,  und  wii:  haben  die  Aufgabe,  vpn  hier  am  die  Coordinaten  der 
n'  Curvenpunkle  mit  den  Argumenten, 

^  ^  n /^  n 

ZU  berechnen.  Hier  ist  denn  die  gleichzeitige  Betrachtung  aller  (n—  1) 
Grossen  (p(u),  (p'(u),  p"(u)y  ...  besonders  vorteilhaft;  es  entspringen 
nämlich  die  n'  Punkte  (1)  aus  einem  unter  ihnen  durch  die  in  der 
CoUineationsgruppe  G^ri^  enthaltene  Untergimppe  (r^«.  Dementsprechend 
können  wir  alle  n'  Lösungssysteme  des  allgemeinen  Teilungsproblems 
in  einem  unter  ihnen  linear  darstellen,  wobei  freilich  neben  g^  und  g^ 
auch  noch  die  speciellen  Teil  werte  (pirf*9  P^*h  ^^djungiert  zu  denken 
sind.  Zu  diesen  letzteren  imd  damit  zum  speciellen  Teilungspröblem  n^' 
Ordnung  gelangen  wir  durch  die  Substitution  u  »=»  Q;  dieses  Problem 
kleidet  sich  jetzt  sofort  in  die  Aufgabe,  die  Coordinaten  der  v?  singu- 
lären  Punkte  im  kanonischen  System  anzugeben.  Die  specielle  Drei- 
teilung kommt  also  auf  die  Bestimmung  ^ler  9  Wendepunkte  der  in 
kanonischer  Gestalt  gegebenen  C^  hinaus*),  die  specielle  Yierteilung 
aber  auf  die  Bestimmung  der  16  Wendeberührungspunkte  der  ent- 
sprechend gegebenen  Raumcurve  vierter  Ordnung  vom  Geschlechte  1. 
Eine  ähnliche  Analogie  bestellt  weiter  zwischen*,  dem  Transfor- 
mcUionsipröblem  n^'  Ordnung  und  der  Aufsuchung  der  singulären  Coor- 
dinatensysteme  der  Cn*  Es  zeigte  sich  oben,  dass  es  insgesamt  vier  unter- 
schiedene Wendedreiecke  der  (7,  giebt;  dieselben  fanden  wir  in  §  5 
den  vier  gleichberechtigten  Congruenzgruppen  V^  der  dritten  Stufe  in 
dem  damals  erörterten  Sinne  eindeutig  zugeordnet.   Aus  den  Formeln 


*)  Wenn  die  C^  nicht  in  kanonischer  Form,  sondern  in  ganz  beliebiger  Ge- 
stalt gegeben  wird,  sq.  entspricht  die  Aufsachung  der  Wendepunkte .  dem  allge- 
j^einen  Teilnngsprobleme,  vgl.  Oebsch- Lindemann,  Vorles.  übet  Geometrie  I, 
5.  Abteilang. 
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des  nächsten  'Kapitels  folgt  aber  ganz  allgemein,  dtiss  das  singulare 
Coordinatenpolyeder  der  Cn,  wie  wir  dasselbe  fixierten,  eines  ist  unter  ^  (n) 
gleichberechtigten,  welche  dann  wieder  den  f(n)  Gruppen  ftpin)  der  n**" 
Stufe  zugeordnet  sind.  Das  aind  nun  gerade  die  Untergruppen,  welche 
der  Transformation  n^  Ordnung  zu  örunde  liegen;  und  also  werden 
wir  sagen  können:  Der  Übergang  vom  kanonischen  Coordinatensystem 
{d.  i.  dem  System  erster  Stufe)  eu  einem  einzelnen  singtdären  Polyeder  liefert 
ein  Bild  für  die  Auffindung  einer  einzelnen  Wurzel  einer  Transformations- 
gleichung.  Bei  diesem  Satze  wird  das  Polyeder  als  Ganzes  gedacht; 
spalten  wir  dasselbe  in  seine  einzelnen  Ebenen,  so  entspricht  dem,  be- 
haupten wir,  eine  vollständige  Auflösung  der  Xransformationsgleidiung.  Es 

beruht  dies  auf  dem  Umstände,  dea  .wir  bald  kennen  lernen  werden, 

•         •  • 

dass  sich  die  verschiedenen  gleichberechtigten  Systeme  der  Xa,  die  es 
bei  der  Normalcurve  giebt,  aus  einem  derselben  linear  mit  numerischen 
Coefficienten  berechnen  lassen.  Von  der  anderen  Seite  gesehen  liegt  in 
diesen  linearen  Formeln  ein  neuer  Ansatz  zur  Behandlung  des  Trans- 
formationsproblems selbst,  und  es  verlohnte  sich  wohl  um  so  mehr, 
demselben  gelegentlich  nachzugehen,  als  dabei  eine  Reihe  auf  das  Trans- 
formationsproblem, bezüglicher  Entwicklungen  Jacobi's,.  die  sonst 
isoliert  zu  stehen  scheinen;  in  ein  allgemeines  Beziehungssystem  ein- 
geordnet werden.  Wir  kommen  hierauf  im  nächsten  Kapitel  gelegent- 
lich zurück. 


Zweites  Kapitel. 
Die  OrSssen  X«  betrachtet  als  Fanetionen  der  Perioden  (o^,  o^. 

Unserem  eigentlichen  Zwecke,  närnlTch  Beiträge  zur  Theorie  der 
Congruenzjnoduln  zu  gewinnen^  soll' jetzt  dadurch  explicite  Rechnung 
getragen  werden,  dass  wir  die  im  vorigen  Kapitel  eingeführten  Grössen 
in  ihrer  Abhängigkeit  von  den  Argumenten  iDi,  co^  in  Betracht  ziehen. 
.  Dabei  erledigen  sich  diejenigen  Functionen  ohne  weiteres,  welche 
beim  Aufbau  des  kanonischen  Coordinatensystems  für  die  Normalcurve 
Cn  Verwendung  fanden;  sie  bleiben  als  Grossen  der  ersten  Stufe  bei 
der  Ausübung  irgend  welcher  Modulsubstitutionen  direct  unverändert. 
Ganz  anders  verhalten  sich  die  Grossen  X«,  auf  welche  wir  das  sin- 
gulare Coordinatensjstem  gründeten;- bei  n  «=  3  führten  dieselben  un- 
mittelbar zur  dritten  Stufe  hin,  und  wir  werden  ganz  allgemein  für 
beliebiges  n  zu  analogen  Resultaten  gelangen,  wie  wir  schon  im 
vorigen  Kapitel  gelegentlich  andeuteten.  Hierbei  ist  es  vor  allem  er- 
forderlich, den  in  den  bisherigen  Definitionsformeln  der  X«  noch  un- 
bestimmt gelassenen  Factor  x  endgültig  zu  fixieren;  und  indem  Wir 
dies  am  Beginn  des  gegenwärtigen  Kapitels  erstlich  für  ungerade  n  und 
sodann  für  gerade  in  eigenartiger  Weise  leisten,  erzielen  wir  dadurch 
für  die  späterhin  festzustellende  Wirkung  der  Modulsubstitulion  T  auf 
die  Xa  besonders  einfach^  Resultate. 

•  

DielVIehrzahl  der  anzustellenden, Betrachtungen  hat  für  die  Theorie 
der  elliptischen  Normalcurven  ihren  geometrischen  Sinn.  Schon  bei 
n  =  3  fanden  wir,  dass  die  Ausübung  gewisser  Modulsubstitutionen 
den  Übergang  von  einem  ersten  singulären  Coordinatensystem  zu  den 
übrigen;  mit  jenem  gleichberechtigten  bedeutete.  Man  wird  bei  be- 
liebigen n  analoge  Verhältnisse  antreffen;  aber  während  dieselben  für 
-n  =  3  von  der  rein  geometrischen  Seite  her  direct  übersehbar  waren, 
werden  wir  auf  eine  ähnliche  Peductionsweise  bei  allgemeinem  n  wegen 
cler  Vielseitigkeit  der  uns  entgegentretenden  geometrischen  Verhält- 
nisse von  vornherein  verzichten  müssen.    Es  schien  dieserhalb  rätlich. 

Klein- Fr  icke,  Morlnlfunctionen.   II.        *  18 
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von  einer  Einfährung  der  vorzunehmenden  Untersuchungen  unter  einem 
det  Theorie  der  elliptischen  Normalcuryen  entlehnten  geometrischen 
Bilde  ganz  abzusehen  (vgl  indes  weiter  unten  §  9). 

§  1.    Endgültige  Auswahl  und  Darstellnngen  f&r  den  ZnBatsiSEbOtor  x 
derXa(f4  I  (o^,  o,)  im  Falle  eines  ungeraden  n. 

In  §  7  des  vorigen  Kapitels  waren  die  Xa  der  einzelnen  Ordnung  n 
erst  bis  auf  einen  gemeinsamen  von  ü  unabhängigen  Factor  x  bestimmt^ 
den  wir  nunmehr  im  Falle  eines  ungeraden  n  als  Function  der  Perioden 
in  der  folgenden  Weise  festlegen  wollen*): 


(1)  « = f|  -  Vi  •  (VÄ) 


n— 1 
2 


Auf  Grund  bezüglicher  früherer  Sätze  erkennt  man  vermöge  der  zweiten 
*  Gestalt  des  x  in  dieser  Grösse  ^ine  eindeutige  Modulform;  ihre  Di- 

mension  ist  —  (n — 1),  und  sie  wird  zufolge  der  in  (2)  p.  265  ange-, 

gebenen  Bedeutung  von.A  der  n*^  Stufe  entweder  absolut  oder  ad- 
jungiert  zugehören. 

Um  über  den  letzteren  Punkt  sogleich  näher  zu  entscheiden^  wollen 
wir  jene  Formelsysteme  verallgemeinern^  welche  uns  oben  (p.  68) 
den  Zusammenhang  der  Grösse '  (1)  mit  den  Teilwerten  der^^'-  und 
der  <r- Function  im  Falle  einer  Primzahlstufe  angaben.  An  Stelle  der 
damaligen  functionentheoretischen  Schlussweise  ist  es  zweckmässig  hiw 
eine  analytische  Ableitung  treten  zu  lassen,  und  wir  knüpfen  zu  diesem 
Ende  etwa  an  die  von  (8)  p.  28  her. bekannte  Formel: 

(2)  *o.M-=-;^8m^.iJ  (^_-_ j  .  (^-___ j . 

Wir  betonen  dabei  ausdrücklich,  dass  der  Teilungsgrad  für  die  in 
diesem  And  den  beiden  folgenden  Paragraphen  eintretenden  Teilwerte 
die  beliebige  ungerade  Zahl  n  sein  soll,  und  brauchen  im  übrigen  e 
bis  auf  weiteres  in  der  Bedeutung  der  n*®^  Einheitswurzel: 

iitt 
(3)  .  «  =  6-,  . 

da  in  der  That  die  im  vorigen  Kapitel  unter  (2)  p.  261  erklärte  Bezeiclr- 
nung  6  weiterhin  nicht  mehr  zur  Verwendung  kommt.   Man  bilde  jetzt 

die  Formel  (2)  fQr  die  Zahlwerte  ft  =  1,  2,  ..  .,  —r —  und  multipli- 


*)  Cf.  Klein,  „Normalcurven**  p.  84  u.  f. 
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•  < 

ciere  die  — —  Gleichungen  mit  einander.   Dabei  fassen  sich  die  rechts 

auftretenden  Factoren   in   leicht   ersichtlicher  Weise  zusammen,   und 
man  gewinnt  die  Gleichung: 


(4) 


«—1 

2 

|/!^^^(l_^.) 

(i/ii\''fh-rT,.      _A 

Was  hier  auf  der  rechten  Seite  steht,  ist  zufolge  I  p.  154  (1)  nichts 
anderes  als  die  eindeutige  Modulform: 

und  also  kommt  (unter  c  in  (4)  und  (5)  eine  numerische  Constante 
*    verstanden)  die  Identität: 

(5)     ,..     .      c2T<*o.,=i/|. 

Die  hier  rechts  auftretende  Modulform  soll  nunmehr  dadurch  eindeutig 
fixiert  werden,  dass  wir  fiir  dieselbe  bei  (o  *>=>  too  den  Näherungswert 

(P^)       '  Y^  ^^  positiv  gerechneter  Wurzel  |/n  vorschreiben,  worauf 

man  die  numerische  Constante  ersichtlich  aus  der  Gleichung 

«—1 

n—l     —^  •  »  — 1 

c-2  *  -  fr  am  ^  =  {-!).*    yH 

bestimmen  wird.  Das  Quadrat  des  links  auftretenden  Productes  hat,  wie 
man  leicht  aus  der  zu  n  gehörenden  Kreisteilungsgleichung  abliest,  den 
Wert  n:2"~^;  dieses  Product  selbst  wird  also,  insofern  es  nur  aus  posi- 

tiven  .Gliedern  besteht,  den  Wert  Yn:2  *  haben.  Solcherweise  er- 
giebt  sich  als  Beziehung  der  ö-Teütperte  ^u  der  dritten  Wurzel  aus  der 
in  (1)  gegebenen  Modulform:* 

«—1 


(6)  i/^-(-i)*lT*'°-*) 


/*==! 


*)  Diese  Formol  findet  sieb  zuerst  bei  Kiepert,  Zur  Transformaiions^heorie 
der  dliptischen  Functionen,  Crelle's  Journal  Bd.  87  p.  199  u.  f.  (1879). 

J8* 


276  •  V,  2.    Die  Jt^  als  Fanctionen  von  o, ,  ©, . 

Andererseits  haben  wir  wichtige  Beziehungen  der  Grösse  (1)  zu 
den  Teilwerten  von  p(u)  und  p'(w),  welche  wir  aber  nicht  direct,  son- 
dern von  Formel  (6)  aus  ableiten  wollen.  Zu  .dem  Ende  gehen  wir 
auf  die  beiden  folgenden  Formeln  zurück: 

h\     /^  ^i^      ^  /^•,^  =      o(u-v)ü  (u  +  v)        , ,  v  ü(2u)  ^ 

(7)  j^(tO-FW i»^ä«w — ;    i^W"-'^^' 

die  erste  unter  ihnen  wurde  schon  in  I  p.  158  (4)  namhaft  gemacht; 
zur  Yerification  der  zweiten  bemerke  man^  dass  der  rechts  stehende 
Quotient  doppelt -periodisch  ist^  im  Periodenparallelogramm  die  rich- 
tigen Null-  und  UnstetigkeitspunktC;  sowie  b^i  U'^O  das  richtige 
Anfaiigsglied  der  Potenzentwicklung  nach  u  aufweist.  Indem  man  für 
u  be%.  t;  gewisse  n^  Teile  der  Periode  coj  einsetzt  und  hernach  Zähler 
und  Nenner  der  einzelnen  entspringenden  Formel  mit  einem  geeigneten 
gemeinsamen  Ezponentialfactor  versieht^  erhält  man  die  Darstellungen: 

(8)  Po,2f.-po,^  =  -^     'J     ,     ^0.^ -~-^- 

Man  bilde  die  zweite  dieser  beiden  Gleichungen  für  ft=l,2,  •••,  — - — 

•  •  • 

und  multipliciere  alle  entspringenden  Formeln  mit  einander.  Dabei 
kommt  man  infolge  des  als  ungerade  vorausgesetzten  n  im  Zähler  bis 
auf  einen  numerischen  Factor  wieder  auf  das  in  (6)  rechter  Hand  ge- 
schriebene Product  zurück.  Den  numerischen  Factor  aber  bestimmen  wir 
etwa  durch  Näherungsrechnung  bei  cd  =  » c»  (cf.  die  Formel  (4)  p.  13) 
oder  auch  unter  Benutzung  von  <yo,„— ^  =  <yo,/i  und  finden  solchergestalt 
die  Resultate: 


(9)         17«^-'--?=r— ''yI-13 


Will  man  mit  der  ersten  Formel  (8)  ähnlich  verfahren,  so  muss 
man  doch  bemerken,  dass  das  im  Zähler  der  rechten  Seite  auftretende 
Product  nur  dann  auf  das  Product  (6)  zurückkommt,  wenn  n  relativ 
prim  gegen  3  ist  Indem  wir  für  den  Augenblick  an  dieser  Voraus- 
setzung festhalten,  reihen  wir  den*  Formeln  (9)  nach  kurzer  Zwischen- 
rechnung noch  die  folgenden  an: 

n  — 1 
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Als  besonders  wichtiges  Ergebnis,  mit  dem  zugleich  die  eingangs 
aufgeworfene  Frage  ihre  Erledigung  findet,  ziehen  wir  aus  den  gewon- 
nenen Formeln: Die  Modulform  (1)  gehört  für  aUe  ungeraden  n  absolut 
zur  n*^  Stufe;  ein  Gleiches  gilt  auch  noch  von  der  dritten  Wurzel  aus 
derselben,  sobald  die  ungerade  Zahl  n  prim  gegen  3  ist.  Dass  dieser  letz- 
tere Zusatz  auch  notwendig*  ist,  beweist  man  durch  Anwendung  der 
Formel  (4)  p.  25  auf  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (6). 

§  2.    Darstellungen  der  normierten  Xa(u  |  co^j  <o^)  nnd  Bestimmiing 

ihrer  Stufe  im  Falle  eines  ungeraden  n. 

Nach  diesen  einleitenden  Bemerkungen  über  den  Zusatzfactor  x, 
durch  welchen  vir  die  X«  endgültig  normieren  wollen,  schreiben  wir 
uns  nunmehr  aus  (9)  und  (11)  p.  263  für  unsere  ungeraden  n  die  fertige 
Gestalt  der  X«  ab.    Wir  finden: 

(1)  X„(«  I  Oo«,)  =  (-l)"l/^-V'--*«  „(«  I  <».,  ?)• 

Daran  reiht  sich  als  Darstellung  durch  die  Function  d"^: 


a« 


(2)     X.(.|  ».,%)- (-!)•■     ,—  .»-r-.ft.C!"--^;!,,^), 


sowie  endlich  die  Reihenentwicklung: 


■         u»  '       *         *  ((3m+l)n  — 2o)*    (am-fl)«  — «a 


8»  ^  2 


Die  solcliergestait  normierten  Xa  gehören  als  homogene* Functionen  ihrer 

drei  Argumente  u,  (o^,  ©^  ^^  der  Dimension  — r —  \     Um   aber   die 

Stufe  dieser  Xa  zu  bestimmen',  bringen  wir  iioch  einige  weitere  Dar- 
stellungen für  dieselben' durch  die  Functionen  (ffPffp'  zur  Ableitung, 
Darstellungen,  welche  auch  für  die  Entwickungen  des  folgenden  Para- 
graphen von  Bedeutung  sind. 

*)  Die*  Betrachtung  der  in  (2)  enthaltenen  transformierten  ^j- Function  ist 
natürlich  keineswegs  neu.  Dagegen  ist  wohl  die  durchgeführte  formentheoretische 
Normierung  zuerst  von  Hm.  Klein  gegeben  worden;  man  sehe  ausser  den 
„Normalcurven"  übrigens  auch  die  Note  „Über  getoisse  Teilwerte  der  d-i- Functiofi^' 
Math.  Ann.  Bd.  17  (1881).  Der  wesentliche  Vorteil  der  Normierung  kommt  erst 
weiter  unten  durch  das  einfache  gruppentheoretische  Verhalten  der  X^  zur 
Evidenz. 
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Man  weiss  bereits  aus  dem  vorigen  Kapitel;  dass  der  Quotient 
Xo(u):(J"(w)  eine  doppeltperiodische  Funtion,  und  zwar  (n  —  1)*^ 
GradeS;  ist  Da  sie  übrigens  eine  gerade  Function  von  u  ist  und 
nur  in  den  Eckpunkten  der  Parallelogrammteilung  unstetig  wird,  so 

(^ ixten  ___ 

a     )      Grades  von  p{u)  sein.  *•  Wir 

haben  aber  direct  die  Darstellung:    • 

denn  man  bemerke,  dass  auch  die  Nullpunkte  der  linken  Seite  von  (4) 
'  mit  denen  der  rechten  coincidieren.  und  dass  überdies  wiederum  die 
Anfangsglieder  der  beiderseitigen  Reihenentwicklungen  nach  u  über- 
einstimmen. Aus  (1)  und  (4)  folgt  nun  mit  Rücksicht  auf  Formel  (9) 
des  vorigen  Paragraphen: 

«—1 

(5)         Z„(«  1  «., «,,)  =  (-  l)'^tf»(«)  •JTC^1~^''")'^)> 

und  also  gewinnen  wir  unter  Gebrauch  von  (lY)  p.  264  allgemein: 

(6)  x„(M  I  «„ ß,,) =(-!)+*  <o(m)  yi\~ — y     ) • 

Weiter  folgt  aus  (7)  p.  27&  nach  kurzer  Rechnung: 

Setzt  man  dies  in*  (6)  ein  und  benutzt  zur  Entfernung  der  |i7'-Teilwerte 
die  erste  Formel  (9)  des  vorigen  Paragraphen,  so  entspringt  folgende 
Darstellung  der  X«: 

»— 1  n—l 

2  «2 

(7)  Xa  (U\t0„  (O,)  =  (-  1)«  JJ  ffo,  ^  JJtf«.^  (m)  , 

i4  =  l  n—l 


**)  Dass  sich  von  hier  aus  Formeln  über  die  Beziehung  des  singulären  Co- 
ordinatensystenis  der  C^  zum  kanoDischen  entwickeln  Hessen,  wird  man  leicht 
bemerken;  doch  würde  man  dann  das  letztere  Coordinatensystem  mit  den  höhe- 
ren Potenzen  von  p{u)  und  nicht  mit  den  höheren  Ableitungen  dieser  Function 
,  aufbauen  müssen.  Auch  hätten  wir,  um  diesen  Ansatz  ohne  Mühe  zur  vollen 
Durchbildung  zu  bringen,  allgemein  auf  die  erst  später  festzustellende  Wirkung 
der  Modulsubstitutionen  auf  die  X^  Bezug  zu  nehmen. 
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welche  die  erste  Formel  (1)  p.  257  in  definitiver  Gestalt  giebt.  Um 
endlich  noch  eine  letzte  geringe  Modification  mit  Formel  (6)  vor- 
zonehmen^  betrachte  man  vorerst  das  Product 

in   dem  a  nicht   gerade   gleich  0   sein   möge.     Bei  u  «=>  0   wird   der 
Zähler  desselben  (n  —  l)-{ach  nnendUch,  einer  der  Factoren  des  Nen- 
ners aber  einfach  zu  Null,  so  dass  wir  dortselbst  einen  n- fachen  Un- 
.  stetigkeitsponkt  des  ganzen  Prodactes  (8)  vorfinden.    In  gleicher  Weise 

ergiebt  sich  bei  — ^  ein  n-facher  Nullpunkt,  während  sich  (8)  übrigens 

allenthalben  im  Periodenparallelogramm  endlich  und  nicht  verschwin-* 
dend  erweist.  Dieserhalb  ist  (8)  bis  auf  einen  von  u  unabhängigen 
Factor  mit  der  n**^  Potenz  des  Quotienten  <ya,o(w)  •*  <^00  identisch,  welche 
letztere  ja  gleichfalls  doppeltperiodisch  ist  (cf.  (4)  p.  25).  In  der  That 
kann  man  denn  auch  die  hier  gemeinte  Formel  leicht  direct  dadurch 
herstellen,  dass  man  die  in  (8)  auftretenden  ^-Di£Perenzen  vermöge  (7) 
p.  276  einzeln* durch  die  6  ausdrückt;  man  findet  so  endgültig: 


n  — 1 
8 


Multiplicieren   wir  diese  Formel  mit  (6),   so  kommt   als   letzte  Dar- 
stellung der  Xa  die  folgende: 

(10)  X„(ula).,a,,) 


»— 1 


an  welche  sich  für  den  Specialfall  a  «»  0  die  Formel  (5)  direct  an- 
schliessi  —     • 

Die  Frage  nach  der  Stufe  der  Grossen  Xa.(fi  |  Oj,  Oj)  beantwortet 
sich  jetzt  mühelos.  Da  auf  der  rechten  Seite  von  (10)  nur  Grössen 
erste):  und  n^'  Stufe  stehen,  so  ergiebt  sich,  dass  dh  Xa  im  Falle 
einea  ungeraden  n  absolut  jsur  n*®*  Stufe  gehören,  .  Dieser  Satz  ist  aber 
nur  erst  ein  vorläufiger  und  wir  werden  bestimmen  wollen,  welches 
die  Congruenzgrupf e  n^  Stufe  derjenigen  Substitutionen  ist,  die  zu- 
-gleich   alle   n  .Functionen  Xa  in   sich   überführen.     Es   ist   aber  das 
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System  der  Nullpunkte  von  Xx  im  Feriodenparallelogramm   gegeben 
durch 

(11)  .T-'  +  '»n'    f*  =  0,  1,...,  n-1*). 

Soll   also  Xx{u  I  «©1  +  /9cJa,  yoi  +  dcog)  ^=  X;i(m  |  ©i,  cuj)   sein,   so 
muss  das  Punktsystem: 

bei  beliebigem  stehenden  Werte  X  für  ft  =  0,  1, . . .,  n  —  1  gebildet, 
von  ganzzahligen  Verbindungen  der  Perioden  abgesehen  auf  das  Sy- 
stem (11)  zurückführen.  Dies  ist  offenbar  immer  und  nur  dann  der 
Fall,  wenn  a  ^  1,  y  ^  0,  (mbd.  n)  ist,  woraus  d  ^  1  eine  unmittel- 
.bare  Folge  ist.  Aus  einer  später  hervortretenden  Thatsache  (dass  sich 
nämlich  die  Xa  gegenüber  einer  beliebigen  Modulsubstitution  linear 
repraducieren)  ist  aber  der  Schluss  zu  ziehen,  dass  die  hier  gesuchte 
Congruenzgruppe,  deren  Substitutionen  zugleich  alle  n  Xa  unverändert 
lassen,  eine  ausgezeichnete  ist.  Wir  folgern  somit  ß^O  und  daher 
das  Resultat:  Bei  ungeradem  n  bleiben  die  Xa(u  \  cD|,  a^)  insgesamt  erst 
gegenüber  den  Substitutionen  der  homogenen  Hauptcongruen^gruppe  n*®'  Stufe 
des  Index  n(p(n)i;(n)  unverändert  (cf.  I  p.  460). 

§  3.    Die  Modulformen  n^'  Stufe  0a ^  Va,  eto.  und  ihre  Besdehung 
zu  den  Teilwerten  im  Falle  eines  ungeraden  n. 

Gehören  die  Xa{u)  .zur  n^^  Stufe,  so  muss  ein  Gleiches  von  Xa(0), 
d.  i.  von  ihren  Nullwerten,  sowie  auch  von  den  Nullwerten  ihrer  Ab- 
leitungen nach  u  gelten.  Diese  Nullwerte  sind  aber  gerade  die  Coeffi- 
cienten  jSa,  tfa  etc.  der  Reihenentwicklung: 

Xa(u)  =0a+yaU  +  XaY+  ^^  "^  +  ^«   ^4  H > 

welche   wir    bereits    unter   (12)   p.  267    angaben;    in   den  jer«,  Vay  x^ 
iL  s.  w.  besitzen  wir  also  Modtdformen  der  n^^  Stufe,  und  zwar  ersicJit- 

Itcn  der  lieihe  nach  von  den  Dtmeiisionen  — - — ,  — - — ,  — - —  u.  s.  tv. 

i  z  z 

Zufolge  der  bereits  p.  267   entwicJcclten  Relationen  (13)  und  (14)  haben 
tcir  wesentlich  verschiedene  Grössen  Za,  ebenso  viele  x«  etc,;  dagegen 

giebt  es  —w--  Moduln  ya,  Wa  etc.'  Die  hiermit  gewonnenen  Modulformen, 


*)  Um  hier  Verwechslusgen  mit  dem  Substitutionscoefficienten  a  zu  ver- 
meiden, haben  wir  für  den  Augenblick  den  unteren  Index  der  Functionen  X  durch 
X  bezeichnet.  .  • 
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und  insbesondere  die  0ay  gehören  zu  den  einfachsten,  deren  wir  über- 
haupt habhaft  werden  können,  und  wir  ziehen  betreffs  derselben  dieser- 
.    halb  sogleich  eine  Reihe  von  Folgerungen,  welche  sich  aus  den  For- 
mein  der  voraufgehenden  Paragraphen  unmittelbar  ergeben. 

Erstlich  hab.en  wir  für  die  Za  aus  Formel  (1)  des  vorigen  Para- 
graphen die  Darstellung: 

(1)  *,(a,„a,,)  =  (-l)-|/|ff.  Ja,„5), 

oder  auch  aus  Formel  (2)  ebendaselbst: 

woran 'sich  die  Reihenentwicklung  schliesstr 

,       ixa  +  l  .  •  ((8m+l)w— 2a)* 

(3)  z„ («, ,  0,,) tL^—*-  .    V  (-  1)"' r         »-  • 

1/ "._|/^    „.^» 

Auch  für  die  tfa  lassen  sich  aus  (3)  p.  277  fast  unmittelbar  Beihenent- 
Wicklungen  nach  r  hernehmen,  nämlich: 

.(4)  y«(«i,Oi)=' 

00  ((2m-f  l)n— 2o)* 


SU 


während  entsprechende  Entwicklungen  für  die  Xa  etc.  ein  wenig  com- 
plicierter  ausfallen  wegen  des  Exponentialfactors,  der  sich  in  Formel  (3) 
p.  277  vor  dem  Summenzeichen  findet. 

• 

Die  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  geben  uns  weiter  einige  Aus- 
drücke für  ßa  und  y^  durch  die  Teilwerte  des  n**°  Teilungsgrades.  Wir 
ziehen  erstlich  aus  (7)  p.  278: 


n  — 1  n  —  1 

2  2 


(5)  .ea^{—\yJJ<to,^   Yl   *"•"• 


tx  =  l  n—1 

^  2 


Weiter  folgt  für  *a  =  0  wiederum  aus  (7)  p.  278  unter  Benutzung  von 
(9)  p.  276: 

«— 1  n—1     * 

(6)  j/o  =  (-  1)"^'  IT  ^l,.  =  (- 1)"^  tl  V": 
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Formel  (6)  p.  278  ergiebt  als  zweite  hierher  gehörige  Darstellong  der  Sa 

Wenn  man  wül^  kann  man  hier  noch  den  Factor  <f^o  auf  Grand  Ton  (9) 
p.  279  entfernen.    Diese  Formel  heisst  nämlich  für  u  «»  0: 


(-  !)• «:..  - 


(,(._4)-..,.)^„;ff'--^^'' 


wo  jedoch  im  Producte  rechter  Hand  dpr  Wert  k^  +  a  auszulassen 
ist;  in  üblicher  Weise  halben  wir  diesen  Umstand  durch  einen  oberen 
Index  am  Productzeichen '  angedeutet.  Durch  Ausführung  d^s*  ange- 
deuteten Grenzübergangs  kommt: 


(8)  F«,  0  Yl  (P"'  0  —  ^-»'o)  = 


(-!)■ 


1=1  "o,0 

wir  unterlassen  jedoch ,   den   hiermit  gewonnenen  Wert  von  iC,o   in 
in  Formel  (7)  noch  ausführlich  zu  substituieren. 

Auf  der  anderen  Seite  kann  man  die  Teilwerte  durch  die  Modtd- 
fonnen  Za  etc.  ausdrücken.  Um  dieses  zu  leisten  ^  betrachte  man  die 
Summe: 

(9)  ^*-''"^(«-^)>  •        . 

wobei  a  eine  der  Zahlen  1,  2,  . .  .^  n  —  1  sein  soll,  ^{^)  ^^^^  ^^^ 
elliptische  Integral  zweiter  Gattung  (1)  I  p.  155  bedeutet.  Zufolge 
*  der  Formeln  (2)  ebenda  stellt  (9)  eine  doppeltperiodische  Funption  dar, 
und  zwar,  wie  man  sieht  eine  solche  n*^  Grades,  deren  n  Unstetigkeits- 
punkte  im  Parallelogramm  mit  den  Nullpunkten  von  X^(u)  coincidieren. 
Nach  dem  Hermite'schen  Satze  muss  also  eine  Darstellung  existieren: 

n— 1 


(10)  ^   ^.-.«z(«-^)  = 


Zur  Bestimmung  der  CoefiGcienten-  c  setze  man  u ^  an  Stelle  von 

u  in  (10)  ein,  benutze  für  die  rechte  Seite  Formel  (13)  p.  264  und 
multipliciere  die  entspringende  Relation  mit  s"^-^  es  ergiebt  sich: 
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«— 1 


(11) 


2'6-<^+«--^(«-^^p^) 


M=0 
«— 1 


=  2^-/'«z(u-!^)+  {Z(u-eD,)-Z(u)] 


"^iW 


{ CoC«-«  -  1)  -  »J» )  2o  +  >'  o(«^-«  -  1) Zi  =  0 


3;(u) 

Zieht  man  (10)  Ton  (11)  ab  und  benatzt  I  p.  155  (2),  so  folgt: 

n—v 

(12) 

als  lineare  Identität  zwischen  den  X.  Da  alle  Coefficienten  derselben 
verschwinden  müssen^  so  ergiebt  sich  c^  aus  Co(6"~". —  l)=»i?i,  während 
unter  den  übrigen  Cx  einzig  c«  von  Null  verschieden  ist.  Zur  Bestim- 
mung voii  Ca  entwickle  man  (10)  rechts  und  links  nach  Potenzen  von  u. 

ti   i« 

Um  die  endgültige  Formel  noch  etwas  allgemeiner  zu  gestalten^  schreibe 

man  \u —\  an  Stelle  von  u  und  findet  solchergestalt: 


Das  Anfangsglied  der  linken  Seite  ist  —  u~~^,  rechts  aber 


»— 1 


(13) 


^^^(.a^L      ^«>i+#«>«y^      nt      _l!l^Li^*). 


/«=0 


e 


— a 


—  1 


^a^iW 


Die  Formel  (13)  differentilere  man  nun  für  A'  =  0  nach  u  und 
erhält  so: 


«— 1 


(14) 


2^M—'-^)- 


Vo 


iu=0 


Hier  entwickele  man  rechts  und  links  nach  ansteigenden  Potenzen 
von  u.  Linker  Hand  treten  als  Coefficienten  gewisse-  Summen  über 
Teilwerte   auf^    rechts   aber   rationale    Verbindungen   der   0a,  Va   etc. 

ii' 

.  •  •  ^  Oio  hier  gewonnene  Formel  ist  (natürlich  in  ganz  anderer  Bezeichnungs- 
weise)  schon  von  Jacobi  aufgestellt^und  der  sogen.  nmgekeHrten  Transformation 
za  Grunde  gelegt;  cf.  ^^Suite  des  notices  sur  les  fonctions  eHiptigpies*'^  IV,  Crelle*s 
Joomal  Bd.  4  (1829)  oder  Ges.  Werke  I  p.  271  u.  f.  Die  Umsetzung  der  Jacobi- 
schen Formel  in  die  entsprechende  für  die  von  Weierstrass  eingeführten  Functio- 
nen ist  von  Hm.  Kiepert  in  einer  schon  bei  Gelegenheit  genannten  Arbeit  ge- 
leistet, of.  f^Transfarmationsgleichungen  und  Division- der  dlipHschen  Functionen'^ 
Orelle*s  Journal  Bd.  76  p.  34  u.  f.  (1873).  Man  sehe  übrigens  auch  Frobenius 
und  Stickelberger,  Über  Addition  und  MulHplication  der  elliptischen  Functio- 
nen^ Crelle's  Journal  Bd.  88  p.  146  u.  f.  (1879). 
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Durch  Identischsetzen  der  Absolutglieder^  sowie  andrerseits  der  Coeffi- 
cienten  von  u  entspringen  die  beiden  folgenden  Relationen: 

(15)  ^^B    Po,,-.   6y^,^    ,  Zi^B    po,^ — ^:ir^' 

die  aber,  wie  wir  wiederholen,  nur  für  dfe  Werte  a  «=»  1,  2, . . .,  n —  1 
gültig  sind.  Um  entsprechende  Formeln  f&r  a  =  0  z\x  gewinnen, 
knüpfen  wir  für  die  ^-Teilwerte  an  Formel  (5)  p.  278,  die.  wir  wieder 
links  lind  rechts  nach  Potenzen  von  u  entwickeln.  Der  Vergleich  der 
Coefficienten  yon  u  und  u' 'rechter  und  , linker  Hand  ergiebt  nach 
kurzer  Rechnung: 

n  — 1 

(16)  2'fo..  =  -5|;-    . 

Da  endlich  ^'o,— /*  =  —  P'o,fi  ist,  so  ist  für  die  J(?'- Function  einfach: 

(17)  2"^^'^  =  ^- 

Nun  führt  eine  einfache  Combination  der  zuletzt  erhaltenen  Relationen 
auf  die  gesuchten  Ausdrücke  der  Teil  werte  von  p,  p'  in  den  0a, 
tfa  etc.;  wir  finden  nämlich:- 

—  ■  • 


(18) 


2 


Entsprechende  Darstellungen  der  Teil  werte  px,^,  p'x,^  niit  nicht- 

verschwindendem  X  wird  man    aus  (18)   durch  Ausübung   geeigneter 

Modulsubstitutionen   herstellen.     Wie  dieselben  auf  die  Modulformen 

»a  etc.  wirken,  wird  bald  der  Hauptgegenstand  unserer  Untersuchung 


sein**). 


*)  ^s  schlieBsen  sich  diese  Relationen  denjenigen  Formeln  an,  duroh  welche 
Hr.  Kronecker  die  Teilwerte  der  Functionen  sin*  am  u  vermöge  der  Wurzeln 
der  Jacobi'Bchen  Modular-  und  Multiplicatorgleichungen  ausdrückt;  siebe  die 
Berliner  Monatsberichte  von  1875  p.  498  u.  f. 

**)  Betreffs  der  sogenannten  AbeTschen  Relationen   zwischen  den  Teil- 
werten von  ^ ,  p',  welche  aus  der  Formol  (13)  des  Textes  abgeleitet  werden  kön- 
nen, vorweisen  wir  auf  die  bezägliche  Note  von. Hrn.  F.  Engel  in  den  Berichten 
der  £gl.  Sachs.  Gesell,  der  Wiss.  vom  Jahre  1884;  man  sehe  auch  „Normalcurven^ 
p.  43  (Note). 
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§  4.    Endgültige  Auswahl  und  Darstellung  für  den  Zusatzfaotor  x 
der  Xa{u  \  co^,  m^)  im  'Falle  eines  geraden  n. 

Indem  wir  uns  anschicken ,  die  Untersuchungen  der  letzten  Para- 
graphen auch  für  gerade  n  durchzuführen,  legen  wir  mit  Hrn.  Hur- 
witz'^)  der  in  (11)  p.  266  noch  unbestimmt  gelassenen  Grosse  x  bei 
den  geraden  Ordnungen  n  die  nachfolgende  Bedeutung  unter: 


x==Vä.a  =  |/ä-]7^. 


(1)  ,-,^ 

Dass  diese  Auswahl  des  x  eine  zweckmässige,  in  gewissem  Sinne  sogfir 
die  einzig'zweckmässige  ist,  soll  weiter  unten  auseinandergesetzt  wer* 
den.  Zunächst  bemerke  man,  dass  die  so  f&r  x  gesetzte  Modulform 
(—  3)**'  Dimension  der  n*®"  Stufe  adjungiert  ist,  indem  sie  bei  Anwen- 
dung einer  modulo  n  mit  der  Identität  congruenten  Modulsubstitution, 
allgemein  gesagt,  eine  multiplicatiye  8^  EinheitswurzeF  annimmt.  Wel- 
ches  der  Wel-t  dieser  Einheitswurzel  ist,  wei*den  wir  vor  allen  Dingen 
bestimmen  wollen  uüd  führen  zu  dem  Zweck  für  x  eine  solche  Dar- 
stellung ein,   die   den  Hülfsmitteln  unserer  früheren  Untersuchungen 

ohne  weiteres  zugänglich  ist,  was  von  r  A .  A  nicht  gilt. 

Die  Formel  (2)  p.'274,  welche  sowohl  für  ungerade  wife  gerade  n 
gilt,  bilde  man  für  ft  =  1,  2,  . . .,  n  —  1,  multipliciere  alle  (n  — 1) 
Gleichungen  mit  einander  und  ziehe  die  rechts  auftretenden  Producte 
wieder  nach  demselben  Principe  wie  oben  (p.  274)  zusammen.  Es 
folgt»*): 

n— 1  8 

(2)  1 1  6o^^  c=  (Jo, 2  •  i  i  <yo,/i  =  — 

wobei  der  numerische  Factor  wieder  vermöge  der  Krersteilungsglei- 
chung  bestimmt  wurde.     Aus  (2)  ergiebt  sich  weiter: 

n— 2 


n 


(3)  VK^ = -  YÄ'./VE-  4,i\  ■  Yl  ol, 

und   hier  ist  der  rechts  in  Klammem  gesetzte  Ausdruck  von  einem 

numerischen  Factor  abgesehen  mit  dem  reciproken  Werte  von  |/A(A —  1) 
identisch***).    Indem   wir   diesen   reciproken  Wert   in^  (3)   einsetzen, 

*)  Math.  Ann.  Bd.  27  p.  196. 
•  ♦♦)  Bei  den  Teil  werten  wüsgen  wir  hier  überall  anadrücklich  den  Teilnngs* 
grad  mit  in  die  Bezeichnung  aufnehmen.- 
***)  Man  vergl.  die  Formeln  p.  29  u.  f. 
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rechts  und  links  die  Quadratwurzel  ziehen  und  den  numerischen  Factor 
alsdann  durch  Annäherung  an  co  =  »cx>  bestimmen,  entspringt  als  ge- 
wünschte Darstellung  von  x: 

«—2   * 

(4)      x^'f^^=(-iy^V2's^^^n<^ 

Um  eine  nunmehr  auszuübende  Substitution  der  .homogenen  Haupt- 
congruenzgruppe  n^.  Stufe  als  solche  gleich  kenntlich  zu  machen, 
schreiben  wir  ihre  Coef&cienteh  in  der  Gestalt: 

(5)  a^^an-^  1,    ß^=bny    y  =:  cn,    d  =  dn+l-. 

Die  Veränderungen,  welche  alsdann  die  einzelnen  Bestandteile  der 
rechten  Seite  von  (4)  erleiden,  wird  man  nach  Formel  (16)  in  I  p.  627 
bez.  (11)  I  p.  674,  sowie  endlich  nach  (2)  p.  24  berechnen.  Wir 
finden  die  nachfolgenden  Resultate: 


(6) 


■»—2  n—i 

«^  »(n--2)^^^  .  ..  ^        Cfff    (n— l)(i»— 2)       *^ 


Fasst  man  diese  Formeln  nach  Massgabe  der  rechten  Seite  der  Glei- 
chung (4)  zusammen,  so  ist  es  für  die  auszuführende  Zwischenrechnung 
zweckmässig,  zu  unterscheiden,  ob  n  durch  4  teilbar  ist  oder  durch  4 
geteilt  den  Best  2  lässt.  Im  Schlussresultat  ziehen  wir  beide  Fälle 
gleich  wieder  in  eins  zusammen  und  finden  so  als  Veränderung  yon 

K  A  .  A  bei  Ausübung  der  durch  (5)  gegebenen  Substitution: 

(7)  fr^'=  (-  1)t{<*+'><-+«+'-^}  .  eT<-»+— "'-'>l?^:i. 

Im  Gegensatz  zu  den  bei  ungeraden  n  gefundenen  Verhältnissen 
ist  sonach. hier  der  Zusatzfactor  x  keineswegs  absolut  zur  n*^  Stufe 
gehörig,  sondfßm  .vielmehr  zur  Stufe  8n,  wfe  man  leicht  bemerkt. 
Deshalb  sind  auch  Darstellungen  des  jetzigen  x  durch  n^  p-  oder^'- 
Teilwerte,  die  etwa  den  Formeln  (9)  und  (10)  p.  276  analog  gebildet 
wären,  nicht  möglich.  Man  möchte  zwar  yersuchen,  vermöge  der 
aus  (8)  p.  276*  zu  gewinnenden  Glöichung: 

(8)  ^o^(Rv-Fa.A.)  =  -^ 

für  alle  durch  3  nicht  teilbaren  Zahlen  n  die  Formel: 
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«_  2 

(9)        jrrFo^(^o,2^~j^o.^)^+j74- 

zu  benutzen;  inzwischen  kommen  wir  doch  Yon  hier  aas  vermöge  (4) 
nur  zu  y A  •  A^  nicht  aber  zu  r  A  •  A . 


§  5.    Darstellungen  der  normierten  2a(u  |  m^^  Oj)  und  Bestimmung 

ihrer  Stufe  im  Falle  eiines  geraden  n. 

Durch  die  geschehene  Auswahl  des  x  sind  die  Xa  in  den  Fällen 
gerader  Zahlen  n  zu  homogenere  Functionen  ( —  2)*"  Dimensiofi  der  drei 
Argumente  ti,  a)i;  0)2  geworden.  Als  ausführliche  Darstellungen  für 
dieselben  haben  wir  erstlich  die  beiden  folgenden:' 

(1)  Xa{u  \  o),,  w,)  ^  e^'^^'^'^  'ft^^  e-^'^-'.öa^i  i(t*|cD„^), 

«  +  2'2^  »^ 

(2)  Z.(«  I  «„  0,,)  «|/^f/Ä.<?'^-.^«/-.*,(?iJl^«, ,-), 
woran  sich  dip  Reihenentwicklung  schlieasen  mSge: 

Eine  Darstellung  der  Xa  durch  die  j^-Function,  wie  wir  sie  fiir  die 
ungeraden  n  in  (6)  p.  278  leisteten ,  lässt  sich  auch  jetzt  ohne  Mühe 
durchführen.    Wir  finden  erstlich  für  Xq{u),  wie  man  leicht  bestätigt: 

n  — 2 
^W  ^=0    \  2'     >^    / 

und  sodann  durch  Anwendung  von  Formel  (IV)  p.  264  allgemein: 

n— 2 


(5) 


Xa(u  I  (D,,  o^y=  00  <«  W  IT  (  ^{^—'^)  —  ^1  !M:i  )  • 

n  /4=0     \  2'     2n    / 


Durch  Benutzung  der  ersten  Formel  (7)  p.  276  gelangt  man  von  hier 
aus  wieder  zum  ursprünglichen  <f-Product  (1)  p.  257  für  die  Function 
Xa  zurück.  Doch  unterlassen  wir  diese  und  sonstige  Umsetzungen 
der  Xa  und  knüpfen  unsere  weitere  Besprechung  an  die  bislang  ge- 
wonnenen Formeln. 

Um  die  Stufe  der  Functionen  Xa{u  |  (o^,  Og)  zu  bestimmen^  müs- 
sen wir  gegenwärtig  eine  etwas  ausführlichere  Betrachtung  anstellen 
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und  benennen,  am  Collisionen  der  Bezeichnungen  zu  meiden,  fOr  den 
Augenblick  den  Index  der  Functionen  X  durch  X.     Indem   wir  dann 

noch  die  Abkürzung  A'  =  A  +  y  benutzen ,  haben  wir  als  Vergeh win- 

dungspunkte  Yon  Xx{u)  im  Periodenparallelogramm  die  nachfolgenden 
anzumerken: 

(6)  ?:^  +  ?!L±i  .  0,,,    ^  =  0,1,...,  «-1. 

Soll  jetzt  Xx{ü  I  aOi  +  jSgjj,  yo^  +  ^^%)  ="  ■X^i(tt)  sein,  so  schliessen 
wir  gerade  wie  vorhin  bei  den  ungeraden  n  (p.  280),  dass  das  System 
der  Punkte: 

W  Itt  +     2n    i  ^i  +  [—ir-  +  ~2;r;  ®«' 

yoi\  ganzzahligen  Terbindungen  der  Perioden  abgesehen,  wieder  auf 
tlas  Punktsystem. (6)  zurückkommen  muss.  .Indem  also  insbesondere 

(tt-l)r    .   y(2ft  +  l) 
n  '  2n 

• 

für  beliebige  ganzzahlige  A',  fi  eine  ganze  Zahl  vorstellen  muss,  haben 
wir  als  notwendige  Bedingungen  a  ^  1  (mod.  n)  und  y  eh  0  (mod.  2n). 
Eine  weitere  unmittelbare  Folgerung  ist  d  ^  1  (mod.  m),  und  es  folgt 
endlich  'jS^O  (mod.  2w)  vermöge  der  schon  wiederholt  genannten 
Thatsache,  dass  diejenigen  Modulsubstitutionen,  welche  zugleich  alle 
Xa  in  sich  transformieren,  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  bilden. 
Um  diese  ausgezeichnete  Untergruppe  aber  soll  es  sich  hier  allererst 
handeln. 

Indem  die  gefundenen  Bedingungen: 

(8)  a  =  ä=l  (mod.  n),    jS  =  y  ee  0  (mod.  2n) 

augenscheinlich  dafür  hinreichend  sind,  dass  das  Punktsystem  (7)  mit 
dem  in  (6)  gegebenen  identisch  ausfallt,  wird  bei  einer  hierher  gehörigen 
Modulsubstitution  das  Product  auf  der  rechten  Seite  von  (5)  absolut  un- 
verändert bleiben.  Ein  Gleiches  beweist  man  für  den  Bestandteil  <fa,o(ti) 
sofort  vermöge  (2)  p.  24,  so  dass  die  Wirkung  »der  in  Rede  stehen- 
den Modulsubstitution  auf  Xa  dieselbe  ist,  wie  auf: 

(9)  z,(a>„m,)^■^^^f^~^•6^^(a,„'^). 

Um  aber  die  Veränderung  der  Grösse  Zq  zu  bestimmen,  benutzen 
wir  die  schon  in  (5)  p.  286  eingeführte  Schreibweise  unserer  Modul- 
substitution und  setzen  des  genaueren: 

(10)  /3  =  n6  =  2n6o;    y  =  wc  =  2wCo; 


Zq. 
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die  hier  gebrauchten  Zahlen  a,  &o,  Cq,  (2  genügen  alsdann  der  Bedingung 

(11)  n'ad  +  a-\'d  =  Ab^Coy    a  +  d  =  0,  (mod.  2). 

Den  (^-Factor  auf  der  rechten  Seite  von  (9)   bezeichnen   wir,   als  zu 

den  transformierten  Perioden  gehörig,   durch  6i  i  und  finden  aus  (2) 

«'s 

p.  24  als  Wirkung  vder  auszuübenden  Substitution: 

(12)  5-,  ,«(_lf+'"''T+'"'(TJ+— •T.i-«.^^  ^. 

Indem  wir  nun  auch  noch  die  Formel  (7)  p.  286  heranziehen,  kommt 
als  Veränderung  von  e^  nach  leichter  Zwischenrechnung: 

(13)  ^; = (_  i)T  1*»+^  -2-; 

Hieraus  liest  man  die  Schlussresultate  ab,  und  zwar  erstlich: 

Ist  n  durch  4  teilbar,  so  sind  die  X«,  als  Functionen  der  Perioden 
betrachtet,  Moduln  der  2n**°  Stufe,  indem  sie  insgesamt  erst  bei  der  durdi 
(8)  charakterisierten  Untergruppe  unverändert  bleiben,  welche  sich  sofort 
als  eine  Congruenzgruppe  2n^  Stufe  des  Index  ng)(2n)ilf(2n)  erweist 

Ist  dagegen  n  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl,  so  folgt  aus 
(11)  leicht  a^d  (mod.  4).  Bedeutet  also  jetzt  k  eine  beliebige  ganze 
Zahl,  so  haben  wir  ausser  (8)  als  Bedingung  für  völlig  unveränderte  X«: 

(14)  a  =  d  =  k  (mod.  4),     6o  +  ^o  =  kQcjj^  ^^^^  2^^ 

die  man  noch  in  die  andere  Gestalt  überführen  wolle: 

(15)  a  =  ä=l+kn,    ß  +  y  =  nk(k  +  1)  (mod.  4n). 

Daher  das  weitere  Ergebnis: 

Lässt  n,  durch  4  geteilt,  den  Best  2,  so  sind  die  Xa  als  Functionen 
der  Perioden  nur  erst  Moduln  der  Stufe  4w  und  gehören  cUs  solche  ins- 
gesamt zu  einer  ausgezeichneten  Untergruppe  des  Index 

y9(4n)^(4n). 

In  der  That  zählt  man  sofort  acht  modulo  4n  incougruente  Substitu- 
tionen ab,  welche  die  Bedingungen  (8)  und  (15)  erfüllen. 

§  6.    Einfohrung  der  Modulformen  Zay  ffa  eto.  2n^'  bez.  4n^'  Stufe 

bei  geraden  Werten  von  n. 

Die  Nullwerte  der  Xa,  sowie  dann  weiter  die  Nuliwerte  der  Ab- 
leitungen von  Xa  nach  u  liefern  jene  Modulformen  (—  2)**^,  ( —  3)****^ 
XL  s.  w.  Dimension,  die   wir  mit  Za,  Va  etc.  bezeichneten,  und  deren 

Klein-Fricke,  Modnlfunctionen.  II.  19 
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StufeDzahl  natürlich  selbst  wieder  2n  bez.  4n  ist,  je  Dachdem  n  durch 
4  teilbar  oder  zEz  2  (mod.  4)  ist.  Zu  bemerken  dürfte  etwa  nur  dieses 
sein;  dass  die  Quotienten  der  Za,  sowie  auch  die  der  ya  etc.^  als  Modul- 
functionen  jedenfalls  immer  schon  zu  der  durch  (8)  p.  288  charakte- 
risierten Congruenzgruppe  2n^^  Stufe  gehören;  es  ist  dies  eine  Folge 
des  im  vorigen  Paragraphen  hervorgetretenen  Umstandes,  dass  die  Za 
bei  Anwendung  einer  Substitution  dieser  Untergruppe  alle  zugleich  ent- 
weder das   Zeichen  wechseln  oder  unverändert  bleiben. 

Die  Anzahl  der  verschiedenen  Moduln  Za  ist     "T"    ,  und  wir  können 

fi 2 

als  solche  Zq^  z^,  z^,  , . ,  Zn  wählen;  demgegenüber  haben  wir  -— —  wesent- 

2 

lieh  verschiedene  Moduln  y„f  nämlich  etwa  yi,  y^, . . .,  y«-«  (cf.  (15)  p.  267). 

~2 

Bei  den  Xa,  Wa  etc.  finden  wir  in  dieser  HinsidU  immer  wieder  dieselben 
Verhältnisse  wie  bei  den  Za  und  ya- 

Vornehmlich  aber  soll  es  hier  gelten,  die  analytischen  Dar- 
stellungen zusammenzustellen,  welche  für  unsere  Modulformen  aus  den 
Gleichungen    des    vorigen  Paragraphen    hervorgehen.     Wir   haben   da 

zuvörderst  für  die  -— —  Modulformen  ^«(«i,  «g)  die  beiden  Ausdrücke 

durch  die  6-  und  -ö-g-Function: 

(1)  Za  (Ol,  0,,)  =  e~  "i'  +  ""'  •  VÄTÄ  •  tf„     ,  ^  {m„  ^) , 

..         '        U  *     41 


«    ■    2'  2 


(2)  z^  (a, ,  oj,)  =  l/^-^  y6,  ■  r^  "  »,  («  a,^,  r") . 

Des  weiteren   aber   ergiebt  sich  aus  (3)  p.  287  für  die  Za  die  Reihen- 
entwicklung: 

(3)  .„(«,„c,)=]/';"rA.Vr     - 


00         (//in  —  Of)* 


m= — 00 


Als  Reihendarstellungen  der  Grössen  y»  schliessen  sich  an: 

(4)        ya(ai,CDo)  =  eYn.(^]/^'l/AJ  .^    (fnn'-a)r    "««      , 

während  die  für  x,t  etc.  wieder  ein  wenig  umständlicher  ausfallen  würden. 

Als  eine  einzelne  Beziehung  der  eingeführten  Modulformen  Za  zu 

den  Teilwerten  der  6-  und  j.?-Function  ziehen   wir  aus  (5)  p.  287  für 

a  >  0  die  folgende : 


M— 2 

2 


er  " 
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Inzwischen  sind  für  die  geraden  n  weitergehende  Untersuchungen  über 
diesen  Gegenstand  (wie  solche  uns  oben  in  §  3  p.  281  u.  f.  für  die  un- 
geraden n  beschäftigten)  zur  Zeit  noch  nicht  ausgeführt.  Auch  hat 
es  den  Anschein^  als  ob  die  hier  vorliegenden  Verhältnisse  nicht  zu 
so  einfachen  Resultaten  führen  möchten  wie  in  den  Fällen  ungerader  n. 
Wir  lassen  demnach  den  in  Rede  stehenden  Gegenstand  ausser  Acht 
und  wenden  uns  zu  neuen  wichtigen  Entwicklungen  über  die  Xa. 

§  7.    Transformation  der  Xa  dnroh  Modulsubstitntionen,   insbeson- 
dere dnroh  S  und  T,  im  Falle  eines  ungeraden  n. 

Die  bisherigen  analytischen  Entwicklungen  gaben  uns  die  Mittel 
zu  entscheiden,  bei  welchen  Modulsubstitutionen  die  X«  unverändert 
bleiben.  Daran  reiht  sich  jetzt  die  principielle  Fragestellung,  wie  sich 
die  Xa  bei  Ausübung  der  übrigen  Modulsubstitutionen  verhalten  mögen, 
und  die  Beantwortung  dieser  Frage  ist  es,  welche  von  den  weittragend- 
sten Folgen  für  den  Fortgang  unserer  Untersuchungen  begleitet  ist. 
Wenden  wir  eine  beliebige  homogene  Modulsubstitution  an  und  nennen 
das  für  die  transformierten  Perioden  gebildete  Xa  kurz  Xa\  so  ist 
offenbar  auch  Xa:6^{u)  eine  doppeltperiodische  Function  n*®*^  Grades, 
und  daher  ist  X«'  nach  dem  Hermite'schen  Satze  eine  lineare  homo- 
gene Function  der  ursprünglichen  X: 

n— 1 

(1)  X«'=      ^,    Cg^Xfi 

mit  von  u  unabhängigen  Coefficienten  Caß.  Also  der  fundamentale  Satz: 
Gleichgültig  oh  n  gerade  oder  ungerade  sein  7nag,  erfahrt  das  System 
der  n  Grössen  X«  hei  Ausübung  einet'  beliebigen  homogenen  Modul" 
Substitution  selbst  eine  homogene  lineare  Substitution,  Eben  hierin  ist  der 
schon  wiederholt  benutzte  Umstand  begründet,  dass  diejenigen  Modul- 
substitutiouen,  welche  alle  Xa  zugleich  unverändert  lassen,  eine  aus- 
gezeichnete Untergruppe  bilden.  Mit  Rücksicht  auf  die  vorhin  er- 
haltenen Resultate  aber  ziehen  wir  hier  sogleich  den  weiteren  Schluss: 
Bei  Ausübung  von  Modulsubstitutionen  werden  die  n  Functionen  Xa  selbst 
eine  Gruppe  linearer  Iwtnogener  Substitutionen  bilden^  tvelche  auf  die  homogene 
Modulgruppe  isomorph  bezogen  ist;  diese  Bejsieliung  ist  von  unendlidi  hoJier 
Meroedrie,  denn  die  Xa-Gruppe  ist,  wie  wir  gesehen  haben,  eine  endliche 
Gruppe,  nämlich  eineGncpin)xf){„)  bejs,G„^(2n)^/'i2n)  oder  G»  ,  je  nach- 

dem  n  ungerade  oder  durch  4  teilbar  oder  endlich  das  Doppelte  einer 
ungeraden  Zahl  ist  Zur  näheren  Erforschung  dieser  Xa-6ruppen  wer- 
den wir  festzustellen  haben,  welches   das  Verhalten   der  Xa  bei  Aus- 

19* 
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übuDg  der  homogenen  Substitutionen  S  und  T  ist;  wir  leisten  diese 
Aufgabe  vorab  für  ungerade  n. 

Die  Substitution  S  hatte  die  Gestalt  cd/«»  cd^ -f"  ^s»  co/aacDj« 
Bei  ihrer  Anwendung  wird  das  System  der  Nullpunkte  von  X«  in  sich 
transformiert  (cf.  (11)  p.  280),  so  dass  XaiXa  von  u  unabhängig  ist. 
Für  die  Wirkung  von  S  auf  Xa  haben  wir  damit  den  Ansatz: 
Xa  *=  CaXa^  uud  68  kauu  Ca  uur  eine  n^  Einheitswurzel  sein^  da 
/S"E=1  (mod.  n)  ist  Dieses  bestätigt  auch  eine  kurze,  bei  coasioo 
durchzuführende  Näherungsrechnung;  setzen  wir  «  «=»0,  so  ist  Za^^^CaZaj 
und   nun   wird  Za  an    bezeichneter  Stelle   in   erster  Annäherung  mit 

a^  '^  r  *  proportional,  wie  man  aus  (3)  p.  281  abliest  JBei 
Aiisübung  von  S  zeigen  die  Xa  sonach  das  durch 

(2)  Xa=6      ""«       Xa 

angegebene  Verhalten.  Die  Ableitung  der  Formel  (2)  bezieht  sich  freilich 
nur  erst  auf  die  Fälle  a  >  0.  Es  bleibt  aber  (2)  auch  för  a  =  0  uu- 
verändert  in  Kraft,  wie  man  etwa  aus  der  Darstellung  (5)  p.  278  für 
Xq  ersehen  mag. 

Weit  länger  wird  uns  die  Erledigung  der  Substitution  T  beschäf- 
tigen, und  wir  werden  hierbei  zuvörderst  von  den  Formeln  (I)  bis  (IV) 
p.  264  einen  ausgiebigen  Gebrauch  zu  machen  haben.    In  der  Formel: 

n— 1 

Xo(w  I  —  ©a,  Ol)  =^CiiXfi{u.  I  (Ol,  (Dg) 

setzen  wir  zunächst  lu  -j — -j  an  Stelle  von  u  und  finden  nach  (III) 
und  (I) 

Xo(m  I  —  ©j,  (o,)=^CiiXfi^i=^C(i+iXiiiu  I  ©i,  og), 

wobei  übrigens  für  die  linke  Seite  die  speciellere  Formel  (13)  p.  264 
zur  Verwendung  gekommen  ist.  Der  Vergleich  der  beiden  letzten 
Gleichungen  liefert  Cq  =  c^  =  ••••=  c»—i,  und  also  wollen  wir  den 
gemeinsamen  Wert  dieser  Coefficienten  durch  c  bezeichnen.  Übt  man 
dann  weiter  in 

n—l 
Xo(m   I   —  ©2,   O,)  =  C^  Xfi(u   \   Ol,  Og) 

die   Substitution  uA ^-  für  u  aus,   so  kommt  unter  Gebrauch  von 
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(IV)  und  (13)  p.  264  als  AnsaiB  für  die   Wirkung  der  Substitution  T 
auf  Xai 

n— I 

(3)  Xa(u)  =  c^s'--ßX^(u). 

Die  Grosse  c,  welche  wir  nanmehr  zu  bestimmen  haben,  ist  un- 
abhängig Yon  U]  sie  ist  aber  auch,  wie  wir  sogleich  zum  voraus  be- 
merken,  unabhängig  von  co  und  also  numerisch ,  und  hierin  hat  man 
den  wichtigen  Erfolg  zu  sehen,  welcher  sich  mit  den  in  (1)  p.  274 
getro£Fenen  Auswahl  des  Factors  x  verbindet.  Um  diese  Thatsache 
zu  erhärten  und  zugleich  den  numerischen  Wert  von  c  in  Erfahrung 
zu  bringen,  entwickeln  wir  die  Formel  (3)  für  a  ==  0  rechts  und  links 
nach  Potenzen  von  u,  setzen  die  beiden  Goefficienten  von  u  selbst 
identisch  und  berechnen  daraus  für  c  den  Wert: 

(4)  c=  y;^[-^'^^^L. 

0=0 

Für  den  hier  auftretenden  Nenner  finden  wir  nach  (4)  p.  281 

n  —  l 

2^  y«  («1,(02)  = 


V'2n 


a=0 

-^    ^    ^  (-l)"*+«((2/w  +  l)n  — 2a)r         sn 


n    V    n  ^ 


n  — 1 


Vor  der  weiteren  Entwicklung  der  rechten  Seite  von  (4)   müssen   wir 

jetzt  eine  eigenartige  Reihendarstellung  für  j/Ä  namhaft  machen,  welche 
auch  späterhin  noch  häufig  zur  Verwendung  kommen  wird.  Differeu- 
tiiert  man  die  erste  Formel  (4)  in  I  p.  161  nach  n  und  setzt  hernach 
ti  as  0,  so  kommt  die  in  Aussicht  genommene  Entwicklung: 

. «  (»m+l)* 


moB— CO 


Hierbei  ist  unter  d^^   (— ,  rj  die  Ableitung  der  'ö'i  -  Function  nach  u  zu 
verstehen,   und   übrigens  wurde   die   Reihenentwicklung  I  p.  160  (2) 
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für  diese  Function  herangezogen.    Für  y^  folgt  jetzt  aus  (4)   p.  281 
mit  Hülfe  von  (6)  die  Darstellung: 

ao  (2m4-l)>n 


0)  yoi^u^2) 


nYn 

^  (-  tr  (2»  + 1)  »•    * 

—  » 

(Vä)  * 

ao                                           (im  +  D*  ' 

00 

während  sich  Formel  (5)  in  die  nachfolgende  Gestalt  umsetzt: 

00  (am-f  1)« 

(8)        2j  ^«  (®' '  ^2^  "" ii'^i^  '  ~^ "(»M^*  • 


a=0 


(\^)    *  2' (-')■"  (2» +  1)/ 


8 


—  00 


Die  Summation  bezieht  sich  hier  überall  auf  m,  welches  alle  positiven 
und  negativen  ganzen  Zahlen  zu  durchlaufen  hat. 

Um  nunmehr  die  rechte  Seite  der  Formel  (4)  zu  bilden,  wird  man 
(7)  durch  T  transformieren  und  sodann  durch  (8)  dividieren.  Das  Ver- 
halten   von   j/A  gegenüber   T  ist  in  I  p.  624  (4)  aufgezeichnet;    die 


iijt 


Grösse  r  wird  aber  in  e     "'    übergehen,  welch'  letztere  wir  s  nennen 
mögen.    Es  ergiebt  sich  dann  für  c  die  Darstellung: 

(Q)  1 =  Ä^ "^ -. 

"~^  _  (2m  +  l)»  (2m+l)» 

i^n        ^(— ir(2m  +  l)«      ®  ^  (-l)"*  (2m  +  1)  r     *" 

Vermöge  der  nun  beendeten  Zwischen entwicklung  haben  wir  c  in 
eine  durchaus  eindeutige,  der  näheren  Betrachtung  leicht  zugäng- 
liche Gestalt  (9)  setzen  können.  Man  benenne  jetzt  den  ersten  auf  der 
rechten  Seite  von  (9)  auftretenden  Reihenquotienten  abgekürzt  durch 
^(o).  Es  ist  alsdann  Q{(o)  eben  durch  Formel  (9)  als  eine  in  der 
positiven  Halbebene  allenthalben  eindeutige  Function  ihres  Argumentes 
erklärt,  deren  Bedeutung  wir  sofort  explicite  angeben  werden.  Vorab 
bemerke  man  gleich,  dass  Q(i)  notwendig  gleich  1  ist,  da  für  o}  =»  e 
die  beiden  Grössen  r  und  s  identisch  werden,  während  doch  anderer- 
seits die  Reihen  im  Zähler  und  Nenner  von  Q  im  Infiern  der  Halb- 
ebene allenthalben  gegen  einen  endlichen  von  Null  verschiedenen  Wert 
convergieren  (cf.  Formel  (6)).  Aus  der  eben  citierten  Formel  ergiebt 
sich  nun  aber  weiter: 
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00  (2;/»  4-1)* 


CIO)       ?J  |/g  VE  (-  0,,,  0,.)  -  2'  (-  1)"'  (2»»  +  1)  « 


m=— » 


und  also  hat  die  achte  Potenz  yod    Q  in  einfachster  Weise  die  Be- 
deutung üo""^*;  für  Q{co)  selbst  ergiebt  sich  daraus: 

(11)  Q^^)^TJUii 


Y2  (oYo) 

mit  dem  Zusatz^  dass  die  ^^ innerhalb  der  positiven  Halbebene^'  ein- 
deutige Grösse  Yca  offenbar  dadurch  des  näheren  zu  erklären  ist,  dass 

sie  für  (o  =  i  den  Wert  -~-  annehmen  soll ;  solchergestalt  genügen 

y2 

wir  in  der  That  der  vorhin  schon  festgestellten  Gleichung  Q(i)  =  1. 
Der  zweite  Factor  auf  der  rechten  Seite  von  (9)  ist  jetzt,  wie  man 
sofort  überblickt,  mit  dem  reciproken  Werte  von: 


(12)  «(;)= 


—  1  +  i     n  yü 


1/2     (oy<o 

identisch,  wo  wir  den  Zahlwert  der  Wurzel  Yn  positiv  zu  nehmen  haben, 

falls  wir  die  soeben  über  "j/ö  getroflfene  Bestimmung  auch  in  (12)  auf- 
recht erhalten  wollen.    Nun  ergiebt  sich  aus  (9),  (11)  und  (12)  sofort: 


n— 1 


(18)  c-n-i'   .  «i?-)  -  _  •-,  , 

W07nit   der  Zahhvcrt  van  c  bestimmt  ist  und  zugleid^   misere  obige  Be- 
hauptung, dass  c  von  ©  unabliängig  sei,  ihre  Bestätigung  gefunden  hat 

Den  Wert  der  Constanten  c  hätten  wir  auch  noch  in  anderer 
Weise  in  Erfahrung  bringen  können.  Man  setze  z.  B.  die  rechte  Seite 
von  (9)  mit  Hülfe  von  (6)  und  (10)  in  die  Gestalt: 


n— 1 


(14)  0  =  '-^.^ 


Vn      fA(-ai„a,,)       VA  (^ ,  o,,) 


Um  hier  die  achte  Wurzel  der  Discriminante  zu  einer  eindeutigen 
Function  von  C3i,  cog  zu  machen,  würden  für  die  coj,  o^  diejenigen 
Einschränkungen  vorzuschreiben  sein,  welche  wir  oben  (p.  68)  ausführ- 
lich besprachen.     Dabei  würden,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  diese 

Vorschriften    zur  Folge    haben,   dass  in  (14)    die   Quadratwurzel  Yn 

positiv  zu  nehmen  ist     Gegenüber  der  Operation  T  nimmt  dann  |/A 
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eine  eindeutig  bestimmte  8^  Einheitswarzel  an*);  aber  wir  brauchen  zur 
Bestimmung  von  c  nur  diese  Thatsache,  nicht  die  Einheitswurzel  selbst 
zu  kennen;  denn,  wie  man  sieht,  fallt  sie  aus  (14)  von  selbst  heraus, 
und  wir  kommen  zum  Werte  (13)  zurück. 

Geht  man  andererseits  von  der  Voraussetzung  aus,  dass  c  von  co 
unabhängig  ist,  so  kann  man  vom  Ansatz  (3)  aus  auch  folgender- 
massen  verfahren.  Durch  Wiederholung  der  Transformation  (3)  erhält 
man  für  X^  ersichtlich: 

Zo(u  I  —^1,  — ©,)  =  nc*Xo(M  I  ©1,  ©g). 

ßei  der  Dimension  der  Xa  in  ihren  drei  Argumenten,  sowie  auderer- 
seits  unter  Gebrauch  von  (II)  p.  264  folgt  weiter: 

3n  — 1 

Zo(m  I  — ©1,  — 02)  =  (— 1)    2     Xo(— M  I  ©i,Oa)  = 

n— 1 


(-1)    ^      X^{U\   Ol,  ©,), 


«— 1 


SO  dass  der  Vergleich  mit  der  vorigen  Formel  +  c  Yn  ■=»  t  *  liefert. 
Das  Zeichen  ist  hier  so  zu  bestimmen,  dass  durch  Combination  von 
(2)  und  (3)  in  iST  eine  Substitution  der  Periode  drei  entspringt.  Bei 
dieser  Rechnung  hat  man  übrigens  von  den  sogenannten  Gauss'scheu 
Summen  Gebrauch  zu  machen.  Umgekehrt  aber  liegt  hier,  wo  wir  den 
Wert  der  Grösse  c  durch  functionen theoretische  Betrachtung  bestimmt 
haben,  eine  neue  Quelle  für  die  Berechnung  der  Gauss'schen  Summen 
vor.  Wir  kommen  weiter  unten  (nämlich  in  §  10,  p.  304)  auf  diesen 
Gesichtspunkt  nochmals  zurück. 

Nach  diesen  Zwischenbemerkungen  fassen  wir  hier  endlich  die 
Formeln  (2)  und  (3)  nochmals  zusammen,  indem  wir  in  der  letzteren 
für  c  seinen  Wert  eintragen.  Wir  haben  als  WirJcungen  der  erzeugenden 
Modulsubstitutionen  S  und  T  auf  die  X«  die  folgenden : 

a{n  —  a) 

(15)  (ß) 

(16)  (T) 

durch  Iteration  und  Combination  dieser  Operationen  würde  man  alle 
nq>(n)tlf  (n)  verschiedenen  Substitutionen  der  endlicJien  X«  -  Gruppe 
Gn<p(n)^{n)  herstellen  können**). 

*)  Es  ist  dies  diejenige  8^  Einheitswarzel,  welche  in  der  Theorie  der  linearen 
Trannformation  der  ^-Functionen  eine  fondamentale  Rolle  spielt. 

**)  Trägt  man  in  Formel  (16)  für  die  X  ihre  Aosdracke  in  ^^  ein,  so  kommt 


X„' 

•=  e 

s 

•Xa, 

X„'  = 

»— 1 

«—1 

■2'- 

-""X^; 
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§  8.     Wirkung  der  Sabstitutionen  Sy  T  auf  die  Xa  bei  geradem  n. 
Allgemeine  Bemerkung  über  die  Zusatafactoren  x. 

Wir  haben  jetzt  weiter  die  Fälle  der  geraden  n  in  entsprechendem 
Sinne  zu  behandeln  und  also  vor  allem  festzustellen,  welche  lineare 
Substitutionen  der  X«  nunmehr  durch  Ausübung  der  Operationen  S 
und  T  auf  die  ©j,  ©2  hervorgerufen  werden.  Da  auch  jetzt  die  Null- 
punkte von  Xa  durch  die  Substitution  S  in  sich  übergeführt  werden 
(vgl.  (6)  p.  288),  80  haben  wir  wieder  den  Ansatz 

Xa  («1  +  Ogy    (O^  ==»  Ca'  Xa  (©i,  ©j) 

und  verfahren  zur  Bestimmung  von  Ca  wie  vorhin.  Man  setze  also 
14  «B  0  und  bemerke,  dass  iSa  bei  o  =  z  00  zufolge  (3)  p.  290  in  erster 

Annäherung  mit  Oj^^r  **•  proportional  wird.  Als  Wirkung  der  Ope- 
ration S  auf  Xa  finden  wir  demgemäss: 

(1)  (S)  Xa'^^'^'^'Xa. 

Der  auftretende  Factor  ist  eine  2n**  bez.  4n**  Einheitswurzel,  je  nach- 
dem n  durch  4  teilbar  oder  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl  ist. 
An  diesen  Umstand  knüpft  sich  die  folgende  Nebenbemerkung:  Da 
sich  die  Xa  bei  allen  Modulsubstitutionen  linear  reproducieren,  so 
werden  überhaupt  erst  die  parabolischen  Substitutionen  der  Amplitude 
2n  bez.  4n  das  gesamte  System  der  Xa  unverändert  reproducieren. 
Mit  Rücksicht  auf  unsere  früheren  Sätze  über  die  .  Yerzweigungs- 
schemata  der  ausgezeichneten  Congruenzgruppen  (I  p.  412  u.  f.)  ent- 
springen damit  aus  Formel  (1)  unsere  obigen  Angaben  über  die  Stufe 
der  Xu  aufs  neue. 

Auch  bei  der  Substitution  T  kommen  wir  hier  wieder  durch  einen 
ähnlichen  Gedankengang  zum  Ziele,  wie  im  vorigen  Paragraphen.  Wir 
schliessen  zunächst  genau  wie  vorhin  auf  den  Ansatz: 

«—1 

(2)  Xa(ii  I   —©8,  Oj  —  c(o)  •  ^    «-«/*X^(m  I   »1,  (Dg), 


wo  wir,  um  die  Möglichkeit  der  Abhängigkeit  des  c  von  cd  zu  be- 
tonen, gleich  genauer  c  (m)  für  c  geschrieben  haben.  Um  c  zu  berechnen, 
können  wir  jetzt  bereits  die  Absolutglieder  der  Reihenentwicklungen 


eine  Formel,  welcher  man  bereits  in  zahlreichen  älteren  Arbeiten  über  die  Trans- 
formation n*«r  Ordnung  der  ^-Functionen  begegnet.  Vgl.  die  bez.  Angaben  in 
„Normalcorven**  p.  64. 
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von  (2)  gebrauchen  und  finden  solcherweise  c  ausgedrückt  durch: 

(3)  c(a>)  =  3;-°'..°'.)   . 

a==0 

Den  hier  auftretenden  Nenner  entwickeln  wir  nach  (3)  p.  290  in 
der  folgenden  Weise: 


n  —  1  00  n  —  1 


(win  —  a)* 


(4)  •     2^..(a,„a,,)  =  /?^rÄ2'»-^% 

a=0  *  —00 

während  andererseits  0q  gegeben  ist  durch: 

M op       m*n 

(5)  ^o(«i,«>»)  =  l/^i/Ä2^^^ 


r 


Führt  man  für   die  achte  Wurzel  der  Discriminante  die   im  yorigeu 

Paragraphen    unter   (6)    aufgeschriebene    Reihenentwicklung  ein,    so 

setzen  sich  die  beiden  letzten  Gleichungen  in  umgekehrter  Reihen- 
folge in  die  beiden  nachfolgeoden  um: 

(6)    ;.o(«u^.)  =  2V^(^).2^(-l)-(2m  +  l)r      «      -  Z  '  "  > 

In  beiden  Formeln  ist  ]/w  mit  dem  gleichen  Vorzeichen  behaftet  zu 
denken;  welches  dasselbe  ist,  bleibt  Sache  der  Übereinkunft  bei  Ein- 
führung der  normierten  X«.  Auf  Formel  (6)  übe  man  jetzt  T  aus  und 
dividiere  hernach  durch  Formel  (7).     Das  Resultat  ist: 

(2  m +1)'  Ti^ 

wo  s  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  im  vorigen  Paragraphen.  Die  letzte 
Gleichung  multipliciere  man  mit  der  Formel  (9)  des  vorigen  Para- 
graphen,   in    welch'    letzterer   Gleichung   wir    für   das    dort    vorkom- 

mende  c  den  damals  bestimmten  Wert  i  ^    lYn  eingetragen  denken. 


(2w+l)»  »n» 
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Im  entspringenden  Product  schreibe  man  überdies  noch  n  •  o  an  Stelle 
der  Yariabelen  o;  es  folgt  solchergestalt: 

(2m +  1)*  m* 

Nun  ergiebt  weiter  die  vierte  Formel  (4)  in  I  p.  161: 

(10)  2  (^J  Va  .^^  ^ i^  -2  (-  D-  (2tn  + 1)  r 

vermöge  deren  (9)  die  neue  Gestalt  annimmt: 

(11)  l/n  .  c(n(o)  =  — ,-  ^ ^^ 

Das  Verhalten  der  Modulforni  6\   i  bei  Ausübung  der  Substitution  T 

berechnet   man    aus   der  Definition   dieser  Modulform  vermittelst   der 
Legendre'schen  Relation  sofort  zu  <yl  i  =  *<^4,4>  während,  wie  bekannt, 

yÄ'=tj/A  ist;  c  ist  demnach   mit  der  von  (o  unabhängigen  nume- 
rischen Grösse  ^  identisch. 

Indem  wir  zusammenfassen,  sind  für  gerade  n  die  erzeugenden  Sub- 
stitutionen der  endlichen  Gruppe  Gn(p{in)tp{2n)  bez.  ön^^,^^^^^^^_^  der  X«- 

Substitutionen  die  beiden  folgenden: 


-y(4n)V/(4») 


na* 


(12)      (50  x;,  =  ««'«.x„, 

n  — 1 

(13)         (T)  X  =  -^.^a-«.^X,..- 

Man  gehe  nun  nochmals  auf  die  Zusatzfactoren  x  der  Xa  zurück, 
um  vermöge  der  gewonnenen  Resultate  die  getroffene  Auswahl  der  x 
in  ihrer  vollen  Bedeutung  zu  ermessen.  Sowohl  für  gerades  wie  un- 
gerades n  sind  die  Substitutionscoefficienten  der  X«- Gruppen  vermöge 
dieser  Auswahl  der  x  durchgehends  numerische  Grössen  geworden. 
Wollten  wir  aber  jetzt  hinterher  die  Xa  noch  mit  einem  gemeinsamen 
Factor  behaften,  der  als  Function  der  co^,  o^  natürlich  eine  algebraische 
Modulform  sein  müsste,  und  verlangen  wir  von  den  so  modificierten 
Xa  dasselbe  einfache  Verhalten  (der  rein  numerischen  Substitutions- 
coefficienten), so  würde  die  zugesetzte  Modulform  sich  bei  allen  Modul- 
substitutionen bis  auf  numerische  Factoren  wiedererzeugen  müssen.  Dass 
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diese  Factoren  Einheits wurzeln  sein  müssen,  folgert  man  leicht  aus 
dem  Begriff  der  algebraischen  Modulformen.  Im  übrigen  aber  bemerke 
man,  dass  die  Xay  wie  wir  sie  früher  normierten,  für  keinen  im  ,,Innern'^ 
der  Halbebene  gelegenen  Quotienten  cDj  :  (o^  identisch,  d.  i.  unabhängig 
von  u,  verschwinden.  Um  also  Gomplicationen  zu  meiden,  werden  wir 
von  der  soeben  hinzugesetzten  Modulform  gleichfalls  verlangen,  dass 
sie  im  Innern  der  Halbebene  allenthalben  von  Null  verschieden  und 
selbstverständlich  auch  endlich  ist.    Die  einzigen  Modulformen,  welche 

unseren  Forderungen  gentigen,  sind  nun  bekanutermassen  ^  j/A  und  deren 
ganze  Potenzen.  Der  Zusatz  einer  ganzen  Potenz  von  A  selbst  dürfte 
för  die  uns   beschäftigenden  Fragen  zunächst  als  folgenlos  bezeichnet 

werden.  Der  Zusatz  einer  nicht  durch  12  teilbaren  Potenz  von  *j/Ä 
würde  aber  im  Falle  eines  ungeraden  n  eine  Erhöhung  der  Stufe  nach 
sich  ziehen*),  was  wir  zunächst  jedenfalls  vermeiden  wollen.  Bei 
geraden  n  mag  man  ohne  Erhöhung  oder  Erniedrigung  der  Stufe  der 

Xa  eine  Potenz  von  ^A  hinzusetzen;  doch  scheint  es  auch  hier  (späterer 
Anwendungen  wegen)  zweckmässig,  bei  der  einmal  getroffenen  Nor- 
mierung der  Xa  zu  bleiben. 


§  9.     BüokbeziehTing  auf  das  vorige  Kapitel«     Fertige  Qestalt 
der  Xa-Grappe  für  den  Fall  einer  Primzahl  n  =  q. 

Ist  n  eine  ungerade  Zahl,  so  musste  eine  Modulsubstitution,  welche 
Xx  bis  auf  einen  Factor  in  sich  transformiert,  die  Bedingung  a^l, 
y^O  (raod.  n)  befriedigen,  sofern  nur  A>0  war  (cf.  p.  280).  Ver- 
langen wir  aber,  dass  Xx  bis  auf  einen  Factor  nicht  gerade  in  sich, 
sondern  überhaupt  nur  in  eines  der  n  X  transformiert  werden  soll,  so 
ist  y^O  (mod.  n)  die  hinreichende  und  notwendige  Bedingung  (cf. 
(11)  und  (12)  p.  280).  In  entsprechender  Weise  findet  man  bei  den 
geraden  n  die  Congruenz  y^O  (mod.  2n)  als  notwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  dafür,  dass  die  X  von  Factoren  abgesehen  per- 
mutiert werden. 

Diese  Resultate  lassen  sich  in  prägnanter  Weise  aussprechen, 
wenn  wir  auf  die  geometrischen  Vorstellungen  der  vorigen  Kapitels 
zurückgreifen.  Im  Sinne  derselben  können  tvir  die  einzelne  Xa- Sub- 
stitution: 

«■—1 

Xa  =  ^^  CaßXßj 


3    

*)  Sofern  nicht  gerade  n  dorch  3  teilbar  ist  und  VA  zugesetzt  wird. 
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wie  fvir  sie  in  den  voraüfgehenden  Paragraphen  gewannen,  als  eine  Trans- 
formation des  singtdärai  Coordinatensystems  der  Normalcurve  Cn  auf- 
fassen, wobei  wir  da/nn  offenbar  nq>{n)i\>{n)  bess,  nq>{2n)i\>(^n)  oder  endlich 

~9)(4n)^(4n)  mit  einander  gleichberechtigte  singulare  Coordinatensysteme 

gewinnen.  Die  oben  ausgesprochenen  Sätze  aber  besagen  alsdann:  Alh 
diese  Coordinatensysteme  bauen  sich  aus  nur  tl;(n)  bez.  ^(2w)  unterschie- 
denen Coordinafenpolyedem  anf^  je  nachdem  n  ungerade  oder  gerade  ist, 
womit  der  oben  (p.  252)  für  11  =  3  direct  gewonnene  Satz  verall- 
gemeinert ist. 

Andererseits  könnten  wir  die  Substitutionen  (1)  als  eine  Gruppe 
von  Collineationen  desjenigen  Raumes  Rn^i  in  sich  interpretieren ,  in 
dem  wir  uns  früher  die  Normalcurve  Cn  gelegen  dachten.  Hierbei 
würde  man  sagen  müssen^  dass  das  einzelne  Coordinatenpolyeder  immer 
durch  die  n(p(n)  bez.  nq)(2n)  oder  n(p(4:n)  Operationen  einer  gewissen 
in  der  Gesamtgruppe  enthaltenen  Untergruppe  in  sich  übergeführt  wird. 
Die  in  Rede  stehende  Collineationsgruppe  konnte  man  nun  weiter  mit 
den  2n^  Collineationen  der  Normalcurve  Cn  in  sich  zu  einer  umfassen- 
deren Gruppe  combinieren  und  würde  solcherweise  allgemein  zu  Ver- 
hältnissen gelangen^  wie  wir  sie  oben  (p.  252  u.  f.)  für  n  »»  3  aus- 
führlich beschrieben  haben*).  Wir  gehen  auf  dieselben  hier  nicht 
noch  einmal  besonders  ein  und  verweisen  auch  betreffs  der  Beziehung 
dieser  Gegenstände  auf  die  früher  (p.  2  u.  f.)  allgemein  den  elliptischen 
Functionen  zu  Grunde  gelegten  gruppentheoretischen  Principien  auf 
unsere  Auseinandersetzungen  über  n  =  3.  Vielmehr  bleiben  wir  hier 
einzig  bei  den  Modulsubstitutionen  und  damit  bei  den  in  den  vorauf- 
gegangenen Paragraphen  gewonnenen  Gruppen  Gn^pin^n). 

Für  einige  unter  den  mod.  n  bez.  mod.  2n  incongruenten  Modul- 
substitutionen können  wir  die  Wirkung  auf  die  Xa  besonders  leicht 
angeben.  Es  sind  dies  die  Substitutionen: 

a  "=:  «(Dl  +  /ScDj ,    cDj'  ^  «""^«2   (mod.  n  bez.  2n), 

bei  denen,  um  es  nochmals  geometrisch  auszusprechen,  das  Coordinaten- 
polyeder der  Xa  in  sich  selbst  transformiert  wird.   Bei  der  bekannten 

*)  Dabei  iväre  es  wobl  zweckmässig,  der  geometrischen  Betrachtang  nicht 
die  elliptische  Ourxt  zu  Grunde  zu  legen,  welche  durch  die  Verhältnisse  der  X^ 
vorgestellt  wird  ,  insofern  man  allein  das  u  als  einen  Parameter  betrachtet,  son- 
dern gleich  das  zvceifach  ausgedehnte  Gebilde^  welches  durch  die  Verhältnisse  der 
X^  definiert  wiid,  insofern  wir  in  ihnen  alle  drei  (homogen  vorkommende)  Grössen 
u,  (»1,  (Dg  als  Parameter  ansehen.  Dieses  Gebilde  geht  dann  durch  die  sämtlichen 
Operationen  der  im  Texte  genannten  Gruppe  in  sich  über.  —  Im  Falle  n  =  3 
•  fällt  das  in  Rede  stehende  Gebilde  schlechtweg  mit  der  Ebene  der  X^  znsammen. 
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Wirkung  der  Substitution  S  (cf.  Formel  (15)  p.  296  und  (12)  p.  299) 
werden  wir  nämlich  alle  diese  Xa- Substitutionen  leicht  hinschreiben 
können,  wenn  wir  angegeben  haben  ^  wie  sich  X„  bei  Ausübung  von 

(2)  o/^acDi,     Og'^a^^cDj,     (mod.  n  bez.  2n) 

verhält,  eine  Operation,  die  wir  für  den  Augenblick  U  nennen  mögen*). 
Die  Fälle  ungerader  n  behandeln  wir  nun  auf  Grund  der  Darstellung 
(10)  p.  279  für  die  X«;  wir  sehen  unmittelbar,  dass  der  Substitution  U 
die  Xa- Substitution 

(3)  X«'  =  +  X, 


^aa 


entsprechen  muss,  wobei  der  möglicherweise  eintretende  Zeichenwechsel 
von  den  ^'-Teilwerten  in  (10)  p.  279  herrührt.  In  der  That  ist  das 
noch  unentschieden  gelassene  Vorzeichen  in  (3)  identisch  mit  dem  frag- 
lichen Vorzeichen  in  der  Formel: 


n— 1  n — 1 

2  ~  i 


(4)  TIp%a,=  ±Upo,f.> 

Für  gerades  n  gelangt  man  vermöge  einiger  Zwischenrechnungen  auf 
Grund  der  Formeln  von  p.  287  gleichfalls  wieder  zur  Gestalt  (3)  der 
Xß-Substitution  U.  Dass  übrigens  für  die  vorgelegte  Modulsubstitution 
das  Vorzeichen  der  rechten  Seite  von  (3)  unabhängig  von  a  für  alle 
n  Grössen  Xa  dasselbe  ist,  schliesst  man  leicht  aus  früheren  Formeln. 

Setzt  man  nämlich  in  Xd{u)  =  k  -  Xaa{u)  für  u  den  Wert  u  -\ ^, 

so  kommt  unter  Benutzung  von  (12)  und  (III)  p.  263  u.  f.  nach  kurzer 
Rechnung  Xa—i^=kXa{a—i)]  nian  halte  diesen  Umstand  für  später  fest 

Das  fragliche  Vorzeichen  in  (3)  bez.  (4)  wollen  wir  jetzt  nicht  mehr 
allgemein,  sondern  nur  in  demjenigen  Falle  bestimmen,  der  von  jeher 
unsere  besondere  Berücksichtigung  verdient  hat,  nämlich  für  ungerade 
Primzahlen  n=q.  Für  diesen  Fall  bemerke  man,  dass  mit  ft=  1,  2,  •  •  •, 

--^^  auch   «fi   ein   System   von  ■-^—  Zahlen  durchläuft,   von  denen 

keine  einer  anderen,  sowie  auch  keine  einer  negativ  genommenen  an- 
deren modulo  q  congruent  ist.  Ist  daher  c^  =  +  1  oder  =  —  1,  je 
nachdem    der   absolut   kleinste  Rest   von   a\i    modulo  q   positiv   oder 

negativ  ist,    so   werden  die  ---  -   Zahlen  afte^,,    modulo  q   reduciert. 


*)   Man  wird  die  jetzige  Substitution  TJ  kaum    mit  der   im    ersten  Bande 
p.  58  w,  f.  80  benannten  Modulsubstitution  verwechseln. 
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von  der  Reihenfolge  abgesehen  auf  1,  2,  •  •  •,   —ö—  zurückkommen.   Da 
überdies 

» 

ist,  80  ergiebt  Formel  (4): 

9  —  1  7  —  1  9  —  1  7-3I 

2  _  2  2  2 

(5)  JJ  C^  .  po,af.e^  =n^^     ri  ^^»'^  =  ±  JT  i'^^'^' 

/i=l  ^=1  /U=:l  /i=J 

wahrend  andrerseits,  wie  wir  eben  sahen, 

9--1  9—1        9—1  9—1 

2  9--_i     2  2  2 

]^ anei,  =  a  ^    Jj  /*  •  Jj  «^  =  Jj  f*,  (mod.  g), 

fi  =  l  /*  =  !  /i  =  l  ^  =  1 

9-1 
g  9-1 

JY^^  =  a~^  =  (^) ,  (mod.  q) 
/.=i  ^ 

ist,  unter  ( -  j   das  Legendre'sche  Zeichen  verstanden.     Im  Falle  eine}' 

ungeraden  Primzahl  n  =  q  ist  daher  die  Wirhmg  der  Modtdsubstitntion 
U  auf  die  Xa  angegeben  durch  die  Formel: 

(6)  x;  =  (|)z„„. 

Wählen  wir  also,  was  zweckmässig  ist,  a  als  Primitiv wurzel  von  q, 
so  gilt  in  (3)  für  diesen  Fall  das  untere  Zeichen. 

Bei  der  wohlbekannten  Structur  der  zur  homogenen  Hauptcongruenz- 
gruppe  g**'  Stufe  gehörenden  endlichen  Gq^^^t)  lässt  sich  jetzt  die 
gesamte  ^^(^-.i)  der  X«- Substitutionen  übersichtlich  aufschreiben. 
Bereits  in  I  p.  705  haben  wir  für  q  =  7  die  gesamten  incongruenten 
Substitutionen  aus  £>,  T,  U  in  der  hier  in  Betracht  kommenden  Weise 
hergestellt.    Genau  wie  damals  bilden  wir  jetzt: 

(7)     iS"J7%     S^TSf'U''',     A,fi  =  0,  1,    ..,2-1;     i;  =  0,  1,  •  • .,  g  -  2 

oder  explicite  geschrieben: 


(8) 


o-A,  o-''(Aft  — 1> 


\0,   a-'  r  Va",     a->  / 

und  babeu  damit  die  gesamte  Gruppe  der  mod.  q  incongruenten  Sub- 
stitutionen angegeben.  Dieser  ÄufeäMung  entsprechend  findet  tnan  als 
fertige  Gestalt  der  Xa-Crntppe  für  ein  primzahliges  n  =>  g: 

(9)     (S^CT»)         X„'  =  (-l)'r"'''^X«v„, 
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9-1 


2     «^   _„^,_,^(?I1ÜL)-^^C?^. 


Hierbei  sind  die  unter  (9)  aufgeführten  Substitutionen  diejenigen,  welche 
das  singulare  Goordinatenpolyeder  der  Xa  in  sich  transformieren. 


§  10.    Exours  über  die  Summen  von  Gauss. 

Aus  den  Überlegungen  am  Anfang  des  Kapitels  wussten  wir,  dass 
die  Xa-Substitutionen  S  und  T  durch  Combination  und  Wiederholung 
nur  zu  einer  endlichen  Zahl  unterschiedener  neuer  Substitutionen  füh- 
ren  können.    Mittlerweile    haben   wir   die   Coefficienten    der   Xa-Sub- 

stitutionen  S,  T  aus  der  Irrationalität  ]/n  und  Einheitswurzeln  auf- 
gebaut und  mQssten  daraufhin  auch  äusserlich  die  Endlichkeit  der 
X„-6ruppe  aus  Eigenschaften  dieser  Snbstitutionscoefßcienten  einsehen 
können.  Statt  dessen  dürfen  wir  aber  auch  die  Sache  gerade  um- 
kehren und  aus  der  Eudlichkeit  der  Xa-Gruppe  Eigenschaften  der 
Substitutionscoefficienten  der  Xa-Substitutionen  folgern.  Thatsächlich 
hat  dieser  Standpunkt  Interesse;  denn  wir  erhalten  solchergestalt  jene 
Relationen  wieder,  welche  Gauss  in  der  Theorie  der  Ereisteilung  auf- 
stellte, und  die  sich  auf  die  sogenannten  Gauss^schen  Summen  be- 
ziehen*). Die  Kenntnis  dieser  Summen  ist  ohnedies  für  uns  wünschens- 
wert, und  wir  benutzen  dieserhalb  die  vorliegende  Gelegenheit,  die- 
selben abzuleiten**). 

Indem  wir  zuvörderst  n  als  eine  beliebige  ungerade  Zahl  voraus- 
setzen, berechnen  wir  uns  aus  (15)  und  (16)  p.  296  durch  Combination 
die  Wirkung  der  Substitution  {ST)  auf  X^.  Die  entspringende  For- 
mel wiederholen  wir  einmal  und  finden  insbesondere  für  XqI 

(1)      (ST  ST)     :äro'=^-     2\xr2'  * 

[i^O  ^  a=0 

Nun  ist  STST  =  TS~^,  und  also  muss  die  Substitution  (1)  identisch 
sein  mit  der  nachfolgenden: 


«— 1 
«— 1 


2 


(2)  .  (T5H1)       X,'  =  '^^XrB 

*)  Man  sehe  die  Original  seh  rift:  Summatio  quarumdam  serierum  singulartufn, 
Ges.  Werke,  Bd.  2  p.  9,  sowie  weiter  Dirichlet-Dedekind,  Zahlentheorie, 
Supplement  1. 

**)  Die  im  Texte  zu  gebende  Entwicklung  der  Ganss^Bcben   Summen  rührt 
vom  Herausgeber  her. 
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Setzen  wir  also  z,  B.  die  in  (1)  und  (2)  rechter  Hand  als  Coefficien- 
ten  Yon  Xq  eintretenden  Ausdrücke  einander  gleich^  so  folgt: 

(3)  i-iyry^t^^l'      ^- 

Das  einzelne  Glied  dieser  Beihe  ändert  sich  nicht,  wenn  wir  a  um 
ein  Vielfaches  von  n  ändern.  Hiervon  machen  wir  Gebrauch,  indem 
wir  a^2a  substituieren  und  nun  a  ein  Restsystem  mod.  n  durch- 
laufen lassen.  Unterdrücken  wir  dann  gleich  wieder  den  oberen  Index 
bei  d  und  schreiben  statt  des  b  ausführlich  seine  Bedeutung,  so 
kommt  als  Gauss? sehe  Summenformel  im  Falle  eines  ungeraden  n: 

(4)  (-i)~>^  =  2^e-      \ 

a=0 

wobei  yn  natürlich  gerade  wie  in  den  X«  -  Substitutionen  positiv  zu 
nehmen  ist. 

Ganz  ähnlich  verfahren  wir  im  Falle  einer  beliebigen  geraden 
Zahl  n.  Aus  (12)  und  (13)  p.  299  entspringt  durch  Gombination  als 
Substitution  {STf  für  X^i 


w_l    /  „_i 


-a/*+2«* 


{ST  ST)     X,^  =  ^s^^(x^.^e 
während  man  andrerseits  für  TS"^  die  Gestalt  findet: 


1 


(TS-^)       X,'=^s    ''^X^B    -^^ 


Indem  man  hier  wieder  die  beiden  Coefficienten  von  X^  rechter  Hand 
identisch  setzt,  entspringt  als  eine  Gauss'sche  Summenformel  für  gerades  n 
die  nachfolgende: 


«-1  fii 


oder  in  etwas  anderer  Gestalt: 


ni  »— i     ni 


(6)  ]/n  =  e     *'2^e«"*- 

OfiFenbar  können  wir  Formel  (5)  auch  in  die  Form  setzen: 

2n— 1    g^,. 


•  a* 


Schreiben   wir  hier  statt  2n  gleich  wieder  n,  so  wird  n  eine  beliebige 
durch  4  teilbare  Zahl  sein;  für  alle  diese  n  gilt  die  Formel: 

Klein-Fricko,  Modulfanctionen.  IL  20 
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(7)  (l  +  i)Vn^''^i^'". 

Die  Formel  (4)  pflegt  man  zunächst  in  einer  etwas  anderen  Ge- 
stalt anzugeben.    Schreiben  wir  im  Anschluss  an  Dirichlet-Dedekind  1.  c. 

(8)  9>0,«)=2^e'"  -  ■", 

SO  ist  es  der  Wert  von  q>(2,n),  welchen  Formel  (4)  angiebt,  wogegen 
man  für  gewöhnlich  zunächst  9  (1 ;  n)  zu  bestimmen  pflegt.  Wir 
wollen  hier  aber  im  Anschluss  an  diese  Bemerkung  unsere  Entwicklung 
für  die  ungeraden  n  dahingehend  etwas  weiter  ausdehnen ^  dass  wir 
überhaupt  den  Wert  von  q>{Pf  n)  für  irgend  welches  gegen  n  relativ 
prime  p  angeben  wollen;  in  der  That  werden  wir  später  die  entstehen- 
den Formeln  notig  haben.  Wir  müssen  dabei  schrittweise  verfahren, 
indem  wir  n  erstlich  als  ungerade  Primzahl  q,  sodann  als  Potenz  q^ 
einer  ungeraden  Primzahl  q,  endlich  als  beliebige  ungerade  Zahl  an- 
nehmen. Zugleich  müsseü  wir  bei  dieser  Entwicklung  noch  neben 
dem  gewohnlichen  Legendre'schen  Zeichen  das  gleichfalls  in  der  Theorie 
der  quadratischen  Reste  gebrauchte  Jacobi'sche  Zeichen  benutzen,  an 
dessen  Definition  wir  hier  kurz  erinnern.  Ist  die  Zerlegung  der  un- 
geraden Zahl  n  in  ihre  Primfactoren  durch 

n  =^  q  •  q  •  g '•  •  • 

gegeben,  wo  natürlich  die  q,q\''-  in  beliebigen  Reihen  identisch 
sein  dürfen,  so  schreiben  wir  mit  Jacobi*): 

p)         (f)-(f)(f)(f •)•■■. 

p  dabei  in  der  bisherigen  Bedeutung  einer  beliebigen  gegen  n  primen 
Zahl  gebraucht.  Die  Gesetze,  welche  für  das  Jacobi'sche  Zeichen  (9) 
gelten,  sehe  man  in  Dirichlet-Dedekind  p.  104  u.  f.  der  3,  Aufl. 
nach;  wir  merken  insbesondere  an: 

(!<»      (^)=(-i)'^'  (i)=(-l)"■^^ 

des  weiteren  aber  die  für  ungerades  p  gültige  Formel: 

(11)  (f)(7)  =  ^-»)""^'^' 

welche  das  verallgemeinerte  Reciprocitätsgesetz  zum  Ausdruck  bringt. 
Nach    dieser  Zwischenbemerkung   kehren  wir  zu  unserer   vorhin 


*)  Man  sehe  die  Monatsberichte  der  Berliner  Akademie  von  1837. 
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aufgeworfenen  Frage  nach  dem  Werte  von  9>(|>,  n)  zurück  und  wählen 
n  zuvörderst  als  ungerade  Primmhl  n  =  q.   Hier  besteht  die  Gleichung: 

(12)         2^"^  -(f)i:^~ ' 

wie  man  im  Falle  eines  quadratischen  Restes  p  von  q  unmittelbar 
sieht  ^   während   man    bei   einem   Nichtreste  p  nur   auf  die   Identität 

1  -[-«  +  «*  H h  f^~*  =  0  zu  recurrieren  braucht.    Setzen  wir  p=  2, 

so  folgt  aus  (12)  und  (4): 

9,(2,  q)  =  t^-  9.(1, 3)  =  (-  i)~}^. 

Indem  wir  hieraus  (p{lfq)  berechnen,  dann  aber  gleich  aufs  neue  (12) 
anwenden ;  entspringt  das  Resultat: 

(13)  <PiP,q)  =  (f)i^~^'  Vq. 

Ist  zweitens  n  Primzahlpotenz  q^  mit  v  >  1 ,  so  zerlegen   wir  die 
Reihe  (p{Pf  q^)  in  zwei  Teile,  wie  folgt: 

Hierbei  bezieht  sich  die  Summe  über  a  auf  alle  q^''^{q  —  1)  modulo  g" 
incongruenten  und  gegen  q  relativ  primen  Zahlen  a.  Die  Zahlen  pa^ 
durchlaufen  dabei  mod.  q^  zweimal  das  System  derjenigen 

P  Zahlen,  die  in  Bezug  auf  q  im  quadratischen  Charakter  mit  p  über- 
einstimmen*). Eben  dieserhalb  kann  die  fragliche  Summe  bei  wech- 
selndem p  nur  zwei  verschiedene  Werte  annehmen,  deren  einen  wir 
erhalten,  wenn  wir  für  p  einen  Rest  R  von  q  einsetzen,  während  der 
andere  für  einen  Nichtrest  p  =  N  entspringt;  überdies  sieht  man 
leicht,  dass  die  beiden  in  Rede  stehenden  Werte  nur  im  Zeichen  unter- 
schieden sind,  ein  Umstand,  auf  welchen  wir  sogleich  zurückkommen. 
Vorab  setzen  wir  die  letzte  Gleichung  in  die  Gestalt: 

(14)  <)P(1>,50=^^      «'      +g-<p(l>,5^-0 


a 


und  ziehen  aus  (13)  den  Schluss,  dass  q>(Pf  q)  bei  wechselnden  p  auch 
nur  die  beiden  Werte  (p(R,q)  und  (p{N,q)  annimmt,  während  (p{p,  1) 
direct  gleich  l  ist.    Durch  Uecursion  folgt  jetzt  aus  (14):  AtuJi  q)(jp^  g') 

*)  Cf.  Dirichlet-Dodekind,  p.  81  n.  f.  der  3.  Aufl. 

20* 
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nimmt  bei  jedem  beliebigen  v  den  wechselnden  Werten  p  gegenüber  nur 
die  zwei  Werte  9(22,3")  und  q>(N,q^)  an. 

Um  diese  Werte  zu  bestimmen,  folgern  wir  aus  (14)  die  neue 
Recursionsformel : 

(15)  q>(R,  gO  +  9iN,  q^)  =  q  { 9)(7J,  q'-*)  +  q>iN,  q^-*) } 
und  erinnern  zugleich  an: 

g>{R,  q)  +  q>iN,  q)  =  0,        yC^,  1)  +  9'(^,  1)  =  2. 

Hier  ist  also  zu  unterscheiden,  ob  v  gerade  oder  ungerade  ist;  schrei- 
ben wir  demnach  v  =  2fi  bez.  =  2fi  +  1,  so  liefert  (15): 

(16)  9(B,5*^)  +  9(J^,5''*)  =  2ä^, 

(17)  (p(R,  3«^+0  +  9>i^y  2*'*"^')  =  0- 

Da  das  Quadrat  einer  ungeraden  Zahl  mod.  8  mit  1  congruent  ist,  so 
folgt  aus  (4)  als  Wert  von  9  (2,  q^f")  einfach  g^,  d.  i.  gerade  die 
Hälfte  der  rechten  Seite  von  (16).  Man  hat  also  aus  (16)  und  (17) 
den  Schluss  zu  ziehen: 

<p{N,q')  =  i-iyq>{R,q% 
wofür  wir  auch  schreiben  können: 

Kehren  wir  zur  Bezeichnung  2"  =  n  zurück,  so  tritt  jetzt  rechter  Hand 
das  Jacobi'sche  Zeichen  ein: 

(18)  9iP,n)=(^)ip(l,n). 

Hier  setze  man  endlich  jp  =  2,   benutze  den  aus  (4)  hervoi^ehenden  * 
Wert  von  9(2,  n),  sowie  andrerseits  die  Formel  (10).    Es  ergiebt  sich 
daraufhin    der  Wert  97(1,  n),   sowie    dann    weiter   durch   nochmalige 
Benutzung  von  (18)  die  für  Primzahlpotenzen  n  allgemein  gültige  Formel: 

(19)  9  (l),  ")  =  (f)  i'"^^  V" ; 

dieselbe  begreift  die  Gleichung  (13)  als  Specialfall  in  sich. 

Die  Sachlage  ist  nun  die,  dass  die  Formel  (19)  überhaupt  für  beliebige 
ungerade  Zählen  n  in  Gültigkeit  bleibt.  Sind  nämlich  m  und  n  ungerade, 
relative  Primzahlen  und  p  prim  gegen  mn,  so  wird  die  ganze  Zahl  y 
gerade  ein  volles  Restsystem  mod.  mn  durchlaufen,  wenn  wir 

y  =  mu  +  nß 

setzen  und  a  ein  volles  Restsystem  mod.  n,  ß  aber  ein  solches  mod.  m 
durchlaufen  lassen.     Daraus  folgt: 
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(20)  q>(pytnn)=^e     '"'•  2j  ^        "       •^^; 

wofür  wir  auch  schreiben  können: 

(21)  9)(p,  mn)  =  9(w|),  n)  •  g>(wjp,  w). 

Man  setze  nun,  dass  (19)  für  unsere  jetzigen  myn  gültig  sei;  alsdann 
isA  offenbar  Formel  (21)  in  anderer  Gestalt  geschrieben: 

Wendet  man  hier  endlich  noch  Formel  (11)  an,  so  folgt: 

9(i>,  mw)  =  (^  iV    «    /  Vm«, 

womit   unsere  Behauptung   der   allgemeinen  Gültigkeit   von  (19)  für 
ungerade  Zahlen  n  sich  bestätigt  hat. 

Analoge  Entwicklungen  könnte  man  an  die  für  gerade  n  gültigen 
Formeln  (6)  und  (7)  knüpfen;  wir  haben  dies  aber  für  unsere  ferneren 
Zwecke  nicht  unbedingt  nötig. 

§  11.    Isomorphe  Beziehung  der  Xa-Gmppe  auf  sieh  selbst  bei 

Ersatz  von  £  durch  £^. 

Als  eine  erste  Anwendung  des  eben  beendeten  Excurses  über  die 
Gauss'schen  Summen  entwickeln  wir  hier  eine  bemerkenswerte  Art, 
die  Xa-Gruppe  holoedrisch  isomorph  auf  sich  selbst  zu  beziehen.  Wir 
müssen  zu  dem  Zweck  wieder  eine  kleine  arithmetische  Betrachtung 
vorausschicken. 

Die  Coefficienten  der  Xa-Substitutionen  enthielten  an  irrationalen 
Bestandteilen  neben  den  n^^  Einheitswurzeln  im  Falle  eines  ungeraden 


n  — 1 


n  auch   noch .  die  Irrationalität  ( —  %)  ^    Yn,   bei   geradem  n  jedoch 

einfach  Yn.  Wir  können  diese  beiden  Irrationalitäten  selbst  wieder  durch 
Einheitsumrzeln  amdrücken.  Bei  ungeradem  n  geschieht  dies  einfach 
durch  Formel  (4)  des  vorigen  Paragraphen;  bei  geradem  n  könnten 
wir  die  Formel  (6)  brauchen,  ziehen  indessen  einen  indirecten  Weg 
vor.  Man  nenne  nämlich  m  den  grössten  ungeraden  Teiler  von  n  und 
schreibe  n  =  2^  •  m;  man  setze  alsdann  im  Falle  einer  geraden  Zahl  v: 

(1)  y^=2^'i  2    -Vi      «   yw/, 
dagegen  für  einen  ungeraden  Exponenten  vi 

(2)  )/n  =  2"^-le*  +e    ~^)    i  «      [i      «    ]/m/. 
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Da  m  ungerade  ist,  so  können  wir  jedesmal  die  letzte  Klammer  in  (1) 
und  (2)  durch  m^  Einheitswurzeln  ausdrücken;  insgesamt  ist  also  in 

(1)  bez.  (2)  ein  Ausdruck  von  Yn  in  n^^  bez.  4n**^  Einheitswurzeln 
gewonnen,  je  nachdem  n  durch  4  teilbar  oder  das  Doppelte  einer 
ungeraden  Zahl  ist. 

Führt  man  nun  die  für  ( —  %)  ^    Yn  bez.  }/n  angegebenen  Aus- 
drücke in  die  Xa-Substitutionen  ein,  so  sind  die  Coefficienten  dieser  Sulh 

stitutionen  numerisch  rational  atis  der  Einkeitswurzel  e  *    oder  c  **   oder 

e**  aufgebaut j  je  nachdem  n  ungerade  oder  durch  4  teilbar  oder  ersieh 
das  Doppelte  einer  ungeradere  Zahl  ist.  Man  wolle  jetzt  für  den  Augen- 
blick Yon  der  Bedeutung  der  Xa  als  Functionen  von  u,  o^,  o,  ganz 
absehen,  fasse  diese  Grössen  vielmehr  nur  als  n  Variabele  auf,  welche 
die  charakteristischen,  eine  Gruppe  bildenden  Substitutionen  mit  nume- 
rischen Coefficienten  erfahren.    In  diesen  Substitutionen  denken  wir  uns 

dann  die  gerade  zu  Grunde  liegende  Einheitswurzel  e  "    bez.  e  **  ,  e** 

2  I  TT  iix 

durch  irgend  eine  andere  primitive  Einheitswurzel  e  *  bez.  e  **  etc. 
des  gleichen  Grades  ersetzt,  und  man  wird  alsdann  ohne  weiteres  aus 
der  Irreducibilität  der  Kreis teilungsgleichung  den  Schluss  ziehen,  dass 
die  so  entspringenden  neuen  Xa-Substittitionen  unederum  eine  Gruppe  bilden, 
welclie  mit  der  ursprünglichen  Xa- Gruppe  holoedrisch  isomorph  ist*). 

Um  wenigstens  die  Erzeugenden  dieser  neuen  Xa-Gruppe  ausführ- 

n  — 1  _ 

lieh  anzugeben,  werden  wir  die  Irrationalität  ( —  i)  ^  Y^  ^^2-  Y^ 
doch  nicht  explicit  durch  ihren  Ausdruck  in  Einheitswurzeln  ersetzen 
wollen;  wir  untersuchen  vielmehr  gleich,  wie  sich  die  fragliche  Irra- 
tionalität bei  dem  vorzunehmenden  Ersätze  der  Einheitswurzel  verhält. 
Für   ungerades  n  geben  die  Entwicklungen  des   vorigen  Paragraphen 

n  — 1  2  ITT 


hier  unmittelbar  die  Antwort,   dass  (—  {)  ^    }/n  bei  Ersatz  von  e 


2  in 


durch  e      **     den  Factor  (— j  bekommen  muss;  die  Erzeugenden  S,  T 
der  neuen  Gruppe  sind  also  für  ungerades  n: 


*)  Dieser  Ersatz  der  Einheitswurzel  in  den  Snbstitutionscoefficienten  durch 
eine  primitive  Einheitswurzel  desselben  Grades  wurde  zuerst  von  Hm.  Krön- 
eck  er  verwandt,  und  zwar  in  der  Theorie  der  Jacobi'schen  Gleichungen;  man 
sehe  Eronecker^s  Mitteilungen  über  algebraische  Arbeiten  in  den  Berliner  Monats- 
berichten von  1861. 


(3) 
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a  («  —  a) 


—  p- 


(Ä)  X„'  =  £     '  «        Z., 

n  — 1 


Im  Falle  eines  geraden  n  ist  natürlich  p  ungerade,  und  hier  müssen 
wir  vorerst  auf  die  Formeln  (1)  und  (2)  zurückgreifen.     Um  auf  (1) 

2i/t  2ift  m  —  1 

einzugehen,  so  wird  beim  Ersatz   von  c**  durch  e    **   offenbar  i  * 

p  —  l    m  —  1  m  —  1 

den  Factor  (—  1)  ^        *     bekommen,  (—  {)   *    Ym   aber  den  Factor 
\-)-    Die  Irrationalität  yH  geht  also  in  sich  selbst,  multipliciert  mit 

p  —  1    m  —  1 

p/  \p 

über,  wobei  man  die  in  (4)  vollzogene  Umgestaltung  dieses  Factors 


P  —  ^    m --1 

(4)  (_,)-■  ^  (£)_  (5  _(i) 


sofort  vermöge  (11)  p.  306  verificiert.  Von  (2)  aus  kommt  man  durch 
eine  aualoge  Überlegung  leicht  zu  dem  gleichen  Resultat  und  hat  also 
als  Erzeugende  der  neuen  X^- Gruppe  im  Falle  eines  geraden  n: 


(5) 


x„'  =  /'C"^'«)x„, 


y  ^  ^0 


Es  ist  nun  sehr  bemerkenswert,  dass  die  Substitutionen  der  neuen 
aus  (3)  bez.  (5)  entspringenden  X«- Gruppe  in  ihrer  Gesamtheit  von 
den  Substitutionen  der  ursprünglichen  Gruppe  gar  nicht  verschieden 
sind;  einzig  die  Anordnung  ist  eine  andere  geworden,  so  dass  wir  hier 
gerade  so  viele  isomorphe  Beziehungen  der  Xa- Gruppe  auf  sich  selbst 
kennen  gelernt  Jiaben,  als  es  med.  n  hez,  2n  oder  4n  incongruente,  gegen 
den  Zahlmodul  n  hejs.  2m,  4n  relativ  prime  Zahlen  p  giebt.  Die  hierbei 
eintretende  Frage  aber  ist,  ob  diese  isomorphen  Beziehungen  der  Xa-Gruppe 
auf  sich  selbst  von  der  Art  sind,  wie  wir  sie  in  I  (cf.  p.  261)  durch 
Transformation  vermöge  der  Modulsubstitutionen  herstellten;  wir  werden 
für  diesen  Fall  hernach  offenbar  auch  sagen  können,  dass  die  fragliche 
Beziehung  der  Xa-Gruppe  auf  sich  selbst  durch  Transformation  mit 
einer  iuMÜeser  Gruppe  selbst  enthaltenen  Substitution  darstellbar  ist. 
Um  hierüber  zu  entscheiden,  bemerke  man,  dass  beim  einzelnen  p  der 
Substitution  8  ihre  p^  Potenz  S^  zugeordnet  ist.  Die  Transformation 
könnte  also  nur  durch  eine  solche  Modulsubstitution  V  geschehen  sein, 
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die  derselben  Untergruppe  r,^(n)  angehört,  wie  5*).  Da  überdies  S 
natürlich  mit  sich  selbst  gleichberechtigt  ist,  so  werden  wir  V  als 
eine  Modulsubstitution  annehmen  dürfen,  die  mod.  n  bez.  (im  Falle 
eines  geraden  n)  mod.  2n  mit  ^ 

congruent  ist.  Transformiert  man  jetzt  die  ursprüngliche  Gruppe  durch 
dieses  F,  so  folgen  aas  (3)  p.  302  nach  leichter  Zwischenrechnung 
als  Erzeugende  der  transformierten  Gruppe  die  Substitutionen  (3)  bez. 
(5),  wenn  wir  uns  in  denselben  cP  an  Stelle  von  p  geschrieben  denken. 
So  haben  wir  das  Resultat  erhalten:  Nur  wenn  p  mod.  n  mit  einem 
Quadrate  congruent  ist,  lässt  sich  die  dem  p  zugehörige  isomorphe  Be- 
ziehung der  Xa' Gruppe  auf  sich  selbst  durch  Transformation  vermöge 
einer  ihrer  eigenen  SuI)siitutionen  herstellen,  Ist  also  im  specielleu  n  eine 
Primzahl,  so  kann  die  Hälfte  aller  (n  —  1)  isomorphen  Beziehungen  in 
der  hiermit  gekennzeichneten  Weise  bewirkt  werden.  Erwähnen  wir  end- 
lich noch   als  besonders  einfache  Eigenschaft  der  Primzahlen  n  der 

Form  4Ä  +  3,  dass  für  sie  die  noch  rückständigen  — ^—  Beziehungen 

durch  Transformation  vermöge  gewisser  Modulsubstitutionen  gtveiter 
Art  erzielt  werden  können**). 

§  12.     Die  SubstitTitionsgrappen  der  Modulformen  Za,  y»  und  die 
bei  ungeradem  n  auftretenden  biqnadratisohen  Relationen  der  Za* 

Die  einfachen  gruppentheoretischen  Eigenschaften  der  Functionen 
Xa{u  I  ©1,  02)7  welche  wir  mittlerweile  aufgefunden  haben,  liefern  uns 
nun  auch  für  die  Modulsysteme  Za,  jfa ,  Xa  etc.,  die  wir  aus  den  Xa 
ableiteten,  wichtige  Eigenschaften.  In  der  That  entspringt  ohne  weiteres 
der  für  alles  Folgende  fundamentale  Satz:  Jedes  der  fraglichen  Systeme 
von  Modulformen  substituiert  sich  hei  Ausübung  einer  beliebigen  Modul- 
substitution  geschlossen  linear  mit  numerischen  Coefficienten,  Wir  wollen 
diesen  Satz  für  die  einzelnen  Modulsysteme  specificieren,  indem  wir 
dabei  insbesondere  jedesmal  die  erzeugenden  Substitutionen  S  und  T 
der  entspringenden  Substitutionsgruppe  namhaft  machen. 

Um  wieder  mit  den  ungeraden  n  zu  beginnen,  so  hatten  wir  hier 

ti  ^  1 
erstlich  das  System  der  Modulformen  n^^  Stufe  Za((o^,  co^,)  vofi  der 

Dimension   — ^ — .     Die  Wirkung  der   Substitutionen  S  und  T  giebt 


*)  Man  sehe  die  Entwicklungen  in  1  p.  460  u.  f. 
**)  Man  vgl.  hierüber  I  p.  446. 
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man  vermöge  der  Gleichungen  (13)  p.  267  aus  (15)  und  (16)  p.  296 
leicht  an;  v^ir  finden: 

(1)         (S)  ea=B       ~g. 


et ) 


»— 1 

(2)  (T)  -  V^  .  Za    =  r«~  ^  {6"^  -  6-«0  0fi. 

Daran  reiht  sich  da«  System  der     T"    Modulformen  y^,  y^,  . . .,  t/«  — i 

«  —   — 

2 

vow  der  Dimension  — ^  — .  Ihr  Verhalten  gegenüber  S  und  T  ist  ge- 
geben durch: 

(3)  ('S)  y«'  =  r"~"»      y«, 

nj-l 
n-1   /  2 

(4)        (T)  >^.y„'=i  «    (yo  +  ^C^^^  +  ^-^Oy/^ 

Es  ist  hier  v^eiter  die  Frage,  ob  die  aus  (1),  (2)  bez.  (3),  (4)  ent- 
springende Gruppe  linearer  Za-  bez.  y«- Substitutionen  auf  die  Xo-Gruppe 
holoedrisch  oder  meroedrisch  isomorph  bezogen  ist.  Soll  letzteres  der  ' 
Fall  seiu^  so  muss  in  der  6r„<pt^  der  modulo  n  incongruenten  homo- 
genen Modulsubstitutionen  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  enthalten 
sein^  deren  Substitutionen  sämtliche  Za  bez.  ya  unverändert  lassen.  Es 
folgt  aber  aus  der  Eigenart  der  Xa  (vgl.  insbesondere  (II)  p.  264  und 
(3)  p.  267)  leicht,  dass  diese  ausgezeichnete  Untergruppe  nur  aus  den 
Substitutionen  T^  und  1  bestehen  kann,  und  gegenüber  T^  zeigen  die 
Za,  ya  das  nachfolgende  Verhalten: 

wie  aus  ihrer  Dimension  ohne  v^eiteres  folgt.  Darin  liegt  das  Re- 
sultat: Ist  n  eine  ungerade  Zahl  der  Form  n  =  4ä  +  1 ;  so  ist  die 
Za-Gruppe  von  der  Ordnung  n(p(n)f(n)j  die  ya-Gruppe  aber  von  der 
Ordnung  \n(p(n)xlf{n);  ist  n  ==  Ah —  1,  so  haben  tvir  umgekehrt  eine 
^\n(pxp  ^^^  Zct'Suhstitutionen  und  eine  Gh(pxp  von  ya- Substitutionen,  Dass 
die  hier  wiederholt  auftretende  Gx^^^  mit  der  Gruppe  modulo  n  unter- 
schiedener nicht -homogener  Modulsubstitutionen  holoedrisch  isomorph 
ist,  brauchen  wir  kaum  noch  zu  betonen. 

Für  die  Modulformen  Xa,  Wa  etc.  kommen  abwechselnd  immer 
wieder  dieselben  Verhältnisse  zu  Tage,  wie  bei  Za  und  y«.  Wir  brauchen 
demnach  hier,  sowie    auch  sogleich  bei  geradem  n,  die  soeben  aus- 
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gesprochenen  Sätze  nicht  nochmals  für  die  Xa  etc.  besonders  zu  for- 
mulieren. — 

Bei  geradem  n  kennen  wir  erstlich  das  System  der  — ^  Modul- 
formen  (—2)*®'  Dimension  Zq,  0^,  ...,  e^  der    Stufe  2n  less,  4n  und 

schreiben  aus  (12)  und  (13)  p.  299  unter  Rücksichtnahme  auf  (15)  p.  267 
als  Wirkung  der  Substitutionen  5,  T  auf  dieselben  ab: 

(5)    (S)  z^^}^°^z., 


n— 8 


Daran  reiht  sich  das  System  der  Grössen   y..  y^,  . . .,  yn—%  der 

8 

Dimension  —  3  und  der  Stufe  2n  hez,  An,  für  welche  wir  entsprechend 
das  Verhalten  finden: 

•  "-^ 

•  8 

(8)       (T)  V^l'ya=2{B<^('-B-<'ny^^ 

Sier  is^  rfee  Za-Gruppe  stets  hemiedrisch,  die  ya-Gruppe  aber  holoedrisch 
isomorph  auf  die  Gruppe  der  Xa- Substitutionen  bezogen.  — 

Unter  unseren  beiden  Arten  von  Modulsystemen  0a,  y«  sind  es 
namentlich  die  ;era-Sy8teme,  welche  sich  durch  ausserordentlich  einfache 
Eigenschaften  auszeichnen;  wir  werden  das  bei  unseren  späteren  Unter- 
suchungen noch  wiederholt  erfahren.  Dieser  Umstand  ist  wohl  nament- 
lich darin  begründet,  dass  die  Za  im  Innern  des  Polygons  n**'  Stufe 
nidit  nur  allenthalben  endlidi  sondern  auch  von  Null  verschieden  sind, 
wie  aus  ihrer  Darstellung  durch  die  '&•- Functionen  (cf.  Formel  (2)  p.  281 
und  (2)  p.  290)  ohne  weiteres  hervorgeht.  Hierüber  hinaus  ziehen  wir 
gleich  noch  für  die  zu  den  ungeraden  n  gehörenden  Za  ein  wichtiges 
Ergebnis  aus  den  in  (5)  p.  268  aufgestellten  quadratischen  Relationen 
zwischen  den  Xa'(u).  Indern  wir  nämlich  in  den  hiermit  citierten  For- 
meln w  =  0  schreiben,  ergeben  sich  biquadratische  Delationen,  durch  weldie 
die  Za  der  ungeraden  n  an  einander  geknüpft  sind;  die  allgemeine  Gestalt 
dieser  Relationen  ist: 

\^^)  Za^-^-a^Za^^^Za^—tti^a^ — a,  "T"  ^ai-^-a^^a^-^-a^^aj—aiZa^—a^  "r 
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Wir  werden  später  wiederholt  auf  diese  Formel  zurückkommen  und 
werden  in  ihr  insbesondere  für  n  =  7  eben  jene  biquadratische  Glei- 
chung wiedererhalten,  durch  welche  wir  in  I  die  bei  der  siebenten 
Stufe  ausführlich  untersuchte  Curve  4*®'  Ordnung  der  0a  darstellten 
(cf.  I  p.  701). 

Man  könnte  nunmehr  wieder  ganz  unabhängig  von  der  functionen- 
theoretischen  Bedeutung  der  ßa,  tfa  an  die  Gestalt  der  Substitutionen, 
welche  die  einzelnen  Grossensysteme  erleiden,  ein  Reihe  von  Betrach- 
tungen knüpfen;  wir  konnten  z.  B.  das  in  obigen  Formeln  auftretende  s 
wieder  durch  e^  ersetzen  etc.  Wir  unterlassen  das  hier  und  fügen  nur 
noch  ein  paar  historische  Bemerkungen  hinzu.  Natürlich  tritt  keine 
einzige  dieser  Gruppen  als  solche  in  expliciter  Gestalt  in  den  älteren 
Arbeiten  auf,  da  früher  der  Gruppenbegriflf  nicht  herrschte.    Gleichwohl 

ist  zu  betonen,  dass  für  die  Gruppe  der     ^    Grössen  bei  ungeradem  n 

bereits  in  Jacobi'schen  Entwicklungen  alle  Ansätze  beisammen  sind; 
man  sehe  die  ,jSmte  des  notices  sur  les  fondions  eUiptiques^'  von  1828*), 

wo  Jacobi     T"     Grössen  -4^,  -4,,  . . .,  -4«— i   angiebt,   aus   denen  sich 

a 
die  Wurzeln  der  Multiplicatorgleichung  in  einfachster  Weise  zusammen- 
setzen**); aus  den  bezüglichen  Formeln  Jacobi^s  würde  man  unsere 
y«- Substitutionen  der  Gestalt  nach  ohne  weiteres  entwickeln  können***). 
Dem  gegenüber  ist  die  ;e?o-Gruppe,  in  welcher  die  Differenzen  («*' —  £""") 
den  Typus  für  die  Substitutionscoefßcienten  abgeben,  erst  durch  Hrn. 
Klein  aufgefunden  worden.  Man  bemerke  in  der  That,  dass  wir  hier 
für  n  =  5  einfach  mit  den  Ikosaedersabstitutionen  gu  thun  haben  (cf.  I 
p.  631  (10)),  dass  tvir  andrerseits  für  n  =  l  direct  auf  jene  temären  Sub- 
stitutionen 0iirückJcommen,  welche  die  in  I  untersuchten  drei  Modtdn  Za 
der  7*^  Stufe  erfahren  (cf.  I  p.  705).  Es  sind  dies  die  beiden  Fälle 
der  in  Rede  stehenden  Substitutionsgruppe  der  Za^  die  sich  zuerst 
dargeboten  haben.  Dass  es  aber  möglich  sei,  die  Formeln  der  Za- 
Substitutionen,  wie  sie  von  diesen  beiden  particulären  Fällen  her  be- 
kannt waren,  für  beliebige  ungerade  n  zu  verallgemeinern  (wo  alsdann 
die  Gruppe  (1),  (2)  entsprang)  wurde  von  Hrn.  Klein  im  Verlaufe  der 
Abhandlung  „6'6er  die  Auflösung  gewisser  Gleichungen  vom  7*®"  und 
8*«°  Grade''  Math.  Ann.  Bd.  15  (1879)  angegeben.     Das  Substitutions- 


•)  Werke  Bd.  1  p.  255  u.  f. 
**)    Man  sehe  für  n  =  5  die  Entwicklungen    in    I  p.  646,  für  n  =  7  aber 
1  p.  723. 

***)  Vgl.  auch  die  verschiedenen  Ausführungen  über  „Jacobi'sche  Gleichungen" 
in  Ikos.  p.  147,  149,  212. 
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System  der  Xa  und  damit  die  Zusammeogehörigkeit  der  Substitutions- 

gruppen  der    1"    und  — r —  Grössen  ergab  sich  alsdann  aus  der  Theorie 

der  Normalcurven.  Endlich  konnten  die  bei  geradem  n  eintretenden 
Za'  und  ya-Gruppen  aus  den  bezüglichen  Entwicklungen  von  Hm.  Hur- 
witz*) unmittelbar  abgeleitet  werden. 


Die  Frage,  welche  sich  an  die  durchlaufenen  Entwicklungen  un- 
mittelbar anschliesst,  ist  nun,  wie  sich  die  jetzt  auf  analytischem  Wege 
(nämlich  aus  ihren  Reihenentwicklungen)  definierten  Moduln  Za,  ffay 
sowie  dann  auch  weiter  die  Xa  etc.  in  den  niedersten  Fällen  n  zu  den 
in  I  Abschnitt  3  studierten  Modulformen  dieser  Stufenzahlen  n  ver- 
halten mögen.  Inzwischen  schieben  wir  diese  Untersuchung  hinaus; 
denn,  obschon  namentlich  die  Za  überall  Modulformen  von  besonderer 
Einfachheit  sind,  so  giebt  es  doch  noch  andere  sehr  einfache  und  dem- 
nach besonders  wichtige  Moduln  n^  Stufe,  deren  Kenntnis  wir  uns 
jetzt  vorab  verschaffen  wollen. 


*)  Man  sehe  die  p.  260  genannte  Abhandlung. 


Drittes  Kapitel. 

Bildang  neaer  Fanctionen  n^^  Stufe  dorcfa  bilineare  Verbindangen 

der  X„. 

Die  von  den  elliptischen  Normälcurven  gelieferten  Fanctionen  Xa 
haben  wir  in  erster  Linie  deshalb  betrachtet,  um  aus  ihnen  Modul- 
formen Zay  tfa  etc.  von  einfachem  gruppentheoretischen  Verhalten  ab- 
zuleiten. Wir  werden  jetzt  neue  Functionen  n**"  Stufe  von  m,  ©i,  Og 
bilden ;  aus  denen  wir  dann  hernach  in  genau  entsprechender  Weise 
Modulformen  n*"  Stufe  herstellen.  Diese  neuen  Functionen  und  Modul- 
formen n^  Stufe  werden  sich  in  gruppentheoretischer  Beziehung  aufs 
directeste  an  die  Grössen  des  vorigen  Kapitels  anschliessend  wie  denn 
überhaupt  betont  sein  mag,  dass  die  X«- Gruppe  in  ihrer  allgemeinen 
Gestalt  von  §  11  des  vorigen  Kapitels,  sowie  im  Anschluss  daran  die 
viererlei  verschiedenen  Gruppengestalten  von  §  12  ebenda  hinfort  die 
fundamentalste  Rolle  spielen  werden. 

Was  die  Herstellungsart  unserer  neuen  Functionen  angeht,  so 
werden  wir  dabei  nicht  etwa  aufs  neue  fremde  Hülfsmittel  heranholen: 
die  Functionen  Xa  sind  es  vielmehr  selbst,  welche  in  eigenartigen 
bilinearen  Verbindungen  die  fraglichen  Functionen  liefern.  Wir  werden 
diese  bilinearen  Ausdrücke  sogleich  (in  §  1)  an  ein  paar  einfachsten 
Beispielen  erläutern,  um  danach  die  allgemeine  Bildungsweise  derselben 
vorzubringen.  Die  für  diese  Entwicklungen  in  Betracht  kommenden 
Litteraturnach weise  werden  wir  zwischendurch  namhaft  machen.  Wir 
bemerken  jedoch  gleich  zum  voraus,  dass  die  bisherigen  Xa  und  des- 
halb auch  die  0a,  tfa  etc.  sich  ungezwungen  selbst  wieder  in  den  Kreis 
der  neuen  Grössen  einordnen-,  es  handelt  sich  also  im  Grunde  nur  um 
eine  Erweiterung  der  bisherigen  Resultate. 

Ein  anderer  Gesichtspunkt  kommt  hinzu:  Die  analytiscJien  Dar- 
stellungen der  Xa,  Zay  Va  ßtc.,  wic  sie  durch  die  Formeln  des  vorigen 
Kapitels  gegeben  werden,  sind  noch  nicht  in  solchem  Grade  durch- 
gebildet, dass  sie  die  einfachste  erreichbare  Structur  aufwiesen.  Es 
ist  vielmehr  erst  in  diesem  Kapitel^  wo  wir  für  die  gesamten   zu  be- 
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trachtenden  Grössen  n*®'  Stufe  äusserst  durchsichtige  analytische  Bil- 
dungsgesetze angeben  werden ,  welche  in  einer  merkwürdigen  Be- 
ziehung zu  den  ganzzdhligen  binären  quadratischen  Formen  stehen.  Es 
muss  jedoch  sogleich  gesagt  werden^  dass  diese  Beziehung  zu  den 
binären  quadratischen  Formen  wesentlich  mitbegründet  ist  durch  den 
particulären  Entwicklungsgang,  den  unsere  Darstellung  nimmt.  In  der 
That  würden  uns  trilineare  X« -Verbindungen  in  ganz  gleicher  Weise 
zu  ternären  quadratischen  Formen  hinführen  u.  s.  w.,  wie  wir  denn  auch 
eine  einzelne  0-Reihe  mit  den  y,unären^^  quadratischen  Formen  in  Be- 
ziehung setzen  können. 

Die  allgemeine  Frage  nach  analytischen  Bildungsgesetzen  der  Modal- 
formen ist  übrigens  noch  in  mehreren  anderen  Arten  der  Behandlung 
zugänglich,  und  wir  mögen  hier  die  Gelegenheit  benutzen,  einige  histo- 
rische Bemerkungen  in  dieser  Richtung  einzuschalten. 

Vor  allen  Dingen:  Während  wir  hier  stets  mit  Potenzreihen  nach 
r  arbeiten,  könnte  man  auch  für  die  Moduln  höherer  Stufen  solche 
Entwicklungen  nach  Teilbruchreihen  anstreben,  wie  wir  sie  in  I  p.  151 
für  g^  und  g^  angaben.  Wir  würden  uns  so  denjenigen  Massnahmen 
annähern,  welche  Hr.  Poincare*)  ganz  allgemein  in  der  Theorie  der 
automorphen  Functionen  zur  Verwendung  bringt.  Der  Grundgedanke 
dieser  Entwicklungen,  etwa  für  unsere  Hauptcongruenzgruppe  n*®'  Stufe 
r^(n)  ausgesprochen,  ist  der  folgende:  Man  wähle  eine  rationale  Form 
F{(Oi,  ©2)  und  bilde,  allen  unendlich  vielen  Substitutionen  1,  v^,  v^,... 
der  r^(„)  entsprechend,  die  Ausdrücke  ^'(cDi,  ©2),  F(yi((Oj^,  (o^)), 
F(v2{(0i^  CDg)),  ....  Haben  wir  F(m^y  ©2)  so  auswählen  können,  dass 
die  Summe  aller  dieser  Ausdrücke  eine  absolut  convergente  Reihe  dar- 
stellt, die  überdies  als  Function  von  ©j ,  ©2  nicht  identisch  verschwindet, 
so  wird  uns  diese  Reihe  eine  Modulform  n*®'  Stufe  darstellen.  —  Diesen 
Ansatz,  der  für  die  allgemeine  Theorie  der  automorphen  Functionen 
von  grösster  Bedeutung  ist,  insofern  man  noch  kein  anderes  durch- 
greifendes Bildungsgesetz  für  dieselben  besitzt,  konnten  wir  in  unserem 
Falle  umgehen,  da  uns  die  Theorie  der  doppeltperiodischen  Functionen 
durchgebildete  Hülfsmittel  ohne  weiteres  zur  Verfügung  stellte.  Wir 
würden  eben,  um  Formeln  zu  haben,  mit  denen  man  bequem  rechnen 
kann,  bei  allgemeinen  Stufenzahlen  mit  den  Poincare'schen  Reihen 
immer  erst  noch  diejenige  Umwandlung  in  Potenzreihen  nach  r  vor- 
nehmen müssen,  welche  Hr.  Hurwitz  für  die  erste  Stufe  an  den  spe- 
ciellen  Eisen stein'schen  Reihen  wirklich  vollzogen  hat**). 

*)  Man  sehe  die  bez.  Nachwei3e  in  I  p.  762. 

**)  Man  vgl.  den  ersten  Teil  der  in  I  wiederholt  genannten  Arbeit  von  Hrn. 
Ilurwitz  in  Bd.  18  der  Mathem.  Ann.  (1881). 
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Ferner  aber:  ist  es  uns  auf  irgend  welche  Weise  gelungen,  Modul- 
formen n^  Stufe  zu  bilden,  so  gelingt  es  leicht,  aus  ihnen  solche 
Grössen  zusammenzusetzen,  welche  bei  den  Substitutionen  der  cd^,  o^ 
ihrerseits  die  Substitutionen  der  X«  (oder  verwandte  Substitutionen) 
erleiden.  Es  geschieht  dies  durch  ein  einfaches  combinatorisches 
Princip,  welches  Hr.  Klein  in  Bd.  15  der  Math.  Ann.  (1879)  aufstellt*), 
und  von  dem  dann  auch  Hr.  Poincare  bei  seinen  allgemeineren  Unter- 
suchungen Gebrauch  macht**);  man  hat  bei  Anwendung  desselben  nur 
zuzusehen,  dass  die  entstehenden  Ausdrücke  nicht  identisch  verschwinden. 
Den  hiermit  bezeichneten  Ansatz  hat  bezüglich  der  Xa  und  verwandter 
Grössensjsteme  Hr.  Morera  in  Bd.  25  der  Math.  Ann.  verfolgt  (1884), 
indem  er  als  Ausgangsformen  n^'  Stufe  die  Teilwerte  irgendwelcher 
doppeltperiodischer  Functionen  wählt***).  Inzwischen  scheint  es,  dass 
einige  der  von  ihm  aufgebauten  Ausdrücke  identisch  verschwinden; 
jedenfalls  ist  die  Sache  noch  nicht  so  weit  entwickelt,  dass  von  hier 
aus  der  directe  Übergang  zu  unseren  Xa  etc.  möglich  wäre. 

Die  mannigfachen  Entwicklungen  endlich,  durch  welche  Hr.  Eron- 
ecker  neuerdingsf)  die  Theorie  der  Modulfunctionen  bereichert  hat, 
können  wir  leider  nur  nennen.  Dieselben  stehen  allerdings  in  unmittel- 
barster Beziehung  zu  unserer  Gesamtauffassung;  indessen  würde  eine 
ausführliche  Besprechung  zu  weit  von  unseren  zunächst  vorliegenden 
Zielen  ablenken. 


§  1.     Die  zwei-  und  drei-gliedrigen  Bilinearverbindiingen  Ba 

der  Xa. 

Da  wir  weiterhin  immer  mit  den  X«  verschiedener  Ordnungen  n 
zu  thun  haben,  so  ist  es  notwendig,  das  n  mit  in  die  Bezeichnung  der 
Function  Xa  aufzunehmen;  wir  wollen  in  diesem  Sinne  des  genaueren 

Xa    schreiben,  so  oft  es  zur  Unterscheidung  wünschenswert  ist. 

Wir  verstehen  jetzt  zunächst  unter  n  eine  beliebige  ungerade  Zahl 
und  ziehen  die  zwei  Grossen  X^^\  sowie  andrerseits  die  2n  Functionen 
X(**»)  heran.    Wir  bilden  uns  dann  den  folgenden  zweigliedrigen  Aus- 


*)  üehcr  die  Auflösung  gewisser  Gleichungen  siebenten  und  achten  Chrcides, 
**)  Acta  Mathematica.  Bd.  6. 

♦**)  Über  einige  Bildungsgesetze  in  der  Theorie  der  Teilung  und  Transformation 
der  elliptischen  Functionen. 

t)  Man  sehe  insbesondere  die  neueren  Bände  der  Monatsberichte  der  Berliner 
Akademie  (seit  1885),  in  welchen  Hr.  Eronecker  die  gemeinten  Untersuchnngen 
in  einer  grossen  Reihe  kleinerer  Mitteilungen  entwickelt  hat,  die  immer  den 
gleichen  Titel  „^t/r  Theorie  der  elliptischen  Functionen*^  tragen. 
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drucky  der  in  jeder  dieser  beiden  Grossenreihen  linear  und  homogen  ist: 

Um  an  das  Wort  Bilinearverbindong  zu  erinnern,  bezeichnen  wir  diesen 
Ausdruck  kurz  durch  Baj  des  genaueren  aber  (und  zum  Unterschiede 

von  weiterhin  eintretenden  Bildungen  ähnlicher  Art)  durch  5a*"\  Als 
Argumente  (o^^  cog  der  Grössenreihe  X^^")  denken  wir  die  nämlichen, 
wie  in  X^^\  Dagegen  ist  wünschenswert,  das  Argument  u  in  der  einen 
unserer  beiden  Xa- Reihen  uicht  sogleich  mit  dem  Argumente  u  in 
den  Grossen  des  anderen  Systems  identisch  zu  setzen.  Indem  JS« 
solchergestalt  eine  Function  der  vier  Grössen  u^^  u^y  dj,  (o^  wird,  be- 
halten wir  uns  eine  etwas  grössere  Beweglichkeit  für  unsere  analy- 
tischen Massnahmen  vor.  Wir  können  jetzt  z.  B.  gleich  u^  für  sich 
gleich  Null  setzen  und  legen  also  für  die  nähere  Untersuchung  die 
Grössen  vor: 

(2)  jBa-^jEfQXia    -{-  Z^X%a+nj 

WO  Zq  und  Zi  die  beiden  zu  n  =  2  gehörenden  Moduln  des  vorigen 
Kapitels  sind. 

Man  überzeuge  sich  erstlich,  dass  es  gerade  n- unterschiedene  Grössen 
Ba  giebt;  denn  indem  wir  den  unteren  Index  in  (2)  um  n  vermehren, 
wird  nach  Formel  (I)  p.  264  die  Grösse  Ba  unverändert  bleiben. 

Wir  untersuchen  demnächst,  welches  Verhalten  die  n  Grössen  Ba 
bei  der  Ausübung  der  Modulsubstitution  T  zeigen.  Die  Grössen  Zq,  z^ 
substituieren  sich  hierbei  in  der  folgenden  Art: 

-  1/2  V  =  ^0  +  ^i;     —V^^i  =  ^0  —  ^o 

während  man  das  Verhalten  der  X^^*»^  aus  der  Formel  (13)  p.  299  ab- 
zuschreiben hat,  indem  man  in  derselben  2n  an  Stelle  von  n  setzt. 
Es  geht  demgemäss  Ba  durch  T  über  in 


Ba  = 


%Yn 


2II--1  2»  — 1 


2ift 


wobei  e  die  gewohnte  Bedeutung  von  e  "    hat.    Da  aber  n  ungerade  ist, 
so  zieht  sich  die  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  sofort  zusammen  in 

n  — 1 

und  damit  folgt  das  Ergebnis: 

n  — 1 

(3)         (T)  B<''-^2'-"-''^fl- 
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Bei  Ausübung  von  S  zeigen  unsere  Grössen  jsr,  X  das  Verhalten: 

Man  findet  also  als  Wirkung  von  S  auf  die  Bai 

iJs  M?trd  sicA  demgetnäss  B»  bis  auf  einen  Factor  rqproducieren,  wenn 
toir  über  die  ungerade  ZaJd  n  jetzt  noch  die  fernere  Voraussetzung  fnacJien, 
dass  sie  von  der  Form  (4A  -f-  3)  ist;  in  der  That  wird  nun 

(5)  (S)  BJ^i^^Ba. 

Schon  jetzt  ist  deutlich  ^  dass  sich  das  System  der  Ba  gegenüber 
allen  Modulsubstitutionen  geschlossen  linear  substituiert.  Wir  kommen 
aber  geradezu  zur  Xa- Gruppe  aus  %  11  des  vorigen  Kap.y  und  zwar  zur 

Gruppe  mit  p  =  2  zurückj  wenn  wir  die  Ba  noch  mit  dem  Factor  A""  ^ 
normieren;  Potenzen  der  zwölften  Wurzel  aus  A  werden  wir  ja  den 
Moduln  eines  einzelnen  Systems  immer  zusetzen  dürfen^  ohne  die 
wesentliche  Eigenschaft  eines  solchen  Systems  (sich  geschlossen  linear 
zu  substituieren)  dadurch  zu  stören.  Zum  Beleg  der  ausgesprochenen  Be- 
hauptung nenne  man  die  normierten  Ba  etwa  Baj  eine  Bezeichnung^ 
die  wir  in  der  Folge  bei  ähnlichen  Gelegenheiten  immer  wieder  ver- 
wenden wollen.    Es  findet  sich  alsdann  mit  Rücksicht  auf  I  p.  624  (4): 

(ß)  Ba=a-'Ba. 

(6)  -  i    'Vct  - 

das  sind  aber  in  der  That  die  Substitutionen  (3)  p.  311  für  n  =  4Ä-j-3 
und  p  =  2.   Fassen  wir  demnach  zusammen:  Für  alle  ungeraden  Zahlen 

n  der  Gestalt  n  =  47i  +  3  erfahren  die  mit  A^^  normierten  Bilinear- 
Verbindungen : 

(7)  ^'''•^  =  2?L''"^-A-1 

die  Xa- Substitutionen  mit  p  =  2. 

Wir  versuchen  nun,  ähnliche  Entwicklungen  mit  dreigliedrigen 
Xa -Verbindungen  anzustellen.  Zu  diesem  Ende  nehmen  wir  n  prim 
gegen  3  an  und  bilden  uns  genau  nach  Analogie  von  (1)  den  Ausdruck: 

wobei  wir  jedoch  gleich  wieder  das  Argument  u^  der  ersten  Grössen- 
reihe  Xa  gleich  Null  setzen.  Dann  werden ,  wie  wir  wissen  (p.  267), 
Xi  ^  und   —  Xf  ^  einander  gleich,  und  zwar  gleich  der  einen,  für  n  =  3 

Kleiu-Fricko,  Modulfunctionen.   II.  21 
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auftretenden  Grösse  z^,  während  X^  einfach  verschwindet  Es  gilt  also, 
die  Ausdrücke: 

(9)  Ba  =  01  {X^a-^n  Xsa—n) 

der  näheren  Untersuchung  zu  unterziehen,  als  deren  Anzahl  man  so- 
gleich tvieder  n  abzählt. 

Die  Formeln  (1),  (2)  p.  313  nehmen  für  den  vorliegenden  Fall  die 
einfache  Gestalt  an: 

(10)  (S)   V  =  e\,       (T)  v  =  -'i, 

woran  wir  weiter  unten  noch  ausführlicher  zu  knüpfen  haben.  Einst- 
weilen benutzen  wir  diese  Formeln,  um  das  Verhalten  der  n  Grossen 
(9)  bei  S  und  T  festzustellen  und  beginnen  wieder  mit  der  letzteren 
Substitution.  Wir  mögen  zur  Abkürzung  den  numerischen  Factor, 
welcher  in  den  X«- Substitutionen  T,  nämlich  in  (16)  p.  296  und  (13) 
p.  299,  rechter  Hand  vor  dem  Summenzeichen  steht,  durch  (n)  be- 
zeichnen; dann  findet  man  für  T: 

BJ  =  (3n) .  ., .  2  (e-  ^  ^^"^"^^  X^'  -  e"  '^ ^'"""^^  X^^) , 
was  sich  sofort  zusammenziehen  lässt  in: 

8n— 1 

Bj  =  -  (3w)  z,  -  2^  (9^  -  9-0 .  £--^x;?"\ 

Alle  Glieder  mit  durch  3  teilbarem  ß  werden  hier  verschwinden;  die 
zurückbleibenden  2n  Glieder  teilen  wir  in  zwei  Classen,  je  nachdem 
/3  Ez:  +  1  oder  eE:  —  1  (mod.  3)  ist.  Wir  bewirken  dies  dadurch,  dass 
wir  einmal  3j3  -(-  n,  dann  aber  3/3  —  n  an  Stelle  von  ß  setzen  und 
ß  hierbei  immer  ein  Restsystem  mod.  n  durchlaufen  lassen.  Nehmen 
wir  endlich  noch  auf  die  offenbar  gültige  Gleichung: 

(11)  p._p-»=(-«).i^ 

Rücksicht,  so  wird  die  letzte  Gleichung  übergehen  in: 

n—l 

(12)  B;  =  -  (I)  i ]/3  .  (3 n)2  *"'"''  •  ^'  W+»  -  ^V-»)  • 

Damit  ist  das  Ergebnis  gewonnen,  dass  die  in  (9)  definierten  Ba  bei 
Ausübung  von  T  die  Substitution  erfahren: 

(13)  Ba  =  -  (j)  il/3  .  (3n).  2  ^-'"'*^/^- 

Weiter  setze   man  nun    erstlich  n  als  eine  ungerade  Zahl  voraus; 
dann  ist: 
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8/1  —  1  n-1 

(^">  =  7k-  "°"^  also  -(|)i>^.(3n)  =  (-l)'^(f)-^, 

SO  dass  wir  mit  Rücksicht  auf  die  Formel  (11)   p.  306    die    Substi- 
tution (13)  in  die  fertige  Gestalt  umzusetzen  haben: 

(14)       (T)  BJ  =  ,4-,^  .  2  5-««.^  B^, . 


(r^y-n   ,^0 


Um  gleich  die  Wirkung  der  Substitution  S  auf  die  Ba  im  Falle  eines 
ungeraden  n  festzustellen,  haben  wir  obige  Formel  (10)  sowie  andrer- 
seits Formel  (15)  p.  296  zu  benutzen.  Eine  leichte  Zwischenrechnung 
ergiebt  alsdann: 

Ba=Q^'-      6  »         Ba. 

Um  zu  den  X«- Substitutionen  und  damit  zu  Grössen  n^' Stufe  zurück 

zu  gelangen y  werden  wir  hier  nötigenfalls  mit  y^A  normieren;  wir 
schreiben  mit  Rücksicht  auf  I  p.  624  (3): 

^_.  Ba  =  Batr^  für  «  =  11    ^       ,    _. 

(15)  _  .   (mod.  3). 

Ba  =  Ba  für    n  r  -  2  J 

Die  somit  normierten  dreigliedrigen  Bilinearverbindungen  Ba'  et  fahren 
die  Xa' Substitutionen  mit  p  =  3  und  bilden  als  soldic  ein  System  von 
n  Functionen  n^^  Sttife, 

Man  specificiere  zweitens  Formel  (13)  für  gerade  n.     Da' wird 

während  man  andrerseits  für  die  Wirkung  von  S  auf  Ba  leicht  be- 
rechnet: 

{ß)  B,;  =  -  /.^«-».f  \^^^f Ba. 

Zu  den  Formeln  (5)  p.  311  wird  man  somit  zurückgelangen,  wenn  man 
folgende  Normierungen  vornimmt: 

Ba^Batr^  für  n       1) 


(16)  ZI'       '"'"      — "*  '^     -.   (^od  3) 

Ba  =  B„Ai       für  n:-2) 

Die  n  solchergestalt  gebildeten  Grössen  Ba  erfahren  dann  wieder  gtjgen- 
über  den  ModHUubstiiutionen  die  Xa  -  Sultstitutionen  ihres  n  mit  p  =  3. 
Das  Grössensjstem  (15),  welches   sich  auf  die  ungeraden,  durch 

21* 
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3  nicht  teilbaren  Zahlen  n  bezieht,  wurde  wesentlich  in  der  hier  vor- 
liegenden Gestalt  von  Hrn.  Klein  in  den  ^^Normalcurven'^  (man  sehe 
Formel  (126)  in  §  15)  eingeführt.  Es  gelang  durch  diese  n  Grossen 
die  Verallgemeinerung  jener  Modulsysteme,  welche  wir  in  I  bei  n  =  5 
und  w  =  7  durch  A  bezeichneten,  und  welche  uns  seinerzeit  die  ge- 
staltlich sehr  einfachen  Resolventen  der  A  lieferten.  Wir  kommen  so- 
gleich weiter  unten  auf  diese  Gegenstande  nochmals  zurück.  Vorab 
haben  wir  auseinander  zu  setzen,  in  welcher  Weise  durch  Hrn.  Hur- 
witz die  in  diesem  Paragraphen  skizzierten  Eutwicklungen  verall- 
gemeinert sind*). 

§  2.    Die  drei  Arten  I,  II,  m  von  jp-gliedrigen  Bilinearverbindtingen 

B^'""^  der  Xa. 

Bei  der  Verallgemeinerung  der  bisherigen  Überlegung  schlagen 
wir  ein  Analogieverfahren  ein.  Wir  verstehen  nnter  p  irgend  eine  gegen 
die  Ordnung  n  relativ  prime  ZcM  und  schliessen  die  im  vorigen  Para- 
graphen behandelten  Werte  p  =  2,  3,  sowie  endlich  auch  den  Wert 
p  ^  \  gar  nicht  aus.  Wir  holen  uns  dann  die  beiden  Grössensysteme: 

heran  und  bilden  aus  ihnen  mit  Hrn.  Hurwitz**)  den  bilinearen  Aus- 
druck : 

(2)  5!r''^  =  5^z?^4?U,. 


Derselbe  geht  für  p  =  2,  q  =1,  sowie  für  j)  =  3,  g  =  1  in  die  Aus- 
drücke (1)  und  (8)  des  vorigen  Paragraphen  über;  im  allgemeinen 
Falle  behalten  wir  uns  noch  vor,  über  die  ganze  Zahl  g  zweckmässig 
zu  verfügen.  Da  man  aus  (I)  p.  264  sofort  Bn+a  =  Ha  folgert,  so 
ist  die  Gesamtzahl  unterschiedener  Grössen  (2)  gerade  wieder  n. 


*)  Man  kann  übrigens  die  bilinearen  Verbindungen  der  X^,  um  die  es  sich 

hier  handelt,  auch  aus  dem  allgemeinen  combinatorischen  Ansatz  des  Hm.  Klein 
erhalten,  von  welchem  in  der  Einleitung  zum  yorliegenden  Kapitel  kurz  die  Rede 
war.     So  thut  es  Hr.  Hurwitz  in  seiner  ursprünglichen  Darstellung,   indem  er 

von   der  Tbatsache  ausgeht,  dass  die  Substitutionsgruppen  der  X^*\  ^**\  ^a"^ 

durch  ihre  Beziehung  auf  die  Modulgrappe  isomorph  auf  einander  bezogen  sind. 
Inzwischen  wird  hierdurch  die  wirkliche  Berechnung  der  in  Betracht  kommenden 
Bilinearformen  in  keiner  Weise  vereinfacht,  und  wir  lassen  es  also  im  Texte  bei 
der  directen  Aufsuchung  von  Bilinearformen  bewenden. 

**)  „Über  endliche  CHruppen  linearer  Substitutionen,  welche  in  der  Theorie  der 
elliptischen  IVanscendcfiten  au/treten**,  Math.  Ann.  Bd.  27  (1885). 
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c 

Wir  gehen  nun  gleich  zur  gruppentheoretischen  Untersuchung  der 
Grössen  (2),  und  es  erledigt  sich  hier  die  Substitution  T  fast  ebenso 
leicht,  wie  in  den  particulären  Betrachtungen  des  §  1.  Mau  hat  nach 
(16)  p.296  bez.  (13)  p.299: 

Bu  =  (p)  (np)  221!  e~~i^        -^'""^"''"xi^X^r, 

eine  Formel,  die  man  bei  etwas  anderer  Anordnung  ihrer  rechten  Seite 
sofort  in  die  Gestalt  setzt: 

P  — 1  2irt 

6       P 


Bä  =  ip)  (np)  2  {'-•"'  X'''  X"''  •  2 


Alle  diejenigen  Glieder  der  Summe  über  (t,  v,  für  welche  (iq  -{••  v 
nicht  ^  0  (mod.  p)  ist,  werden  infolge  der  in  diesem  Falle  verschwin- 
denden Summe  über  X  zum  Ausfall  kommen;  ist  jedoch  fig  +  v  ^  0 
(mod.|>),  so  ist  die  Summe  über  l  einfach  gleich  p.   Also  das  Resultat: 

np  —  1 

(3)  J?,/  =  p  ■  (i>)  (np)  ^  s-«"  x!fU  X;,"" . 

Nun  wird  offenbar  ft  ein  volles  Restsystem  mod.  np  durchlaufen,  falls 
wir  fi  =pß  -}-  ny  schreiben  und  ß  ein  Restsystem  mod.  n,  y  aber 
ein  solches  mod.  p  durchlaufen  lassen.  Substituieren  wir  aber  den  so 
gemeinten  Wert  von  fi  in  (3),  so  kommt: 

n-l/  p-l  \ 

Ba  =P'(p)(np)  ^le-P'^'i^  ^  X^Ii,yX';^'U^^ 

Nun  ist  es  zweckmässig,  die  ganze  Zahl  q  prim  gegen  p  anzunehmen-, 
dann  nämlich  wird  mit  y  auch  A  =  —  nqy  ein  Restsystem  mod.  p 
durchlaufen.    Hierbei  ist  die  mod.  p  z\x  l  gehörende  Zahl  y 

(4)  y  =  —  l'(fiq)-'     (mod.p), 

so  dass  sich  die  letzte  Gleichung  in  die  neue  Gestalt  setzt: 

Der  Vergleich   mit  (2)  zeigt,  dass  die  Summe  über  X  in  der  letzten 
Formel  direct  B^/'"^  darstellt,  sofern  tvir  uns  jetzt  entschliessen,  für  q 
eine  der  Congruenz: 
[p)  wg^  -f-  1  ^  0     (mod.  p) 
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genügende  ganze  Zahl  zu  wählen.     Daraufhin    liefert   in  der  That  die 
letzte  Formel  das  vorläufige  Resultat: 

(6)         (T)  B^=p^  (p)  (np)  ^B-P-t^B^, 

Die  Bedingung  (5),  au  welche  wir  fortan  die  Zahl  q  gebunden 
denken^  hat  zur  Folge,  dass  unsere  allgemeine  Erörterung  den  Fall 
|)  =  3,  wie  wir  ihn  im  vorigen  Paragraphen  behandelten,  noch  nicht 
im  vollen  Umfange  umfasst;  es  ist  nämlich  für  g  ==  1 ,  i?  ==  3  zufolge 
(5)  n  als  eine  Zahl  der  Gestalt  w  =  3Ä  +  ^  vorausgesetzt,  eine  An- 
nahme, die  dem  vorigen  Paragraphen  nicht  zu  Grunde  lag.  Man  be- 
merkt leicht  als  Ursache  für  die  grössere  Tragweite .  unserer  damaligen 
Entwicklung,  dass  wir  das  Argument  u^  der  X.^^^  von  vornherein  mit 
Null  identisch  setzten.  Dagegen  sind  die  fQr  den  Fall  p  =^2  im 
vorigen  Paragraphen  erzielten  Resultate  im  vollen  Umfange  in  den 
jetzigen  allgemeinen  Entwicklungen  einbegriffen;  man  halte  diese  Sach- 
lage für  die  späteren  Anwendungen  fest. 

Sollen  wir  jetzt  gleich  in  der  Discussion  des^  allgemeinen  An- 
satzes (2)  weitergehen,  so  haben  wir  hierbei  drei  Fälle  zu  unter- 
scheiden, welche  genau  den  drei  verschiedenartigen  Bilinearverbin- 
dungen (9),  (15),  (16)  des  vorigen  Paragraphen  entsprechen.  Als  Ver- 
allgemeinerung von  (9)  §  1  betrachten  wir  die  J?^'"^  von  gerader 
Gliederanzahl   und    als   Verallgemeinerungen   von   (15),  (16)    §   1   die 

B^a'""^  von  ungerader  Gliederzahl,  bei  denen  n  hez.  ungerade  oder  gerade 
ist;  wir  bezeichnen  diese  Fälle  in  der  Folge  mit  I,  II,  III. 
Sei  jetzt  zunächst: 

I.    p^O  {mod,  2),     n  ^  1  {mod.  2). 

Unter  dieser  Voraussetzung  ist  för  die  Wirkung  von  S  auf  die 
einzelnen  Glieder  von  Ba  die  Formel  (12)  p.  299  zu  benutzen.  Ihr- 
zufolge  geht  das  einzelne  dieser  Glieder  in  sich  selbst  multipliciert  mit: 

ini  (p         X^\        2x71  Up    ,    {pa+nqXr\  a«        ^»^i\,    , 

über.  Dieser  Factor  wird  aber  nur  dann  von  A  unabhängig  sein,  wenn 
wir  an  Stelle  von  (5)  noch  genauer  schreiben: 

(8)  nq^+  1=0    (mod.  2p). 

Setzen  wir  also  voraus,  dass  im  Falle  eines  geraden  p  die  Zahl  q  dieser 
Bedingung  gemäss  gewählt  ist,  was  insbesondere  zur  Folge  hat,  dass  n 
eine  ungerade  Zahl  der  Gestalt  w  =  4A  +  3  sein  muss.  Indem  weiter  der 
numerische  Factor  auf  der  rechten  Seite  von  (6)  für  unseren  vorliegen- 
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den  Fall  einfach  —=  giebt,  haben  wir  zusammenfassend: 


(9) 


ff  (n  —  «) 


Den  Factor  auf  der  rechten  Seite  der  ersten  Gleichung  wird  man  un- 
mittelbar bestätigt  finden;  fär  den  Factor  auf  der  rechten  Seite  der 
Substitution  T  müssen  wir  offenbar  zeigen,  dass 

(10)  (f )  =  »~ 

ist^  und  dies  geschieht  in  folgender  Art:  Man  verstehe  unter  t  den 
grössten  ungeraden  Teiler  von  |)  und  schreibe  p  =  2^t.  Da  nach  (8) 
offenbar  —  n  quadratischer  Rest  von  t  ist;  so  folgt  unter  Benutzung 
von  (11)  p.  306: 

daraus  ergiebt  sich  weiter  unter  Rücksicht  auf  (10)  p.  306 

Ist  jetzt  V  >  1,  so  folgt  aus  (8)  n  =  SA  +  7,  so  dass  sich  (10)  un- 
mittelbar aus  (11)  bestätigt;  zu  dem  gleichen  Resultat  gelangt  man 
leicht  auch  im  Falle  v  =  1. 

Zur  Fortschaffung  der  Factoren  i  auf  den  rechten  Seiten  von  (9) 

normiere  man  jetzt  noch  mit  dem  reciproken  Werte  von  VA;  mau 
findet  so  das  Endergebnis:  Für  eine  ungerade  Zahl  n  der  Gestalt 
91  =  4A  -{~  3  ^i^den  die  normierten  Bilinearverbindungen: 

(12)  Ba  =  Ba'  A"^ 

der  geraden  GliederanzaJd  p  ein  System  von  n  Grössen,  das  hei  Ausübung 
der  Modidstibstitutionen  die  Xu- Substitutionen  (3)  jp.  31 1  für  p=p  erfährt. 


8~ 


II.    p'z^l  (mod.  2),    n  ^  1  {mod.  2). 

Für   das  Verhalten   der  einzelnen  Glieder  von  Ba   hat    man    im 

vorliegenden  Falle  II  aus  (15)  p.  296  das  Ergebnis^  dass  Xi   Xpu-\-nqX 
bei  Ausübung  von  S  den  Factor  annimmt: 

-  i^'-^P)  +  —  (ipit  +  nXq)^^np(pa-\-nXq))  -p  •  ^^--"^ 

f,p  np  ^_  g  2 
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wie  man  unter  Rücksicht  auf  (5)  leicht  feststellt;  der  auftretende 
Factor  ist  alsO;  wie  man  sieht^  von  X  unabhängig.  Andrerseits  liefert 
der  numerische  Factor  vor  dem  Summenzeicheu  (6)  den  Wert: 


p — 1       np — 1  n  —  1 

^"1~*      i"^^  p— 1    n+1     .-5— 

P  '  (P)(^P)  =-P  •  TT-  •  T7=  =  (—!)* 


Vp     V^  Y^ 

Aus  (5)  folgt   aber   unter  Rücksicht   auf  das   verallgemeinerte  Reci- 
procitatsgesetz  (11)  p.  306: 

Benutzen  wir  dies,  so  folgt  (üs  Verhalten  der  Ba  hei  S  und  T: 

a{n — a) 


(13) 


(5)  5a'=«     "  «        B„, 

n  —  \ 


(')  r.  ,-s 


Die  mm  Falle  II  gehörenden  Ba  erfahren  demnacJi  ohie  weitere  Nor- 
mierung die  Xa'Stibstitutionen  (3)  2?.  311  /mV  p  =  p. 


m.    p  =  l  {mod,  2),    n  =  0  (mod.  2). 

Nun  sind  beide  Formeln  (15)  p.  296  und  (12)  p.  299  bei  Unter- 
suchung der  Substitution  S  zu  berücksichtigen.  Man  wird  die  Rech- 
nung,  deren  Resultat  wir  in  Formel  (14)  angeben,  leicht  nach  dem 
Muster  der  voraufgehenden  Entwicklungen  erledigen.  Der  Specialwert 
von  p  •  {p){np)  im  gegenwärtigen  Falle  ist: 

p-i 

und  weiter  bestätigt  man  leicht: 

i-{x)-(-'>'^(f)'  (-i)'^-(f)- 

Als  Verhalten  der  Ba  hei  S  und  T  ergieht  sich  solchergestalt: 


(14) 


"-'     P 


(t  +  ?) 


Um  zu  Grössen  n*""  Stufe  zurückzugelangen,  ist  demnach  Normierung 
mit  yA  am  Platze;  wir  werden  hier  schreiben: 
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(15)  Ba^Ba'A^', 

die  so  normierten  Ba  erfaJiren  in  der  That  tvieder  genau  die  Xa-Sübsti- 
tutionen  (5)  p.  311  mit  p  =p.  — 

Es  sind  hiermit  alle  die  Grossen^  um  welche  es  sich  im  vor- 
liegenden Kapitel  überhaupt  handelt ^  in  ihrem  gruppentheoretischen 
Verhalten  vollständig  charakterisiert.  Wir  werden  nun  analytische 
Darstellungen  unserer  Grossensysteme  studieren  ^  und  zwar  beginnen 
wir  dabei  mit  den  dreigliedrigen  Verbindungen  des  vorigen  Para- 
graphen, um  hernach  in  gleicher  Weise  die  allgemeinen,  jetzt  ge- 
bildeten Systeme  der  2?^'"^  zu  behandeln.  Führen  wir  hier  gleich 
vorläufig  ein  Hauptergebnis  dieser  neuen  Untersuchungen  an:  Zu- 
vörderst haben  wir  (den  wechselnden  Werten  von  p  entsprechend)  bei 

jedem  einzelnen  n  unendlich  viele  Grössensysteme  jB«  "^  gebildet:  es 
tvird  sich  zeigen,  dass  alle  diese,  beim  Einzelwert  n  eintretenden  Systeme 
nur  auf  eine  endliche,  mit  arithmetischen  Mitteln  wohlzuumgrenzende 
Anzahl  unterschiedener  Ftinctionensysteme  zurückkommen,  — 

§  3.    Analytische  Entwicklungen  für  die  Modulformen  A«  bei 

ungeradem  gegen  3  primen  n. 

Des  leichteren  Überblicks  wegen  beschreiben  wir  die  weiterhin 
im  Laufe  dieses  Kapitels  immer  wieder  zur  Verwendung  kommenden 
Massnahmen  zuvörderst  an  einem  speciellen  Beispiel  und  wählen 
hierzu  die  bei  ungeradem  n  und  j;  =  3  eintretenden  JB«,  weil  dieses 
Grössensystem  besonders  wichtig  ist.  Dabei  mögen  wir  hier  die  Ent- 
wicklung von  vornherein  insofern  particularisieren^  dass  wir  auch  u^, 
das  erste  Argument  in   den  X^^"),   mit  Null  identisch  setzen*).     Die 

für  t«2  =  0  aus  den  normierten  Bilinearverbindungen  JBi^'"^  entspringen- 
den Modulfunctionen  n*®'  Stufe  mögen  wir  durch  A«  bezeichnen,  wobei 
wir  uns  natürlich  vorbehalten,  die  A«  des  einzelnen  Systems,  falls   es 

*)  Nebenher  merken  wir  uns  wenigstens  für  n  =»  1  die  DarBtellong  der  einen 
hier  eintretenden  Function  B  (u  |  dOj ,  (d,)  an ;  abgesehen  von  numerischen  Factoren, 
sowie  Wurzeln  aus  A,  erhalten  wir  aus  (3)  p.  277  leicht  die  Reihenentwicklung: 


V 


_  3^    ^  ^  (6w4-l)« 

—  .  e    *      •    >    (—  1)    r  cos  (6  w  -f-  1) 

m= — OD 


Hr.  Kiepert  hat  diese  Reihe  zuerst  aufgestellt  und  wiederholt  zum  Ausgangs- 
punkt ausgedehnter  Untersuchungen  gemacht;  man  vergl.  Crelle's  Journal 
Bd.  87  p.  213  (1879)  oder  auch  Math.  Ann.  Bd.  26  p.  408  (1885),  man  sehe  auch 
„Normalcurven"  §  19. 
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zweckmässig  erscheint,  noch  mit  einer  numerischen  Grösse  oder  auch 
mit  einer  Potenz  von  A  als  Factor  zu  normieren. 

Die  Werte  der  noch  nicht  normierten  Ba^  für  u^  =  0  sind : 

(1;  Zl     \Zn-\-Za  -T  fin  —  ^a)  1 

es  ist  demgemäss  A— «  =  A«,  und  die  A«  hüden  ein  System  von  -~-~ 

Moduln  n**"  Stufe,  Die  A«- Substitutionen  werden  somit  die  Gestalt 
der  unter  (3)  und  (4)  p.  313  mitgeteilten  j/a-Substitutionen  haben^  nur 
dass  wir  hier  natürlich  den  Wert  3  der  Zahl  p  zu  berücksichtigen 
haben.  Um  also  die  Erzeugenden  der  A«- Gruppe  nochmals  ausführ- 
lich anzugeben,  so  ist: 

__3  «(«— ^_) 
(S)  Aa'=£      ■      «       A„, 

«-1 


(2) 


n  — 1   . 

2 


(T)  (|)a/=^/  \'^o+2{^'"^+^-'^^')^ 


fl=\ 


Vorläufig  sei  bemerkt,  dass  wir  hier  für  n  =  5  und  n  =  7  gerade  zu 
den  Substitutionen  (4)  in  I  p.  644  bez.  (10)  in  I  p.  725  zurückkom- 
men, wenn  wir  nur  2Ao  für  Aq  in  (2)  eintragen;  mag  diese  Bemer- 
kung einstweilen  den  Gebrauch  der  Bezeichnung  A«  rechtfertigen. 

Wir  gehen  nun  zu  unserem  eigentlichen  Ziele,  analytische  Dar- 
stellungen für  die  A»  zu  entwickeln,  müssen  jedoch  gleich  eine 
allgemeine  Bemerkung  zur  Regelung  der  Bezeichnungsweise  voraus- 
schicken. Die  wesentlichsten  Bestandteile  in  den  Darstellungen  (2) 
p.  277  und  p.  287  der  X«  sind  eine  'O'- Reihe  und  eine  ungerade  Po- 
tenz von  }/A,  Bestandteile,  die  nur  erst  in  ihrem  Producte  X«  Grossen 
n**'  Stufe  geben,  während  jeder  einzelne  für  sich  genommen  überhaupt 
nicht  eindeutig  in  den  Perioden  o^j  a^  ist.    Nun  handelt  sich's  aber  bei 

unseren  Ba      immer  um '  quadratische  Verbindungen  der  X«,  in  deren 

analytischem  Ausdruck  somit  nur  noch  Potenzen  von  j^A  vorkommen. 
Diese  können  wir  aber,  ohn^  aus  dem  Bereich  eindeutiger  Modulformen 
hinauszugehen,  fortlassen  und  erhalten  dann  infolge  des  Ausdrucks  der 
rechten  Seite  von  (2)  p.  277  bez.  287,  von  unwesentlichen  Bestandteilen 

abgesehen,  für  (1)  das  Product  zweier  ^-Beihen  mit  (oT^  multipliciert.  Auf 
diese  Grössen  (—  1)*®'  Dimension  sollen  unsere  analytischen  Darstellungen 
immer  abzielen,  was  sich  als  zweckmässig  erweisen  wird.  Dieselben 
sind  dann  allerdings  der  w*®°  Stufe,  allgemein  zu  reden,  nur  erst 
adjungiert,  indem  sie  erst  wieder  durch  Normierung  mit  einer  gauzen 

Potenz  von  j/S,  gelegentlich  auch  von    /A,  in  Grössen  der  n^"^  Stufe 
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selbst  übergehen;  welches  aber  diese  Potenz  ist^  wird  im  Einzelfalle 
unmittelbar  evident^  wenn  wir  nur  ein  einzelnes  Glied  einer  zugehörigen 
Reihenentwicklung  in  Bezug  auf  den  Exponenten  von  r  betrachten. 

Für  den  ersten   Factor  des   Ausdrucks  (1)  liefert  (3)  p.  281   die 
Reihe: 


00 


.f=iA-«.i/^2'(-i)"'^ 


(6  m  +  D» 


^         ^         24 

00 


Hier  können  wir  aber  offenbar  auch  (6w  —  1)  im  Zähler  des  Exponen- 
ten von  r  schreiben.  Lässt  man  also  ii\  alle  ganzen  Zahlen  der  Gestalt 
(6w  +1)  durchlaufen,  worauf  alsdann 

6m  =  ,,-(1),    (_l)'»  =  (-l)^["-(^)] 
wird,  so  entspringt  für  ^^  die  Darstellung: 

(3)    .?>A^-=f  ]/52'(-l)'[""<'^J-^^     ,^±l(mod.6), 

wobei  ri  alle  ganzen  (positiven  und  negativen)  Zahlen  zu  durchlaufen 
hat,  die  mod.  6  der  schon  in  (3)  angemerkten  Bedingungen  genügen. 
Für  das  in  der  Klammer  von  (1)  stehende  Binom  liefert  (3)  p.  281 
die  Darstellung: 

/- •  (    ((6m-fl)n-6«)'  ((6w  — l)/i--6a)*) 

m  =  — 00 


In   ähnlicher  Weise   wie  vorhin  schreiben  wir  nun  zur  Abkürzung  5 
für  {Gm  +1)^  —  ^^)  so  dass  5  alle  ganzen,  den  Bedingungen 

(4)  i  =  ±l  (mod.  6),     ^  =  —  6a  (mod.  n) 
genügenden  Zahlen  zu  durchlaufen  hat.     Es  wird  aber 

m  +  a  =  —     = 2 >     ("^^^'  2), 

was  man  leicht  noch  überführt  in  die  Gestalt: 

,„+„  =  l[|_(l)]  +  !Lzil,    („od.  2). 

Die  letzte  Gleichung  nimmt  daraufhin  die  übersichtliche  Gestalt  an: 

(5)  (=i)  .  ^  A^  .  Ws«  +  Ä.0  =  j/g^C-  1)^['-^^W'*^\ 
wobei  5  den  Congruenzen  (4)  unterworfen  ist. 
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Bei  der  Gestalt  von  (3)  und  (5)  multiplicieren  wir,  um  Grössen 
( —  1)**"  Dimension  zu  erhalten^  die  ^7"     Ausdrücke  (1)  mit  dem  Factor: 

—  1\       1       /4  /-r-\5  •  — ^— 


-(^) 


(vä)- 


^     24f» 


Die  so  entspringenden     'T     Moduln  ( —  1)*"  Dimension  mögen  gleich 

selbst  wieder  A«  heissen^  wobei  wir  ihnen  gegenüber  die  zu  Moduln 

n^'  Stufe  normierten  Grössen  (1)  auch  wohl  durch  A«  bezeichnen.  Mit 
Rücksicht  auf 

folgt  aus  (3)  und  (5): 

Hier  kommt  bei  der  Summation  neben  |^  rj  immer  auch  noch  das 
Zahlenpaar  |;  —  rj  zur  Geltung^  die  doch  beide  ein  und  denselben 
Betrag  für  die  rechte  Seite  von  (6)  liefern;  man  ziehe  deshalb  unter 
beiden  Paaren  etwa  nur  dasjenige  heran,  für  welches  §  mit  rj  mod.  3 
congruent  ist.  Dann  wird  das  Legendre'sche  Zeichen  unter  der 
Summe  (6)  einfach  gleich  1,  es  ist  aber  die  rechte  Seite  dieser  Olei- 
chung  dann  noch  mit  dem  Factor  2  zu  versehen.  Als  endgültige  Dar- 
stellungen der  Aa  und  also  mittelbar  auch  der  in  (l)  und  (2)  getneinten 

normierten  A«  haben  wir  so  erreicht: 

wobei  g  und  rj  alle  den  Congruenzen: 

(8)  I  ^  —  6a  (mod.  n),     g  ^  iy  ^  +  1  (mod.  6) 

genügenden  Paare  ganzer  Zahlen  durchlaufen  sollen. 

In  (7)  haben  wir  ein  einfachstes  Beispiel  für  eine  Art  von  Reihen- 
entwicklungen vor  uns,  wie  sie  in  der  Folge  immer  wieder  auftreten 
werden.  Als  charakteristisches  Merkmal  dieser  Entwicklung  sehen 
wir  an,  dass  im  Zähler  des  Exponenten  von  r  eine  ganzzahlige  binäre 
quadratische  Form  {hier  die  Hauptform)  der  negativen  Determinante 
D  =  —  4n  steht*).  Als  quadratische  Verbindungen  von  •ö'-Reihen  werden 
die   in   Rede    stehenden   Potenzentwicklungen   im  Bereiche  der  ganzen 


*)  Über  das  Auftreten  gerade  der  binären  quadratischen  Formen  vgl.  man 
die  bereits  in  der  Einleitung  zum  vorliegenden  Kapitel  (p.  318)  gegebenen  Be- 
merkungen. 
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positiven  ca-Hälbcbenc  unbedingt  convergent  sein,  ein  Umstand,  den  man 
für  die  Folge  festhalten  wolle. 

Will  man  die  einzelne  Reihe  (7)  nacJi  ansteigenden  Potenzen  von  r 
umordnen,  so  schreibe  man: 

(9)  A.  =  ?^2xW^^». 


m 


Die  Summe  rechter  Hand  bezieht  sich  dabei  auf  alle  diejenigen  ganzen 
Zahlen  m,  welche  Darstellungen  in  der  Gestalt  g*  +  ^V^  durch  ganze 
den  Bedingungen  (8)  genügende  Zahlen  |,  ri  zulassen;  diese  Zahlen  m 
werden  offenbar  alle  gerade  und  (für  die  einzelne  Reihe)  alle  unter 
einander  mod.  24 n  congruent.  Der  Entwicklungscoefficient  x(fn)  aber 
ist  eine  eindeutig  von  m  abhängende  ganze  Zahl,  welcJie  durch  die  Summe 

(10)  ^(m)  ==  ^ (- l)-r^ ,    m==k*  +  nri' 

zu  definieren  ist  Man  hat  also  folgende  arithmetische  Erklärung  dieser 
Entwicklungscoefficienten :  Es  giebt  x(ni)  den  Uberschuss  der  Anzahl 
derjenigen  unter  den  gekennzeichneten  Darstellungen  von  w,  bei  welchen 
5  und  7]  mod.  4  incongruent  sind^  über  die  Anzahl  der  anderen  Dar- 
stellungefi  an*), 

§  4.    Analytische   Darstellung  und  Mannigfaltigkeit  der  im  Falle  I 
eintretenden  jB^*"\    Binfühning  der  Xa(W;V)**). 

Wir  unternehmen  jetzt,  die  Untersuchungen  des  vorigen  Para- 
graphen ganz  allgemein  für  die  Bilinearverbindungen  des  §  2  durch- 
zuführen, und  beginnen  wieder  mit  dem  Falle  einer  geraden  Glieder- 
anzahl p.    Die  in  (2)  p.  324  gegebenen  JB«  hatten  wir  für  diesen  Fall 

durch  Zusatz  des  reciproken  Wertes  von  j/A  zu  Ba  normiert,  und 
wir  erinnern  zugleich  noch  an  die  Congruenz  (8)  p.  326,  welche  wir 
in  die  Gleichung  mit  ganzzahligem  s  umsetzen  mögen: 

(1)  ng^  +  1  =  2ps. 

Beide  X«- Systeme,  welche  die  vorliegenden  Ba  zusammensetzen, 

*)  Potenzentwicklungen  vom  Charakter  der  Reihe  (9)  bez.  (7)  hat  Hr.  Hur- 
witz in  die  Theorie  der  Modulfunctionen  eingeführt,  und  zwar  zunächst  zur  Dar- 
stellung der  Integrale  erster  Gattung  (worauf  wir  im  folgenden  Abschnitte  ein- 
gehen); man  vergl.  die  Note  ,yZur  Theorie  der  Modulargleichungcft^^  in  den  Göt- 
tingor Nachrichten  von  1883.  Diese  „Potenzreihen  mit  arithmetischen  Coefficienten^' 
sind  hier  und  in  der  Folge  ganz  allgemein  vom  Herausgeber  zur  Darstellung 
ganzer  algebraischer  Modulformen  zur  Verwendung  gebracht. 
**)  Cf.  Hurwitz  1.  c.  §  12. 
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gehören  geraden  Ordnungen  an,  so  dass  wir  für  dieselben  die  Formel  (3) 
p.  287   heranzuziehen  haben.     Die  Zähler  in  den  Exponenten  von  r, 

welche  bei  Xi*^  und  Xpf\-nqx  auftreten,   mögen   wir  gleich  abgekürzt 
bezeichnen;  wir  schreiben  etwa: 

(2)  fUiP  —  X  =  Ml,    m^np  — pa  —  nqk  =  J^, 

wobei  sich  der  Summationsbuchstabe  m^  auf  die  X^^\  m^  dagegen  auf 
die  X^^P^  bezieht.     Indem  wir  in  entsprechender  Schreibweise: 

(3)  e  ^    =£?!,       e"^^  =  ^2 

setzen,  kommt  nun  durch   einfache  Ausmultiplication   als  erster  Aus- 
druck für  die  normierten  Ba  der  folgende: 


pVn  ^i  ,-^ 

derselbe  lässt  sich  durch  einfache  Umgestaltung  in  eine  sehr  elegante 
Form  überführen. 

Zu  diesem  Ende  bemerke  man,  dass  M^  gerade  einfach  das  System 
aller  (positiven  und  negativen)  ganzen  Zahlen  rj  durchläuft;  für  be- 
stimmtes ri  ist  dann  A  (als  kleinster,  nicht  negativer  Rest  von  —  tj 
mod.  p),  sowie  damit  auch  m^  eindeutig  bestimmt.  Andrerseits  hat 
Jl/g  folgenden  Wert: 

M2  =  nqri  +  p(m^n  —  a  —  m^qn), 

wobei  wir  das  in  die  Klammer  eingeschlossene  Trinom  jetzt  abgekürzt 
i  nennen;  offenbar  hat  dann  |  beim  einzelnen  rj  noch  einfach  alle 
ganzen  Zahlen  zu  durchlaufen,  die  mod.  n  mit  —  a  congruent  sind. 
Mit  Hülfe  der  neuen  Summationsbuchstaben  1,  rj  hat  man: 

M,'n  +  M,'  =  2p  (f  r  +  H  2  5 1,  +  nst)') . 

Was  hier  in  der  letzten  Klammer  steht,  ist  eine  ganzsahlige  binäre 
quadratische  Form  (P,  Q,  R)  der  Determinante  D  =  —  n;  zufolge  (1) 
ist  diese  Form  ursprünglich,  und  sie  hat  übrigens  einen  ungeraden 
mittleren  Coefficienten;  wir  mögen  die  fragliche  Form  fortan  abge- 
kürzt durch: 

(4)  m>n)=lV  +  nq^rj  +  nsr,* 

bezeichnen. 

Zur  Erzielung  einer  weiteren  Vereinfachung  unterziehen  wir  jetzt 
die  u^,  t/jj  einer  linearen  Transformation,  indem  wir  setzen: 
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(5)  v,  =  u  +  -^v,        t/2=--. 
Dann  wird  offenbar: 

Indem  wir  die  gewonnenen  Ausdrücke  in  obige  vorläufige  Darstellung 

Yon  Ba  eintragen^  kommt  eine  Gestalt  dieser  Darstellung,  welche  an  die 
bilineare  Verbindung  der  Xa  gar  nicht  mehr  erinnert.  Um  dem  zu 
entsprechen,  führe  man  die  neue  Bezeichnung  ein: 

(6)  Ba'"\ui,u^  I  cji,c}a)  =pYn'  X2'*"^(M,t;  (  CJ,,©^). 

Als  endgültige  analytische  Darstellung  unserer  Grössensysteme  mit  ge- 
radein p  erhalten  wir  solclierweise: 

(7)  X.(u,v)=—&"^  »  -    e"^ 


^ 


«1*; 
wobei  sich  die  Summation  auf  alle  ganzeaJiligen ,  allein  der  Bedingung: 

(8)  I  ^^  —  a   (mod.  w) 

genügenden  Combinationen  §,  ri  bezieht 

In  (7)  haben  wir  ein  Resultat  erreicht,  das  sich  der  Qualität 
nach  unmittelbar  an  die  Formel  (7)  des  vorigen  Paragraphen  an- 
schliesst.  Indessen  haben  wir  hier  doch  sehr  viel  allgemeinere  Ver- 
hältnisse, insofern  die  drei  ganzen  Zahlen  p,  q^  s,  abgesehen  davon, 
dass  die  erste  gerade  sein  muss,  einzig  der  Bedingung  (1)  zu  genügen 
haben.     Es  kann  geradezu  jeder  Glasse  ursprünglicher  Formen 

(9)  (P^Qf-ü)    mit    D  =  Q^-4PR n 

eine  Form  f(^j  rj)  unserer  Gestalt  (4)  entnommen  werden.  In  der 
That  hat  es  nach  bekannten  Sätzen  der  Arithmetik^)  keine  Schwierig- 
keit, der  einzelnen  Classe  eine  Form  (9)  zu  entnehmen,  deren  erster 
Coefficient  relativ  prim  gegen  n  ist.  Von  ihr  gehe  man  dann  durch 
Ausübung  von  S"  zur  äquivalenten  Form: 

(10)  (P',  Q',  R')  =  iP,2vP+Q,v'P+vQ  +  R) 

und  bestimme  v  derart,  dass  Q'  durch  n  teilbar  wird,  worauf  dann 
auch  R'  ein  Multiplum  von  n  ist.     Daraufhin  schreibe  man: 

und    hat  in   der  That  eine   für  (7)  brauchbare  Form  /"(!,  rf)   erreicht. 
Um  bei  dieser  Sachlage  die  Gesamtmannigfaltigkeit  der  bei  vor- 
liegendem n=  4A  +  3  eintretenden  Functionensystenie  (7)  zu  begreifen, 

*)  Cf.  Dirichlet-Dedekind,  3.  AuB.  p.  232. 
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haben  wir  das  gegenseitige  Verhältnis  solcher  zwei  Systeme  zu  be- 
trachten, die  zu  äquivalenten  Formen  f  und  f  gehören.  Hierbei 
müssen  wir  vorab  die  Äquivalenz  dieser  beiden  Formen  f  und  f  ge- 
sondert untersuchen;  denn  es  handelt  sich  hier  nicht  um  eine  Äqui- 
valenz schlechtweg,  sondern  (infolge  der  particulären  Gestalt  (4)  unse- 
rer  Formen)  um  eine  relative  Äquivalenz  bezüglich  einer  gewissen 
Congruenzgruppe  n*®'  Stufe.  Um  nicht  mit  der  Bezeichnung  des  unte- 
ren Index  a  in  (7)  zu  coUidieren,  benennen  wir  die  vier  Goefficienten 
einer  Modulsubstitution  V  durch  lateinische  Buchstaben,  was  natürlich 
nur  vorübergehend  der  Fall  sein  soll.  Die  Äquivalenz  der  Form 
f  =  (^jp',  wg',  ns')  mit  f  wird  alsdann  zum  Ausdruck  gebracht  durch 
die  Formeln: 

W  =  iP^*  +  nqac  -f-  nsc*, 
(11)  n^  =  pa})  +  nq{ad  -f-  ^c)  +  2nscd, 

ns  =  4j^ph^  +  nqbd  -{'  nsd*. 

Für  die  Substitution  V  folgert  man  hieraus  sofort,  dass  h^O  (mod.  n) 
die  hinreichende  und  notwendige  Bedingung  zum  Bestehen  der  Glei- 
chungen (11)  ist;  also  das  Resultat:  Die  relative  Äquivalenz  unserer 
Formen  f  unrd  durch  die  Substitutionen  V  der  durch  6^0  (mod.  n) 
definierten  Congruenzgruppe  r^(„)  der  n^^  Stufe  vermittelt 

Man  wähle  nun  eine  beliebige  Substitution  V  mit  &  ^  0  (mod.  «) 
wirklich  aus  und  setze  daraufhin,  indem  man  vor  allem  die  ti,  v 
mit  I,  r]  cogredient  annimmt: 

Q2)  fS'  =  a|  +  &i?,     V  =  cg-fd2, 

\u  =  au  -f-  hvj     V  =  cu  -\-  dv. 

Wir  schreiben  in  Anlehnung  an  (11)  sodann  /(!',  rf)  =/"(g,  r])  und 
merken  an: 

(13)  riu  —  l'v  =  riu  —  gt;. 

Unter  Benutzung  der  Summationsbuchstaben  5',  r{  bilde  man  genau 
nach  der  Vorschrift  (7)  bez.  (8) 

(14)  X«„(ü',t;')  =  l;6<^'^'^  V^-^r^-*"''"-^^^ 

mit  der  Summationsbedingung: 

(15)  S'  ^  —  aa  (mod.  w) 

und  benenne  übrigens  das  zur  quadratischen  Form  /"  gehörende 
Functionssystem  (7)  durch  X«'.  Formel  (14)  schreibt  sich  unter  Rück- 
sicht auf  (12)  und  (13)  um  in: 
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(16)  Xa.(«,t;)=— e«.         ^V   »    6«« 

während  entsprechend  die  Congruenz  (15)  zu  transformieren  ist  in: 

(17)  *        g'  =  ag  +  *^  ^  «S  ^  —  ««;     g  ^  —  a  (mod.  n). 
Der  Vergleidi  mit  (7)  «mcZ  (8)  giebt  sofnit  das  wichtige  Besultat: 

(18)  Xa'  (W,  V)  =  Xaa  («U  +  ÖV,  CU  +  dv). 

Der  wesentliche  Zweck,  zu  welchem  wir  die  Xa(w,  v)  späterhin 
brauchen  werden,  ist  der,  dass  wir  (gerade  wie  oben  bei  den  Xa  selbst) 
Xr,  in  eine  Reihe  nach  ansteigenden  Potenzen  von  u  und  v  entwickeln 
und  die  dabei  auftretenden  Entwicklungscoefficienten  als  Modulformen 
n^  Stufe  einführen  wollen.  Die  Glieder  x*®'  Dimension  liefern  beim  ein- 
zelnen a,  wie  man  sieht,  x  +  1  Moduln,  und  nun  ist  sofort  evident, 
dass  dieselben  eine  lineare  homogene  Substitution  erfahren,  wenn  wir 
u  und  V  linear  transformieren.  Auf  eine  derartige  Substitution  kommt 
also,  abgesehen  von  einer  Permutation  der  unteren  Indices  a,  der  Über- 
gang von  den  X«  zu  X«'  hinaus;  wir  werden  im  Sinne  unserer  späteren 
Entwicklungen  den  so  charakterisierten  Übergang  als  irrelevant  und 
demgemäss  die  X«'  von  den  X«  nur  als  unwesentlich  verschieden  an- 
sehen. Indem  aber  weiter  ein  gleichzeitiger  Zeichenwechsel  von  17 
und  u  von  (7)  aus  gleichfalls  auf  kein  wesentlich  neues  Xa  führt, 
haben  wir  als  wichtiges  Resultat  erhalten:  Die  Gesamtzahl  wesentliclh 
verschiedener  hei  w  =  47*  +  3  auftretender  GrÖssensysteme  X«  ist  sicher 
nicht  grösser  ah  die  Anzahl  ambiger  Classen  ursprünglicher  Formen 
(P,  Qj  R)  der  Determinante  D  =  —  w,  vennehrt  um  die  halbe  Anzahl  der 
nicht-ambigen  Classen  dieser  Art. 

Wir  haben  diesen  Satz  indirect  formuliert,  weil  wir  hier  ja  noch 
keineswegs  haben  beweisen  können,  dass  die  zu  verschiedenen  Form- 
classen  gehörenden  GrÖssensysteme  Xa  nun  auch  thatsächlich  wesent- 
lich verschieden  sind.  Jedenfalls  aber  hat  der  bilineare  Process  des 
§  2  für  die  geraden  p  wirklich  zu  einem  endlichen,  für  die  Einzel- 
werte n  leicht  zu  erschöpfenden  Kreise  von  Systemen  Xa  hingeführt. 
Untersuchen  wir  nun,  ob  ähnliche  Verhältnisse  auch  in  den  beiden 
Fällen  ungerader  |>  vorliegen! 

§  5.    Analytische  Darstelliingen  der  in  den  Fällen  n,  m  auftreten- 
den Ba  bez.  Xa  (m,  v)  *). 
Der  analytische  Teil  der  eben  beschriebenen  Untersuchungen  über- 
trägt sich  auf  die  beiden  Fälle  II  und  III  des  §  2  ohne  Mühe.    Man 

*)  Cf.  Ilnrwitz  1.  c.  §  10  und  14. 
Klein- Fricko,  Modolfanotionen.  IL  22 
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kleide  hier  gleich  die  in  Kraft  tretende  Congruenz  (5)  p.  325  in  die 
Gestalt: 

(1)  nq^  -}-  l  =ps 

und  bemerke  übrigens  vorab,  dass  die  Vermehrung  von  q  um  p  die 
Functionen  Ba  in  keiner  Weise  modificiert^  was  man  mit  Hülfe  von  (I) 
p.  264  am  Ausdruck  (2)  p.  324  der  Ba  sofort  verificiert.  Wir  machen 
hiervon  dahingehend  Gebrauch,  dass  wir  q  stets  mod.  2  mit  n  con- 
gruent  wählen:  es  ist  also  q  im  Falle  II  eine  ungerade^  im  FaUe  III 
aber  eine  gerade  Zahl.  Wir  behandeln  nun  beide  Fälle  gesondert  und 
beginnen  mit: 

IL    p^  1  (mod.  2),     n^q^l  (mod.  2). 

Hier  tritt  sowohl  für  X^^  wie  Z^»^)  die  Formel  (3)  p.  277  in 
Kraft;  wir  gebrauchen  als  bezügliche  Summationsbuchstaben  m]  und  nio 
und  benutzen  js^  und  z^  wieder  in  der  Bedeutung  (3)  §  4.    Die  Zähler 

in  den  Exponenten  von  r  in  den  Reihen  für  Xx^\  X]pa\-qnX  werden  jetzt: 

(2)  JMi  =  (2wi  +  l)p  —  2A,  M^  =  (2^2  +  l)pn  —  2pa  —  2nql, 
und  wir  erhalten  durch  leichte  Rechnung: 

(3)  ^-im'^B.^ 

X,  w,,  Wj 

wobei  sich  die  Summe  über  A  auf  die  Zahlen  0,  1,  •  •  •,  p  —  1  bezieht, 
während  m^  und  m^  unabhängig  von  einander  alle  ganzen  Zahlen 
durchlaufen. 

Wir  gehen  nun  genau  wie  vorhin  weiter  und  bemerken  zunächst, 
dass  Ml  offenbar  gerade  einfach  das  System  aller  ungeraden  ganzen 
Zahlen  rj  durchläuft.  Mit  gegebenem  ri  sind  dann  wieder  X  und  m^ 
fest  bestimmt,  während 

ü/jj  =  nqrj  +  2p  ym^n  —  m^^iq  +  n  —^   —  «) 

wird;  die  hier  in  der  Klammer  eingeschlossene  ganze  Zahl,  die  wir 
wieder  |  nennen,  hat  dann  bei  stehendem  rj  noch  alle  ganzen,  der 
Bedingung  |  e  =  —  a  (mod.  n)  genügenden  Zahlwerte  anzunehmen.  Wir 
wollen  also  in  (3),  um  es  nochmals  zusammenzufassen,  eintragen: 

(4)  Jtfi  =  i?,     M^  =  nqri  +  2p^, 
wobei  die  den  rj,  §  aufzuerlegenden  Bedingungen  sind: 

(5)  rjEEEl  (mod.  2),     g  ^-^  —  a  (mod.  n). 
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Der  erste  Schritt  bei  der  daraufhin  an  der  Formel  (3)  zu  voll- 
ziehenden Umgestaltung  ist,  dass  wir  mit  Rücksicht  auf  (1): 

(6)  nJV  +  M,«  =  2i>./-(|,i,) 

setzen,  wo  /"(g,  rj)  eine  abgekürzte  Bezeichnung  ist  für  die  binäre 
quadratische  Form: 

(7)  m,  n)  =  2pi*  +  2nqU  +  ^?  i,». 

Auf  der  anderen  Seite  unterziehen  wir  wieder  ir^,  Wj  einer  linea- 
ren Transformation,  nämlich: 

(8)  «*i=^  +  2p^^      **8 2|>' 

und  finden  daraufhin: 

(9)  JlfjMi  +  M^u^  =  riu  —  iv. 

Endlich  ist  aber  hier  noch  auf  das  Vorzeichen  des  einzelnen 
Gliedes  der  Summe  (3)  Rücksicht  zu  nehmen.  In  diesem  Betracht 
folgern  wir  aus  (2)  unter  Rücksicht  auf  die  Bedingungen  II  leicht: 

pM^  +  '^P^i  ^^  2(a  +  m^  +  ^%)  +  2,  (mod.  4), 

während  man  aus  (4)  berechnet: 

pM^^  npM^^ pri  -{- p^ri  -\-  2nl^  2g +  3+  1;  (mod.  4). 

Durch  Combination  dieser  beiden  Congruenzen  folgt  also: 

(10)  a  +  w,  +  m,  =  g  +  5^,  (mod.  2). 

Um  die  Ba  wieder  zu  Functionen  (—  1)*®'  Dimension  von  m,  t?, 
«1,  cjg  zu  normieren,  schreiben  wir  jetzt: 

(1 1)  (^)  -4 _  Ba ■  (VÄ)" ■  ""^  =  X„ («,  t;  I  o»,,  «O • 

Indem  wir  dann  die  in  (6),  (9)  und  (10)  vorbereitete  Rechnung  zu- 
sammenfassen, kommt  als  endgültige  analytische  Darstellung  der  X«  und 
also  mittelbar  auch  der  Ba  im  Falle  II  die  folgende: 

(12)  X«(«,«)  =  ^-e*-^^^"-^2(-l)^/-^'e^'''-^-\ 

wobei  die  Congruenisen  (5)  ab  Summationsbedingungen  in  Kraft  treten. 
Diese  Formel  schliesst  sich  gestaltlich  offenbar  genau  an  die  Formel  (7) 
des  vorigen  Paragraphen  an. 

Wir  erledigen  endlich  den  Fall: 

IIL    p=l  (mod.  2) ,    n  =  q^O  (mod.  2), 

wo  die  Formeln  (3)  p.  277  und  (3)  p.  287  neben  einander  zu  verwenden 

sind.    Hier  ist  zu  setzen: 

22* 


340     V,  3.   Neue  Fonctionen  n*"  Stufe  aus  Bilinearverbindungen  der  X^. 

(13)        Jtfi  =  (2mi  +  l)p  —  2  k,    M2  =  m^np  —  pa  —  nql, 
worauf  wir  alsdann  in  üblicher  Weise  den  Ansatz  erhalten: 

(14)  -^Ba-iVEr'^ 

Man  schreibe  weiter: 

(15)  M^  =  ri,     2M2  =  nqri  +  2pl 

und  zeigt  wie  vorhin  ohne  Mühe,  dass  wir  gerade  alle  Glieder  der 
Reihe  (14)  erhalten,  wenn  wir  für  5;  ^  alle,  den  Bedingungen  (5) 
genügenden  ganzzahligen  Combinationen  nehmen.  Aus  den  beiden  Ge- 
stalten (13)  und  (15)  Yon  M^  zieht  man  leicht  noch  die  Folgerung: 

A  +  m,  =  ^  +  ^,    (mod.2), 

während  die  Gleichungen  (7)  und  (8)  zur  Definition  der  Form  f  und 
der  Variabelen  n,  v  für  den  vorliegenden  Fall  unverändert  bestehen 
bleiben  sollen.    Wenn  wir  endlich  noch: 

(16)  [^)  -^ Ba  ■  iVEf^  =  Kiu,v\m„  0,,) 

setzen,  so  ist  folgendes  das  Resultat  unserer  Rechnung:  Im  Falle  III 
ist  die  endgültige  Darstellung  der  X«  und  somit  auch  der  Ba  gegeben  durch: 

(17)  Xa(n,  t;)=— c*««  >  (_  1)  2    ^  4«    gcu,  ^ 

wobei  sich  die  Summation  auf  alle,  den  Bedingungen  (5)  genügenden 
ganzzahligen  Combinationen  |,  ri  bezielü. 

An  die  jetzt  beendete  analytische  Untersuchung  schliessen  sich 
nun  wieder,  wie  in  §  4,  arithmetische  Betrachtungen,  welche  zum  Ziele 
haben,  die  Gesamtheit  der  beim  einzelnen  x  eintretenden  Functionen- 
systeme  unserer  Art  zu  umgrenzen.  Diese  Untersuchung  gestaltet  sieh 
hier  etwas  umständlicher,  insofern  sich  nämlich  für  die  Fälle  II  und 
III  im  Grunde  die  nämlichen  arithmetischen  Complicationen  einstellen, 
denen  wir  seinerzeit  beim  Übergang  von  der  Transformation  erster 
Stufe  zu  derjenigen  höherer  Stufen  begegneten.  Wir  müssen  dieser- 
halb  schrittweise  vorwärtsgehen  und  handeln  zuvörderst  von  den  im 
Falle  II  und  III  eintretenden  quadratischen  Formen  /"(J,  ri)  und  ihrer 
relativen  Äquivalenz. 
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§  6.  nntersnohnng  der  in  den  Fällen  n  und  m  eintretenden  quadra- 
tischen Formen  /*(§,  rf)  und  ihrer  i^elativen  Äquivalenz. 

In  den  beiden  Fällen  II  und  III  wurde  die  Geichung 

(1)  nq^  ^  l  =ps 

zu  Grunde  gelegt^  so  dass  die  binäre  quadratische  Form: 

(2)  /•(!,  r,)  =  2pV  +  2nq^v  +  *^n* 

vor  allen  Dingen  stets  ganzzahlig  ist;  denn  für  II ,  wo  n  ungerade  ist, 
wurde  ja  auch  q  ungerade  gewählt ,  so  dass  s  durch  2  teilbar  ist.  Der 
mittlere  Goefficient  von  f  ist  gegenwärtig  eine  gerade  Zahl;  man 
konnte  demnach  die  Theorie  der  quadratischen  Formen  (a,  b,  c)  in  der 
Gauss'schen  Gestalt  in  Anwendung  bringen,  wo  dann  f  die  Deter- 
minante D  ==  —  n  aufweisen  würde.  Inzwischen  ist  es  der  Gleich- 
mässigkeit  halber  erwünscht,  bei  den  Formen  (P,  Q,  B)  zu  verbleiben, 
so  dass  die  Form  f(Jiy  rf)  eine  solche  der  Determinante  D  =  —  4n  wird. 

Da  p  ungerade  und  zufolge  (1)  relativ  prim  gegen  n  und  q  ist^ 
so  ist  die  Form  (2)  entweder  ursprünglich  oder  sie  hat  den  Teiler  2, 
je  nachdem  ns  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl  oder  durch  4  teil- 
bar ist.  Im  Falle  11  ist  s  mod.  4  mit  (n  +  1)  congruent;  es  folgt 
also  im  speciellen:  Im  Falle  der  ungeraden  n  ist  f(^,  rf)  ursprünglich 
oder  vom  Teiler  2,  je  nachdem  n  mod,  4  mit  1  oder  3  congruent  ist. 
Da  weiter  s  für  III  ungerade  ist,  so  wird  im  Falle  der  geraden  n  die 
Form  (2)  ursprünglich  oder  vom  Teiler  2  sein,  je  nachdem  n  mod.  4  mit 
2  oder  0  congruent  ist.  Natürlich  geben  die  Formen  vom  Teiler  2 
durch  2  gehoben  allemal  ursprüngliche  Formen  der  Determinante 
D='  —  n. 

Hiernächst  handeln  wir  von  der  relativen  Äquivalenz  der  Formen  (2) 
und  gehen  etwa  durch  Ausübung  der  Substitution: 

(3)  (F)  r=aS  +  6i?,      V=c5  +  öfi? 

zur  äquivalenten  Form  f  mit  den  Zahlen  p\  q\  s'  und  übrigens  von 
der  Gestalt  (2)  über.     Es  ist  alsdann,  ausführlich  geschrieben: 


(4) 


'2p'  =  2pa'  +  2rt3oc  +  Y  c» , 

nq  =  2pai  +  nq{ad-\-be)  +  t  <'<'> 


^  =  2i>6»  +  2n3&d  +  ^V, 


und  es  gilt  jetzt,  gerade  wie  im  Falle  I  des  §  4  (p.  336),  die  zum  Be- 
stehen dieser  drei  Gleichungen  notwendigen  Bedingungen  für  die  Substi- 
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tution  V  zu  entwickeln.  Hierbei  müssen  wir  auf  unsere  Fallunter- 
scheidung zurückkommen  und  setzen  erstlich  wieder: 

IL    2^  ^  1  (mod.  2) ,    n  ^  g  ^  1  (mod.  2). 

Da  p'  prim  gegen  n  sein  soll,  so  muss  das  Gleiche  von  der  Zahl  a 
gelten,  und  somit  verlangt  die  zweite  Gleichung  (4),  dass  6^0  (mod.  n) 
sei.  Dies  ist  aber  im  allgemeinen  noch  nicht  hinreichend.  Damit 
nämlich  p'  ungerade  wird,  ist  mit  Rücksicht  auf  die  offenbar  be- 
stehende Congruenz  5^jp(n  +  1)  (mod.  8),  erforderlich  und  hin- 
reichend, dass 

(5)  2a«  +  2ac  +  ^  (?  =  2,  (mod.  4) 

erfüllt  ist.  Ist  nun  n  =  8ä  +  3,  so  besteht  (5)  für  den  ersten  und 
dritten  Coefficienten  a,  c  jeder  Substitution  F;  ist  jedoch  n  ==  4Ä  +  1 
oder  SA  -|~  '^y  ^^  niuss,  wie  man  leicht  sieht,  c  eine  gerade  Zahl  sein. 
Hiermit  werden  dann  zugleich  auch  die  zweite  und  dritte  Gleichung  (4) 
in  richtiger  Weise  erfüllt.  Durch  c  ^  0  (mod.  2)  ist  aber  eine  wohl- 
bekannte Congruenzgruppe  V^  zweiter  Stufe  charakterisiert,  welche 
mit  der  durch  6^0  (mod.  n)  bestimmten  V^p^n)  eine  Untergruppe 
Tsv^Cn)  gemein  hat.  Wir  haben  demnach  das  Resultat:  Für  w  =  8ä  -(-  3 
iilden  die  Substitutionen  F,  welche  die  relative  Äquivalenz  von  f  und  f 
vermitteln^  die  durch  6^0  {vnod,  w)  definierte  fxp^n)  der  n*®°  Stufe;  für 
n  =  4Ä  -f-  1  oder  n  =  8ä  +  7  dagegen  bilden  diese  SutsHtutionen  V 
die  durch  6^0  (mod.  n),  c  ^  0  (mod.  2)  hezeichnete  V^yfj(^)  der 
2n*^"  Stufe. 

Ein  wenig  umständlicher  gestaltet  sich  die  Erledigung  des  Falles 

III.    p  =  l  (mod.  2) ,    n  =  g  =  0  (mod.  2). 

Man  benenne  hier  durch  v  diejenigen  unter  den  Substitutionen  F, 
welche  gerades  c  haben  und  bestimme"  zu^rderst  die  von  den  v  ge- 
bildete Untergruppe.    Wir  sagen  gleich,  dass  diese  Untergruppe  durch: 

(6)  26  =  0  (mod.  n) ,    c  =  ^^-  (mod.  4) 

vollständig  definiert  sei.  Da  nämlich  zufolge  der  beiden  letzten  Con- 
gruenzen  c  gerade  und  26  Vielfaches  von  n  ist,  so  ist  a  als  erster 
Coefficient  der  Modulsubstitution  F  prim  gegen  n\  eben  deshalb  wird 
alsdann  zufolge  der  ersten  Gleichung  (4)  mit  p  auch  p'  prim  gegen 
n  sein.  Überdies  hat  noch  die  zweite  Congruenz  (6)  zur  Folge,  dass 
f/  eine  gerade  Zahl  ist;  unsere  Congruenzen  sind  also  jedenfalls  aus- 
reichend. Umgekehrt  zeigt  man  aber  auch  leicht  die  Notwendigkeit 
der  Congruenzen  (6)  für  die  gesuchten  v.  —  Durch  (6)  ist  nun,  allgemein 
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zu  reden,  eine  Congruenzgruppe  2n*®'  Stufe  definiert,  und  es  reducieren 
sich  die  Substitutionen  v  mod.  2n  auf  die  Typen: 


(7) 


v=l^'  «-2  j     (^j^j  2n); 


hierbei  hat  a  ein  System  incongruenter,  gegen  2n  primer  Zahlen  zu 
durchlaufen,  e  aber  ein  volles  Restsystem  mod.  4  und  f  ein  ebensolches 

mod.  y  Die  Gesamtzahl  mod.  2n  unterschiedener  (homogener)  Sub- 
stitutionen V  ist  dieserhalb  2nq)(2n),  so  dass  der  Index  der  Unter- 
gruppe der  v: 

2nq)(2n)il;{2n) :  2nq){2n)  =  ^(2n)  =  2^(n) 

wird:  Die  Untergruppe  der  jeM  in  Beiradit  kommenden  Sustitutionen  (3) 
mit  c^O  {mod,  2)  ist  demgemäss  eine  f^yj^n)- 

Giebt  es  noch  weitere  Substitutionen  F,  welche  unserem  Probleme 
genügen,  so  mögen  wir  erstlich  diejenigen  unter  ihnen  herausgreifen, 
welche  gerades  d  und  also  ungerade  &,  c  haben;  diese  Substitutionen 
nennen  wir  v^.    Da  &  und  übrigens  p,  s  und  s'  ungerade  sind,  so  liefert 

die  dritte  Gleichung  (4),  mod.  4  reduciert,  -^^2p.    Substitutionen  v^ 

Jcönnen  demnach  nur  eintreten,  wenn  n  von  der  Gestalt  «  =  8ä  -f-  4  ist. 
Als  notwendige  und  ausreichende  Bedingungen  für  v^  folgert  man 
dann  weiter: 

(8)       a  =  0  (mod.  2),     a  -f  d  =  0  (mod.  4),     6  =  0  (mod.  ~) , 

was  man  im  einzelnen  leicht  bestätigen  wird.  Die  Substitutionen  v^ 
haben  also  die  Gestalt: 


(9) 


/2e,   f-T     \ 
Vj  ^  I  *        I     (mod.  n), 

\c,      4:g—2e/ 


womit  auch  evident  ist,  dass  thatsächlich  für  n  =  SÄ  -(-  4  Substitu- 
tionen dieser  Art  vorkommen.  Die  Anzahl  der  i;^  brauchen  wir  gar 
nicht  abzuzählen;  da  nämlich  im  gegenwärtigen  Falle  n  =  SÄ -(- 4 
offenbar  r^  ^  T,  i;  ^  1  (mod.  2)  ist,  so  werden  irgend  zwei  Substitu- 
tionen v^  combiniert  ein  i;,  irgend  ein  v^  mit  einem  v  zusammen  aber 
wieder  eine  Substitution  v^  geben.  Dieses  aber  heisst:  Die  v^  und  v 
zusammen  bilden  eine  Untergruppe  f^^n),  in  welcher  die  V^y/in)  der  Sub- 
stitutioneti  v  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  des  Index  2  ist. 

Nun  könnten  letzten  Endes  noch  Substitutionen  V  vorkommen, 
für  welche  sowohl  c  als  d  ungerade  Zahlen  sind;  diese  Substitutionen 
wollen  wir  v^  nennen.     Dividiert  man  die  mit  2  multiplicierte  zweite 
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Gleichung  (4)  durch  n,  so  wird  evident,  dass  (4ab:n)  eine  ungerade 
Zahl  ist.  Da  nun  eine  der  Zahlen  a,b  im  vorliegenden  Falle  gerade 
sein  muss,  so  hönnen  Substitutionen  Vg  nur  für  die  durch  8  teilbaren  n 
eintreten.  Nehmen  wir  aber  diese  Bedingung  erfüllt  an,  so  liefert  die 
erste  Gleichung  (4)  die  Bedingung  a  ^  1  (mod,  2),  und  wir  finden 
durch  mühelose  Fortsetzung  der  Betrachtung  als  notwendige  und  zu- 
reichende Bedingungen  für  t;^: 

(10)    a ^  1  (mod.  2),     26  ^  y  (mod.  n),     c^b  —  ~  (mod.  4). 

Wir  unterlassen,  die  ausführliche  Gestalt  von  v^  hinzuschreiben,  be- 
merken aber,  dass  gegenwärtig: 

(11)         f«^  (};?),  «^(J;?)'  (-«J-^) 

ist  Das  hier  für  die  v^,  v  zu  Tage  tretende  Resultat  stimmt  also  auf 
Grund  bekannter  Sätze  über  die  Gongruenzgruppen  zweiter  Stufe  mit 
dem  im  vorigen  Falle  gewonnenen  Satze  genau  überein.  Wir  formu- 
lieren dasselbe  demnach  nicht  besonders,  geben  vielmehr  gleich  folgen- 
den zusammenfassenden  Schlusssatz: 

Di€  Substitutionen  F,  welche  im  Falle  III  eines  geraden  n  die 
relative  Äquivalenz  der  Formen  f(j^,  rj)  herstellen,  bilden  die  durch  (6) 
definierte  r2v/(n),  foJls  n  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl  ist;  sie  bilden 
die  Vxf,{n)  der  durch  (6)  definierten  v  und  der  durch  (8)  definierten  r^, 
falls  n  durch  4,  aber  niM  durch  8  teilbar  ist;  sie  bilden  endlich  die 
^tp{n)  der  durch  (6)  definierten  v  im  Verein  mit  den  durch  (10)  definier- 
ten Vg,  falls  n  durch  8  teilbar  ist  In  den  beiden  letzten  Fällen  bilden 
die  in  Vxp^n)  entJialtenen  Substitutionen  v  eine  fsv/Cn),  welche  innerhalb 
ihrer  rt^(„)  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  des  Index  2  ist.  — 

Schliesslich  bleibt  uns  in  der  vorliegenden  arithmetischen  Zwischen - 
betrachtung  nur  noch  nachzuweisen  übrig,  dass  auch  in  jeder  Form- 
classCj  die  nach  den  im  Anfang  des  Paragraphen  formulierten  Sätzen  in 
Betracht  Jcommt,  Formen  f(^,  rj)  der  Gestalt  (2)  sich  finden.  Auch  diese 
Untersuchung  gestaltet  sich  hier  etwas  umständlicher,  als  die  ent- 
sprechende des  §  4,  da  bei  den  eben  bestimmten  Gruppen  neben  dem 
Zahlmodul  n  immer  noch  der  Zahlmodul  2  bez.  4  besonders  auftritt. 
Stets  gelingt  es  übrigens,  mit  Hülfe  des  auch  im  Falle  I  benutzten 
Satzes  zum  Ziele  zu  kommen,  dass  sich  nämlich  aus  einer  ursprüng- 
lichen Classe  immer  eine  solche  Form  auswählen  lässt,  deren  erster  Coef- 
ficient  prim  gegen  2n  ist. 

Zunächst  erledigen  sich  leicht  die  Fälle  n  ^  0,  3  (mod.  4),  da 
hier  die  Formclassen  vom  Teiler  2  in  Betracht  kommen,  welche  durch 
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2  gehoben  ursprüngliche  Formen  der  Determinante  — n  geben.  Aus 
der  einzelnen  Glasse  derartiger  Formen  wähle  man  sich  zunächst  eine 
solche  specielle  Form,  deren  erster  Coefficient  P  =^  p  prim  gegen  2n 
ist.  Der  zweite  Coefficient  Q  ist  alsdann  mod.  2  offenbar  mit  n  con- 
gruent;  wendet  .man  also  S^  an,  so  lässt  sich  v  so  bestimmen,  dass 

Q'  =  2vp  -{-  Q^O  (mod.  2n)  oder  (mod.  n) 

zutrifiPt,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist.  Schreiben  wir  darauf- 
hin Q'  =  nq,  so  wird  q^n  (mod.  2).  Nun  hat  doch  unsere  so  er- 
haltene Form  (p,  nqj  R)  die  Determinante  n,  so  dass 

fi^q^  —  ApB  =  —  n 

ist  und  also  n  in  iE  aufgeht.   Benennen  wir  den  Quotienten  von  AR 

und  n  durch  s,  so  ist  in  (p,  wg,  -j  j  thatsächlich  eine  Form  erreicht, 

die  mit  2  multipliciert  die  Gestalt  (2)  ergiebt. 

Ist  n^  1  (mod.  4),  so  haben  wir  mit  den  ursprünglichen  Classen 
der  Determinante  —  4m  zu  thun.  Der  einzelnen  solchen  entnehmen 
wir  zuvörderst  eine  Form  (P,  Q,  Ji),  deren  dritter  Coefficient  R  prim 
gegen  2n  ist.  Es  lässt  sich  dann  eine  äquivalente  Form  finden,  mit 
demselben  R,  deren  mittlerer  Coefficient  Q'  =  Q  -\-  2vR  durch  ge- 
eignete Wahl  des  v  offenbar  prim  gegen  n  gemacht  werden  kann. 
Q'  wird  gerade  sein;  sollte  diese  Zahl  aber  durch  4  teilbar  sein,  so 
nehmen  wir  die  eben  gemeinte  Zahl  v  um  n  grösser,  worauf  Q'  das 
Doppelte  einer  ungeraden  gegen  n  primen  Zahl  ist.  Zufolge  der 
Gleichung 

(12)  Q'^  —  AP'R 4n 

ist  mit  ^  auch  P'  prim  gegen  n;  reducieren  wir  aber  diese  Gleichung 
mod.  16,  so  kommt: 

4  —  4P'E  =  —  4  (mod.  16), 

P'i?  =  2  =  P'  (mod.  4), 

so  dass  P'  das  Doppelte  einer  ungeraden,  gegen  n  primen  Zahl  p  ist. 
Jetzt  gehe  man  noch  von  (2p,  Q\  R)  zur  Form: 

i2p,  4vp  +  Q',  B') 

über  und  wird  durch  geeignete  Bestimmung  des  v  sofort  eine  Form 
der  Gestalt  (2)  erreicht  haben. 

Es  bleibt  allein  noch  der  Fall  w  =  4Ä  -f-  2  mit  den  ursprüng- 
lichen Classen  der  Determinante  —  4«.  Indem  wir  genau  wie  soeben 
verfahren,  wählen  wir  aus  der  einzelnen  Classe  zuvörderst  eine  Form 
mit  einem  gegen  2n  primen  R.  Es  giebt  alsdann  eine  äquivalente 
Form    mit  dem  gleichen  R  und  ö'  '=*'  ö  "f"  2vü,  wobei  wir  mühelos 
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V  so  bestimmen  können;  dass  Q'  prim  gegen  -^  aber  durch  4  teilbar 

ist.    Die  jetzt  wieder  gültige  Gleichung  (12)  reduciere  man  mod.  16 

und  wird  finden,  dass  F'  das  Doppelte  einer  ungeraden  gegen  —  primen 

Zahl  p  ist.  Von  hier  aus  gelangt  man  nun  ohne  weiteres  in  gewohnter 
Art  zum  Schlüsse.  — 

§.  7.     Von  der  Mannigfaltigkeit  der  im  FaUe  n  auftretenden 

Funotionssysteme   Y^aiyf',  v). 

Die  Sätze  des  vorigen  Paragraphen  werden  wir  jetzt  benutzen, 
um  in  den  Fällen  II  und  III  beim  einzelnen  n  die  Gesamtmannig- 
faltigkeit der  Functionssysteme  X«  in  ähnlicher  Weise  zu  charakteri- 
sieren, wie  dies  schon  oben  für  den  Fall  I  geschah.  Wir  verfahren  dabei 
genau  so,  wie  in  §  4  beim  Falle  I;  d.  h.  wir  transformieren  simultan 
die  Summationsbuchstaben  und  die  Variabeln  u,  v  in  einem  ersten 
Xa- System  vermöge  einer  jetzt  in  Betracht  kommenden  Substitution 

V  (für  welche  wir  die  bisherige  Bezeichnungsweise  beibehalten) ;  indem 
wir  die  ^^  ri  m  den  Summationsbedingungen  mit  transformieren,  wird 
wieder  am  Werte  des  X„  nichts  geändert;  daraufhin  sehen  wir  nach, 
ob  die  neue  Gestalt  der  X«  vielleicht  wieder  unmittelbar  zu  den  X«' 
der  transformierten  Form  /^(|,  i?)  =/*(!',  r[)  hinführt  oder  nicht. 

Um  zuvörderst  vom  Falle  II  zu  handeln,  so  bildeten  da  die  Sub- 
stitutionen V  im  allgemeinen  die  durch  6^0  (mod.  n),  c  ^  0  (mod.  2) 
definierte  V^xp.  Nur  im  Falle  n  =  8Ä  -f-  3  stellte  die  fst^  erst  den 
dritten  Teil  aller  F,  da  die  V  jetzt  mod.  2  keinen  Einschränkungen 
unterliegen.  Die  Tg  der  zweiten  Stufe  mit  c  ^  0  (mod.  2)  besitzt  nun 
ein  Polygon  JPj,  welches  in  Fig.  71,  I  p.  289,  dargestellt  ist;  ein  zu- 
gehöriges Repräsentantensystem  besteht  aus  den  Substitutionen: 

1.0=1,  fi=(J;J),  ''.=(?;})  (°»o<i-2). 

Ist  n  =  SÄ  -f-  3,  so  haben  wir  dieserhalb  neben  den  Substitutionen  V 
der  V^xff  noch  zwei  weitere  Classen  von  Substitutionen  F^,  V^  auszu- 
üben, die  durch  die  Bedingungen  definiert  sind: 

1  (Fl)    fc  =  0  (mod.  n),    c  =  1,     d  =  0  (mod.  2), 

^^^  1(^2)     &  =  0(mod.  w),     c  =  l,     df=l(mod.  2). 

Man  schreibe  nun  gerade  wie  in  (14)  p.  336: 

y<aa  (w',  v )  =  —  e*'"»  ^  (—  \y  r  *«    e^'-  , 

5'  ^  —  acc  (mod.  n),     rj'  ^1  (mod.  2). 
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Geht  man  zu   den  ursprünglichen  g,  17  zurück  und  beachtet,   dass  h 
durch  n  teilbar ,  a  also  prim  gegen  n  ist,  so  folgt: 

(2)  Xaa  (m  ,  V  )  -=  —  e*"*  ^  ("■  l)"*^"*"*^  r  4»  e  c«.  ^ 

(3)  S  ^  —  a  (mod.  n),     cj  +  dfiy  ^  1  (mod.  2). 

Ist  nunmehr  V  erstlich  eine  Substitution  der  Vz^p,     so  ist: 
ci,  +  dri^dri^ri^l,    a|  +  ftiy  ^  |  +  &  (mod.  2), 

und  also  fuhrt  der  Vergleich  mit  (12)  und  (5)  §  5  hier  direct  auf: 

Xa'  (m,  V)  =  ( l)*Xaa  {flU  +  ^V,   CH  +  dv), 

SO  dass  die  m  den  beiden  Formen  f,  f  gehörigen  Xa-Systeme  wieder  nur 
untoesentlich  verschieden  sind*). 

Es  bleibt  uns  jetzt  zweitens  allein  noch  die  Discussion  der  im  Falle 
n  =  8Ä  +  3  zur  Geltung  kommenden  Substitutionen  F^,  V^  der  r^(n). 
Wenden  wir  aber  eine  dieser  Substitutionen  an,  so  zeigt  die  rechte 
Seite  von  (2)  unter  Rücksicht  auf  die  zugehörigen  Summationsbe- 
dingungen  nicht  die  Gestalt  der  Xa,  so  dass  nunmehr  die  X«  der  Form 
f  nicht  auf  diejenigen  der  Form  f  zurückkommen.  Wir  werden  hier 
vielmehr  (den  Bedingungen  (1)  der  Substitution  V^  entsprechend)  noch 

die  Functionen  X«^  der  Form  f  durch: 

Xa  (w,  r)  =  —  e**^  /i  (—  1)^**         ö  *  ; 

(5)  ^  '    ^        -«  IT 

l  g  ^  —  cc  (mod.  w) ,     1^1  (mod.  2) 

definieren,  andrerseits  aber  die  Functionen  X«^  (den  Bedingungen  (1) 
der  Substitution  F,  entsprechend)  durch: 

X'a\u,v)  =  —  ^^  >j{—iyr^-e^ 

iß)  *  tn 

5  ^  —  a  (mod.  «),     I  +  1^  ^  1  (mod.  2). 

Dann  aber  ist  es  eine  ganz  einfache  Betrachtung,  welche  uns  für  F^ 
zu  der  Formel: 

(7)  Xaa(u,v')  =  {-iyX'^\ti,v) 

führt,  für  Fj  aber  zu: 

(8)  X«a(w',  t;0  =  (-l)*Xf\M,  r). 

Die   beiden  durch  (5)  und  (6)   definierten    Grössenreihen    stellen 
natürlich  keineswegs   neue  Functionssysteme   dar;    sie    sind   vielmehr, 


'^)  Vgl.  die  bezügliche  Überlegung  p.  337. 
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was  eben  durch  (7)  und  (8)  zum  Ausdruck  kommt,  Functionen  X«, 
gebildet  für  gewisse  mit  f  äquivalente  Formen,  und  werden  demnach 
selbstverständlich  auch  als  Functionen  von  07^,  07^  das  gruppentheo- 
retische Verhalten  der  X«  teilen.  Aber  um  im  Falle  n  =  8A  +  3  alle 
wesentlich  unterschiedenen  Xa-Systeme  zu  erlangen,  genügt  es  jetzt  nicht 
mehr,  jeder  Classe  eine  einzelne  Form  zu  entnehmen  und  für  sie  die 
Xa  zu  bilden:  vielmehr  werden  wir  entweder  die  X«  für  drei  Formen 
f,  f\  f  m  bilden  haben',  die  wohl  bezüglich  ftp^n),  nicht  aber  schon  be- 
züglich fsxp^n)  äquivalent  sein  sollen,  oder   aber  tvir  bilden  für  die  eine 

Form  f  neben  den  X«  auch  noch  die  beiden  Functionssysteme  X? ^ ,  X«^ , 
wie  sie  in  (5)  und  (6)  definiert  sind. 

Einzig  der  Fall  n  «=  3  spielt  hier  eine  leicht  erkennbare  Aus- 
nahmerolle. Es  giebt  nämlich  nur  eine  Classe  von  Formen  2~"^/*(|,  iy) 
der  Determinante  D  ■=»  —  3  und  die  zugehörigen  repräsentierenden 
Punkte  der  positiven  cd -Halbebene  sind  die  mit  cd  ^^  q  äquivalenten 
Ecken  (cf.  I  p.  250).  Jetzt  wird  /*(S,  rj)  durch  drei  Substitutionen 
Vi,  Vj^f  Fi*=  1  in  sich  transformiert,  die  mod.  2  reduciert  auf 

führen  (cf.  I  p.  281).  Von  diesen  drei  Substitutionen  gehört  nur  eine, 
nämlich  F^' =  1,  der  fj,^  an,  so  dass  der  Zusatz  von  Vi  und  F^*  zu 
fs^  die  r^  herstellen  wird.  Die  drei  quadratischen  Formen  f,  f,  f" 
des  im  vorigen  Absätze  formulierten  JResultates  und  also  auch  die  drei 
zugehörigen  Xa- Systeme  werden  demnach  für  n  =  3  identisch  ausfallen. 

Da  im  analytischen  Ausdruck  eines  einzelnen  jetzt  in  Rede  stehen- 
den Xa  neben  |,  rj  immer  auch  die  Corabination  5,  —  ^  zu  nehmen 
ist,  so  erledigt  sich  die  uneigentliche  Äquivalenz  der  Formen  f  sofort. 
Setzen  wir  nämlich 

und  nennen  die  zugehörige  Grösse  (12)  p.  339  wieder  X«',  so  ist 
offenbar: 

(9)  K(u,v)  =  Xa(—U,v). 

Wenn  wir  hiernach  alles  Bisherige  zusammenfassen,  so  entspringt 
das  folgende,  wiederum  indirect  zu  formulierende  Schlussresultat:  Die 
Anzahl  wesentlich  unterschiedener  Xa- Systeme  bei  ungeraden  n  und  p  ist 
nicht  grösser  als  die  Anzahl  ambiger  vermehrt  um  die  Italbe  Anzahl 
nicht -anünger  ursprünglicher  Formclasseti  der  Determinante  D  =  —  4n 
oder  D  =  —  n,  je  nachdem  n  =  4A  +  1  oder  4ä  -|-  3  ist;  allein  im 
Falle  n  ==  8A  +  3  mit  h>  0  ist  diese  Zahl  zu  verdreifachen,  %im  die 
obere  Grenze  für  die  Anzahl  der  unterschiedenen  X«  -  Systeme  zu  gewinnen. 
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§  8.     Von  der  Mannigfaltigkeit  der  im  Falle  m  auftretenden 

Funotiönssysteme  Xa(u,  v). 

In  ganz  analoger  Weise  erledigen  wir  endlich  den  allein  noch 
rückständigen  Fall  der  zu  den  geraden  Zahlen  n  gehörenden  Xa-Systeme. 
Wir  bilden  uns  wieder  die  zu  der  Form  f(l^,  ri)  gehörenden  Xa,  sowie 
andrerseits  die  X«',  welche  zu  der  mit  f  äquivalenten  Form  f  gehören. 
Durch  eine  den  früheren  Fällen  analoge  Rechnung;  die  wir  wohl  nicht 
ins  einzelne  vorzuführen  brauchen,  gewinnen  wir  von  (17)  p.  340  aus: 

(1)  X«  (u\  O  =  ^  .  ^^'  ''^y  (-  1)       ^        r"^  e^^"^"-^.'^ 

mit  den  Summationsbedingungen: 

(2)  aS  +  *^  ^  —  a  (mod.  n),    c|  +  di^  ^  1  (mod.  2). 

Nun  gehöre  erstlich  die  Substitution  V  der  in  §  6  bestimmten 
r^^  an,  so  ist  vor  allen  Dingen  c  eine  gerade  Zahl,  und  man  stellt 
daraufhin  mit  Rücksicht  auf  (6)  p.  342  mühelos  die  Congruenzen  fest: 

c5  +  rfi^  ^  1?  ^  1    (mod.  2), 
5  ^  —  da  —  6    (mod.  n), 

sowie  demnächst  die  weiteren  Congruenzen: 

2i  =  2da  +  2b  =  2(a  +  b)    (mod.  4), 


c6  +  dl?  -  1  =  ^  .  2S  +  (d  -  1)  +  ^  -  1 


(mod.  4). 


2 

ci+dri—l=c(a  +  h)  +  (d—  1)  +  ^  —  1 

Für  den  Fall,  dass  V  in  r2tf/  enthalten  ist,  besteht  demnach  einfach  die 
Relation: 


4(6  +  «)  +  ''-' 


(3)  Xa{u,  V)  =  (-  \y  ^  -    '-     2     X'rfa+,(t*,  v), 

Ist  n  das  Vierfache  einer  ungeraden  Zahl,  so  enthält  die  V^xp  erst 
die  Hälfte  aller  Substitutionen  F,  und  hier  haben  wir  weiter  noch 
diejenigen  V  zu  prüfen,  welche  durch  die  Bedingung  (8)  p.  343  de- 
finiert sind.    Nunmehr  liefert  die  zweite  Congruenz  (2) 

g  =  1  (mod.  2), 

die   erste  Congruenz  (2)  dagegen  ist,  da  a  nur  noch  prim  gegen  — 
ist,  in  die  zwei  Congruenzen  zu  zerlegen 

S  ^  —  da  ^mod.  — j ,     9^  e^  c  (a  +  «)  (mod.  4). 
Mit  ihrer  Hülfe  ergiebt  sich  gleich  weiter: 
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cg  +  rfi2  ~  1  =  I  (c  -  1)  +  (S  -  1)  +  rf^  (a  +  «)  j  .^  4x 

Bei  dieser  Sachlage  sind  wir  genötigt,  die  nachfolgende  neue  Reihen- 
entwicklung einzuführen: 

>■       »I 


(4) 


*. »; 


I  3Z  —  a  fmod.  -^-j,     6  uze  1  (med.  2),     i^  £E^a  (mod.  4). 
Alsdann  wird  nämlich  zufolge  der  vorausgeschickten  Rechnungen: 

(5)  X„  («',  t;')  =  (_  1)^  +"  ■  T  Xf  (u,  v) , 

wobei  der  mod.  n  zu  nehmende  Index  ß  sich  aus  den  Congruenzen 
bestimmt: 

(6)  ßEnda  (mod.  -^) ;     j3  ^^  c  («  +  «)  (mod.  4) . 

Merken  wir  uns  also  das  Resultat:  Um  für  n  =  8Ä  +  4  alle  unter- 
scJiiedenen  Xa- Systeme  m  erhalten,  entnehme  man  entweder  der  einseinen 
Formclasse  zwei  bezüglich  der  fy/^n),  ober  nicht  scJum  hezüglidi  fav/c«) 
äquivalente  Formen  /*,  f  und  "bilde  die  beiden  sugeJiörigen  \u'Systet)ie 
oder  man  bilde  für  die  einzelne  Form,  etwa  f,  neben  den  X«  auch  noch 

die  Functionen  X^^ 

Endlich  umfasst  bei  allen  durch  8  teilbaren  n  die  fsy/  wieder  nur 

die  Hälfte  aller  Substitutionen  F,  und  es  gilt  hier  noch,  die  Wirkung 

der  durch   (10)  p.  344  definierten   V  zu  prüfen.     Hier  ist  unter    den 

vier  Zahlen  a,  b,  c,  d  nur  die  zweite  gerade,  so  dass  die  Bedingungen 

(2)  nunmehr: 

l^a,     i^E^l  —  cc  (mod.  2) 

liefern.  Wir  schreiben  daraufliin  vor  allen  Dingen  die  zweite  Con- 
gruenz  (10)  p.  344  genauer  in  der  Gestalt: 

b'^  s  ~    (mod.  w), 

wo  also  s  entweder  +  1  oder  —  1  ist  Die  erste  Bedingung  (2) 
giebt  nun: 

a|  +  a  ^  V^==  —  ^  (mod.  w), 

während  man  andrerseits  mod.  4  leicht  die  nachfolgenden  Congruenzen 
bestätigen  wird: 

c5  +  rfi^  —  1  -^E^  ac  (pri  —  «)  +  (rf  —  1)  »?  +  ^  —  1 

:  i5  —  aca  +  o,bc  (1  —  a)  +  {d  —  1)  (1  —  «)  +  ^/  —  1 

^5  -  «  {ac  +  1)  +  (2d  —  a  -  Ij  (1  —  «)  +  (7/  -  1  +  «). 
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Man  führe  jetzt  für  den  vorliegenden  Fall  die  neue  Reihenentwicklung  ein: 

(  a  ^   ff^  •^   '«r-f  17— 1  +  a    /(l  V)    ti  . 


(7) 


S  +  a«^92^  —  a  (mod.  n) ,     iy  ^  1  —  a  (mod.  2). 


Es  könnte  scheinen,  dass  hiermit  zwei  verschiedene  Grossensysteme 
eingeführt  sind,  den  beiden  Werten  f  ==  +  1  und  «  =  —  1  entsprechend. 
Dies  ist  aber  keineswegs  der  Fall;  denn  man  bestätigt  sofort: 

(8)  XL"'^  (w,  v)  =  X^+'^  (ti,  t;) ,     ß  =  {a^l)\  +  a  (mod.  n). 

Von  (1)  und  (2)  aus  erhält  man  nunmehr  mit  Hülfe  der  vorausgehend 
entwickelten  Congruenzen: 

(9)  X<. («',  .')  =  (-  l)""^  +  ('--^) ''-"'  Xr  («,  V), 

wobei  sich  der  mod.  n  zu  nehmende  untere  Index  ß,  sowie  der  Zahl- 
wert von  B  aus  den  Congruenzen  bestimmt: 

(10)  aß  ^1  cc  (mod.  n),     as^^  —  (mod.  4). 

Bezüglich  der  Erlangung  aller  Y^a- Systeme  hei  n  =  8ä  gilt  demnach  Wort 
für  Wort  dieselbe  Vorschrift  wie  hei  n  =  Sä  +  4. 

Die  Betrachtung  der  uneigentlichen  Äquivalenz  der  Formen  f  führt 
uns  zu  ganz  analogen  Verhältnissen,  wie  in  den  Fällen  I  und  IL  Wir 
brauchen  hierauf  demnach  nicht  ausführlich  einzugehen,  formulieren 
vielmehr  gleich  folgendes  abschliessende  Resultat:  Ist  n  das  Doppelte 
einer  ungeraden  Zahl,  so  ist  die  Anzahl  wesentlich  unterschiedener  X«- 
Systeme  Iwclistens  gleich  der  Anzahl  amhiger  ursprünglicher  Formclassen 
der  Determinante  D  =  —  4w,  vermehrt  um  die  halbe  Anzahl  nicht-ambiger 
C lassen  dieser  Art;  hahen  wir  dagegen  ein  durch  4  teilbares  n,  so  ist  die 
Z(üü  der  \a- Systeme  höcJ^tens  gleich  der  Anzcdd  nicht- ambiger  ursprüng- 
licher Classen  der  Determinante  JP  =  —  w,  vermehrt  um  die  doppelte  An- 
zahl der  amhigen  Classen  dieser  Art  — 

Hiermit  haben  wir  für  alle  Fälle  die  Leistungsfähigkeit  der  Bi- 
linearprocesse  des  §  2  erschöpfend  charakterisiert. 

§  9.     Von  den  Modulformen  n**'  Stufe  A«,  Za,  y»,  a:«,  . . .,   die  aus 

den  allgemeinen  X«  (ti,  v)  entspringen*). 

Es  lassen  sich  die  Functionen  Xa(w,  v),  wie  wir  schon  andeuteten, 
für   die   Zwecke  der   engeren  Theorie   der  Modulformen   in  derselben 


*)    Die  nachfolgenden  Entwicklungen  rühren  vom  Herausgeber  her;  das 
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Weise  verwenden,  wie  die  Xa(u)  im  vorigen  Kapitel.  Man  entwickele 
Xa(t«;  v)  in  eine  Reihe  nach  ansteigenden  Potenzen  von  u  und  v  und 
greife  aus  allen  n^  den  wechselnden  Werten  von  cc  entsprechenden^ 
Reihen  die  Goefficienten  eines  einzelnen  Gliedes,  etwa  w^t>",  auf.  Diese 
werden  ein  System  von  Modulformen  der  Dimension 

(1)  i;  =  —  1  —  A— ft 

bilden,  deren  gruppentheoretisches  Verhalten  sich  wieder  unmittelbar 
aus  demjenigen  der  X«  ableiten  lässt. 

Um  dies  näher  zu  untersuchen,  verabreden  wir  für  die  Potenz- 
en twicklung  von  Xa  die  nachfolgende  Bezeichnungs weise: 

(2)  Xa(n,  v)  =  Aa  +  ^^^u  +  ^^^v  +  ^y^^u'  +  y^^uv  + 

Man  bemerke  vor  allem,  dass  wir  hierbei  in  voller  Übereinstim- 
mung mit  der  im  vorangegangenen  Kapitel  gebrauchten  Bezeichnungs- 
weise geblieben  sind.  Erstlich  ist  nämlich  X^^^  nichts  anderes  als  die 
ursprüngliche  (^-Function,  so  dass  X^^»**),  abgesehen  von  etwaigen  Nor- 
mierungsfactoren, das  Product: 

ff(uOXi"' («,)  =  (u,  -  2^:^ <  +  •' ■) (^«  +  ya «2  +  4 a;„ V  +  •  •  •) 

vorstellt,  dessen  Entwicklung  unter  Gebrauch  der  im  vorigen  Kapitel 
gemeinten  0a ,  ya,  .  •  •  zu: 

(3)  X^^ *)  «=  0« Wj  +  y^Ui ^2  +  "2  ^«^'l *^*  H 

führt.  Wir  unterlassen,  hier  auch  noch  die  Substitution  (8)  p.  339 
durchzuführen,  vermöge  deren  wir  oben  die  w,  v  einführten;  denn  es 
ist  schon  jetzt  deutlich,  dass  in  (3)  wie  in  (2)  die  Goefficienten  der 
linearen  Glieder  durch  0,  diejenigen  der  quadratischen  Glieder  durch 
y  etc.  bezeichnet  sind.  Ein  von  u,  v  unabhängiges  Glied  tritt  in  (3) 
nicht  auf;  jedoch  fällt  es,  wie  wir  noch  sehen  werden,  keineswegs 
bei  allen  X^»*)  fort.  So  oft  aber  ein  Absolutglied  auftritt,  stellt  das- 
selbe eine  Modulform  (—  1)*®'  Dimension  vor;  wir  haben  dieserhalb 
in  (2)  für  dieses  Glied  dieselbe  Bezeichnung  A«  gebraucht,  die  wir  auch 
schon  in  §  3,  p.  329,  für  Moduln  der  Dimension  —  1  anwendeten. 

Die  Grössen  Xa  rubricieren  sich,  insofern  sie  im  wesentlichen  die 
zu  ^  =  1  gehörenden  Functionen  X^^»**^  sind,  unter   die  Fälle  II  und 


Gleiche  gilt  übrigens  von  den  arithmetischen  Untersuchungen  des  §  6,  welche 
sich  für  eine  erschöpfende  Ableitung  der  Sätze  in  §  7  und  8  als  erforderlich  er- 
wiesen. 
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III  der  Yoraufgehenden  Entwicklungen.  Als  zugehörige  binäre  quadra- 
tische Form  f  hat  man  nach  (2)  §  6  zunächst  bei  ungeradem  n: 

WO  q  ungerade  ist.  Hier  kann  man  aber  sogleich  zu  einer  äquivalenten 
Form  mit  g  =  1  übergehen,  so  dass  sich  als  die  für  die  Moduln  Za,yay  etc. 
des  vorigen  Kapitels  im  Sinne  der  jetzigen  Auffassung  charaJcteristiscJie 
quadratische  Form: 

(4)  m,  v)  -=  2g»  +  2n6i,  +  ^"^^  V 

ergieht;  für  gerade  n  reiht  sich  in  derselben  Bedeutung  die  Form  an: 

(5)  f%  n)  =  21»  +  ^  v'- 

Bezüglich  der  Anzahl  unterschiedener  Moduln  des  einzelnen  Systems 
treffen  wir  allgemein  gerade  die  nämlichen  Verhältnisse  an,  die  für 
die  speciellen  X^^»")  aus  dem  vorigen  Kapitel  bekannt  sind.  Durch 
einen  Blick  auf  die  analytischen  Darstellungen  der  X«  in  den  drei 
immer  unterschiedenen  Fällen  bestätigt  man  nämlich: 

£s  treten  demgemäss  hier  gerade  wieder  jene  Reductionen  ein,  welche 

wir  seinerzeit  durch  die  Formeln  (13)  etc.   p.  267    charakterisierten. 

w-4-  1 
Ist  also  n  ungerade,  so  haben  wir  Systeme  zu  je     "T      Moduln  A«,  zu 

je  **"r  Moduln  ya  etc.,  dagegen  Systeme  von  ^T"  Grössen  Za,  Xa  etc,; 
dabei  sind  jene  Moduln  immer  von  ungerader,  diese  von  gerader  Di- 
mension.    Ist  n  gerade,  so  haben  wir  Systeme  von  Moduln  A«,  y« 

etc.,  dagegen  Systeme  von     T"     Grössen  Za  etc. 

Die  lineare  Substitutionsgruppe,  zu  welcher  ein  einzelnes  unserer 
Modulsysteme  Anlass  giebt,  wird  bei  dieser  Sachlage  immer  wieder 
eine  der  vier  Gestalten  darbieten,  welche  wir  im  Schlussparagraphen 
des  vorigen  Kapitels  kennen  lernten  (p.  313);  dabei  werden  freilich  die 
Substitutionen  S  und  T  aus  den  damals  angegebenen  Gleichungen  jetzt 
dadurch  herzustellen  sein,  dass  wir,  allgemein  zu  reden,  a  durch  £^ 
ersetzen.   Im  Falle  II  sind  die  Moduln  des  einzelnen  Systems  übrigens 

vorher  erst  noch  durch  eine  geeignete  Potenz  von  YK  zu  Grössen  n**" 
Stufe  zu  normieren,  worüber  im  nächsten  Paragraphen  das  Nähere 
angegeben  wird. 

Wir  fügen  hier  endlich  über  den  algebraischen  Charakter  der  ge- 
wonnenen Modulformen  noch  folgende,  für  spätere  Untersuchungen 
fundamentale  Überlegung  an:   Die  Reihenentwicklung,  welche  ein  ein- 

Klein-Fricke,  Modulfanctionen.  II.  23 
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zelnes  Xa  darstellt,  war  bis  auf  multiplicative  Gonstant«  eine  ganze 
binäre  Verbindung  von  O'-Reihen;  als  solche  wird  die  einzelne  Xa-Ent- 
wicklung  für  alle  im  „Innern"  der  Halbebene  gelegenen  Perioden- 
quotienten coi :  G>2  unbedingt  convergent  sein.  Die  einzelne  unserer 
Modulformen  kann  hiernach  im  „Innern"  des  Polygons  m*®'  Stufe  nicht 
unstetig  werden.  Andrerseits  werden  wir  gleich  sehen,  dass  die  Reihen- 
entwicklungen unserer  Moduln  nach  r  Potenzen  mit  negativen  Ex- 
ponenten überall  nicht  aufweisen.  Demgemäss  wird  auch  in  der 
Polygonspitze  cd  =  «oo  ein  Unstetigkeitspunkt  für  keine  der  in  Rede 
stehenden  Modulformen  sich  finden  können,  ein  Satz,  den  man  sofort 
auch  für  die  übrigen  Polygonspitzen  formuliert,  da  sich  ja  die  Moduln 
des  einzelnen  Systems  bei  Ausübung  irgend  welcher  Modulsubstitutio- 
nen stets  linear  reproducieren.  Wir  treffen  hier  also  auf  die  gleichen 
Verhältnisse,  wie  seinerzeit  bei  den  Teilwerten  pi^fi  und  pi,^,  und  da 
übrigens  der  Charakter  der  A«,  0a  etc.  als  dlgebraisdier  Modulformen 
aus  dem  Bisherigen  unmittelbar  evident  ist,  so  gewinnen  wir  das  Re- 
sultat: Die  Moduln  fi^ay  0a,  Va  etc.  sind  ohne  Ausnahme  ganze  alge^ 
hraische  Modulfornien,  Die  grosse  Tragweite  dieses  Satzes  bei  unseren 
späteren  ausführlichen  Untersuchungen  der  Grössen  A«,  jEra,  . . .  wird 
man  sofort  ermessen. 

§  10.    Reihenentwioklimgen  für  die  Modulformen  A^,  Za,  ffa  eto. 

im  Falle  I. 

Um  ausführliche  analytische  Darstellungen  der  Modulformen  A« 
etc.  zu  erhalten,  wird  man  die  Entwicklungen  der  Xa(w,  v)  nach  an- 
steigenden Potenzen  von  u  und  v  wirklich  herstellen  müssen.  Dabei 
ist  die  Exponentialreihe  zweimal  anzuwenden,  so  z.  B.  bei  (7)  p.  335 
erstlich  für  den  Exponentialfactor  vor  dem  Summenzeichen,  sodann 
aber  für  die  von  n  und  v  abhängende  Exponentialgrösse  unter  dem 
Summenzeichen.  Wir  illustrieren  diese  Rechnungen  etwa  am  Falle  I, 
auf  den  sich  die  eben  bereits  citierte  Formel  (7)  p.  335  beziehi 

Durch  elementare  Betrachtung  erhalten  wir  zunächst: 

(1)    X.(«,t;)=?JVr^{l  +  t^(ijM-|«) 

+  i  (^y  Ht:?!'  -  n') '»"'  +  (tS'  (2«2.  -Pi)  +  3|r)  u^v 
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Wenn  wir  uns  dann  noch  ein  paar  ganz  unwesentliche  Änderungen  in 
der  Bezeichnungs weise  erlauben  wollen,  so  werden  im  Fälle  I  folgende 
Darstellungen  der  in  Bede  stehenden  Modulformen  entspringen: 
1)  ßr  das  System  ( —  1)*®'  Dimension: 


(2) 


2« 


/  (f.  n) 


mit  der  Bedingung:  5  ^  —  a  (mod.  n)/  die  auch  in  den  folgenden  Num- 
mern immer  dieselbe  bleibt; 

2)  für  die  beiden  Systeme  ( —  2)*®'  Dimension: 


(3) 


/:'  =  »- 


Lj       2'^'  '  -"       -\W,/      ^^'' 


3)  für  die  drei  Systeme  (—  2)*®'  Dimension: 


w 


"•"-©*{  ^«'- 


2xc«    ^ 


Ifa 


■.)■ 

4)  /wr  die  vier  Systeme  ( —  4)**'  Dimension: 


(5) 


Xa 


'•'  -a 


(2)  


'  ; 


—  nsri)'r  " 


X 


(8) 
u 


/il^) 


St^jABj 


«?• 


/Uli) 


) 


817,0),  "^^^  «^r^ 
TT 


1- 


Mag  es  genügen,  hier  bis  zur  Dimension  —  4  «gegangen  zu  sein. 

Auf  den  rechten  Seiten  der  mitgeteilten  Formeln  tritt  innerhalb 

der  Klammern  ausser  Potenzreihen  nach  r  noch  der  Bestandteil     ^*^*  in 

erster,  weiterhin  aber  auch  in  höheren  Potenzen  auf.   Wenn  man  will, 

kann  man  für  denselben  noch  die  Potenzentwickhing: 

23* 
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(6)  ^y-'  =  1  —  24  V  <»>  (w)  •  r™ 

eintragen,  wo  <t>(ni)  in  gewohnter  Weise  die  Summe  aller  Divisoren 
von  m  bedeutet;  es  ist  diese  Gleichung  eine  unmittelbare  Folge  aus 
der  ersten  Formel  (2)  in  I  p.  153. 

Vor  allem  einfach  haben  sich  die  analytischen  Ausdrücke  für  A« 

und  Za  gestaltet.  Bereits  das  einzelne  yli  ist  aber  in  (4)  immer  durch 
zwei  Reihen  dargestellt;  von  beiden  ist  die  zweite  (bis  auf  numerische 
Bestandteile)  für  alle  drei  ffa  die  gleiche,  und  man  sieht,  dass  dieselbe 

das  Product  der  Grosse  (6)  und  ^  A«  vorstellt.     Es  bietet  sich   nun 

hier  der  folgende  Gedankengang  dar:  Die  drei  Systeme  der  i/^  sind 
von  gleicher  Dimension  und  substituieren  sich  vor  allem  cogredient] 

bilden  wir  also  die     T"     Grössen: 

wo  die  c  drei*  (von  a  unabhängige)  Constante  sind,  so  wird  in  (7)  ein 
System  von     "T     Moduln  ya  der  Dimension  — -  3   definiert  sein,  die 

toiederum  mit  den  y^a  cogredient  sind.  Jetzt  lassen  sich  offenbar  die  c 
in  ewei  wesentlich  verschiedenen  Weisen  so  bestimmen,  dass  in  den 
Darstellungen  der  zugehörigen  ya  der  Bestandteil: 

(8)  ^^'^ 

verschwunden  ist.  Die  beiden  so  gemeinten  ya- Systeme  „von  einfacher 
analytischer  Darstellung^^  sind: 

/o     \3  ^!ß.lJJ^ 

TT 

Eine  ganz  analoge  Überlegung  knüpft  sich  an  die  Formelgruppe  (5); 
hier  sind  jedoch  die  etvei  Grössen  zu  eliminieren,  welche  aus  Multi- 
plication  von  (6)  mit  ,der  einzelnen  der  in  (3)  enthaltenen  Reihen 
hervorgehen.  Es  finden  sicli  so  wieder  zwei  Xa-Systeme  „von  einfacJier 
Darstellung*^,  nämlich  etwa: 


(9) 


(10) 
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(11)  P*'^'  + 


im   einzelnen  Gliede  der  ausgeführten  Reihenentwicklung  findet  sich 
demnach  als  Factor  der  betreffenden  Potenz  von  r  bez. 

Gnps '  iif  —  4n^qs  -rf .  — 

An  die  weiterhin  folgenden  Modulsysteme  der  Dimensionen  -^^  5, . . . 
lassen  sich  entsprechende  Betrachtungen  nicht  mehr  knüpfen.  Freilich 
ist  noch  bei  —  5  die  Anzahl  der  zu  eliminierenden  Bestandteile  (näm- 
lich 4)  um  eins  geringer  als  die  Zahl  der  Modulsysteme.  Das  Eli- 
minationsresultat verschwindet  indessen,  wie  die  Biechnung  zeigt, 
identisch.  Höher  hinauf  wird  aber  die  Anzahl  der  zu  eliminierenden 
Grössen  stets  grösser  als  die  Zahl  unterschiedener  Modulsysteme. 

§11.    Beihenentwioklimgen  der  Moduln  A«  eto.   in  den  Fällen  II 
und  HL    Umordnung  nach  ansteigenden  Potenzen  von  r. 

In  den  beiden  Fällen  der  ungeraden  p  treffen  wir  ganz  ähnliche 
Verhältnisse  an,  wie  in  dem  soeben  erledigten  Falle.  Es  mag  erlaubt 
sein,  bei  den  Dimensionen  —  3  und  —  4  hier  nur  diejenigen  Modul- 
systeme namhaft  zu  machen,  welche  sich  in  Ansehung  der  Einfachheit 
ihrer  analytischen  Darstellung  an  die  Systeme  (9)  und  (11)  des  vorigen 
Paragraphen  anschliessen.  Wir  finden  dann  durch  elementare  Bechnung 
als  Modulsysteme  des  Falles  II  die  nachfolgenden: 

1)  das  eine  System  (—  1)**'  Dimension: 

«  A„  =  ?jy'(-l)fr-   ; 

2)  die  beiden  Systeme  ( —  2)^  Dimension: 

3)  die  beiden  Systeme  ( —  3)*®'  Dimension: 

4)  endlich  die  beiden  Systeme  ( —  4)*"  Dimension,  für  welche  mr 
der  Kürze  halber  mtr  wieder  den  Factor  der  Potents  von  r  im 
einzelnen  Summengliede  anfuhren: 

(-  1)^ (16M-I'  +  12i)S.|*ij  -  n^'if), 

,(-  \f{Ap^-%*  -  Znpsin*  -  n*qs-ri^. 


(3) 


(4) 
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Als  Summationsbediiiguiig  gilt  in  allen  vier  Fällen: 
(5)  5  ^  —  «  (mod.  n),    i^  ^  1  (mod.  2). 

Für  die  Anzahl  unterschiedener  Modulsysteme  der  einzelnen  Art 
gelten  natürlich  die  Angaben^  welche  wir  seinerzeit  bei  den  Xa-Systemen 
ausführlich  formulierten.  Wie  wir  schon  dort  erörterten,  wird  dann  beim 
Übergang  zu  einer  bezüglich  fs,^  oder  f^/  äquivalenten  Form  f  das 
Modulsystem  A»  direct  in  sich  übergehen,  während  sich  die  beiden 
Systeme  der  iSa,  wie  auch  die  der  y«,  der  Xa,  u.s.  w.  linear  reproducieren. 
Diese  Bemerkungen  übertragen  sich  natürlich  ohne  weiteres  auf  die 
Modulsysteme  der  beiden  Fälle  I  und  III. 

Während  übrigens  die  Modulsysteme  des  vorigen  Paragraphen 
ohne  weiteres  zur  n^^  Stufe  gehörten  und  als  solche  direct  zu  den 
bekannten  Gestalten  der  Substitutionsgruppen  (p.  313)  hinführten, 
müssen  die  jetzt  in  Bede  stehenden  Systeme  des  Falles  II  zu  diesem 

Ende   erst   einer  Normierung   mit   einer  geeigneten  Potenz  von  YA 

unterzogen  werden.  Wir  werden  etwa  A*  hinzusetzen,  wo  v  eine 
möglichst  kleine,  aber  nicht  negative  ganze  Zahl  ist;  solchergestalt 
erreichen  wir  offenbar,  dass  auch  die  normierten  Grössen  ganae  alge- 
braische Modulformen  n^'  Stufe  sind.  Den  Zahlwert  von  v  stellen 
wir  aus  den  Reihenentwicklungen  (1)  etc.  leicht  durch  die  Forderung 
fest,  dass  offenbar  f{ifi])  -{- nv  durch  4  teilbar  sein  muss;  man  hat 
also  V  aus  der  Congruenz: 

^PV  +  2nqiri  +  n yi?^  +  W'^  ^  0,  (mod.  4) 
zu  bestimmen.     Dieselbe  liefert,  da  jp,  n,  q  und  17  ungerade  sind, 

nt;  =  2|*  +  2|  +  3n.-|-  =  -n.|, 

V  ^  —  Y  « ,  (mod.  4). 

Nun  folgt  aber  andrerseits  aus  (1)  p.  341 

s  =p{nq^  +  1)  =jj(n  +  1),    (mod.  8), 
80  dass  wir  erhalten: 

V  ^  —  p  •  —t— ,    (mod.  4) . 

Der  Wert  der  ganzen  Zahl  v  ergiebt  sich  demgemäss  aiis  der  Tabelle: 

n  =  8Ä+l,     +3,       +5,        +7, 
(6) 


-  =  2  +  (^),    2,    2-(^),       0. 


(8) 
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Letfsten  Endes  haben  toir  für  den  Fall  III  die  nachfolgenden  Modul- 
Systeme: 

1)  das  eine  System  ( —  1)*®'  Dimension: 

2)  die  leiden  Systeme  der  ( —  2)**^  Dimension: 

Auch  weiterhin  ist  gegenüber  den  Formeln  (1)  bis  (4),  äusserlich  ge- 
nommen^ der  einzige  Unterschied  der,  dass  an  Stelle  des  Factors  ( —  1)^ 

5-1 

unter  den  Summenzeichen  überall  (—  1)  ^     tritt;  die  Summationsbe- 
dingung  (5)  bleibt  gleichfalls  in  unveränderter  Gestalt  bestehen.  — 

Um  die  Entwicklungen  des  §  3  allseitig  verallgemeinert  zu  haben, 
werden  wir  mit  den  bislang  mitgeteilten  Reihenentwicklungen  für 
unsere  Moduln  noch  Umordnungen  nadh  ansteigenden  Potenzen  von  r 
vornehmen.  Die  dabei  eintretenden  ganzzahligen  Entwicklungscoeffi- 
cienten  mögen  wir  als  Functionen  des  jeweiligen  Exponenten  m  wie 
oben  jetzt  allgemein  durch  %{m)  bezeichnen  und  wollen,  um  wenigstens 
eine  erste  nähere  Unterscheidung  zu  besitzen,  dem  i  als  unteren  Index 
die  Dimensionzahl  der  betreffenden  Modulform  anhängen.  So  erhalten 
wir  z.  B,  im  Falle  I: 


29C 


m 


m 

WO  Xi{m)  die  Anzahl  derjenigen  Darstellungen  von  m  in  der  Gestalt: 

ist,  für  welche  S  ^  —  «  (mod.  n)  ist.  Oder  um  ein  anderes  Beispiel 
zu  gebrauchen,  so  erhalten  wir  f&r  das  zweite  System  der  ga  im 
Falle  n: 

(10)  ^«  =  (^r^^^W-^^.  m=2pa^+2na+p'^^^,  (mod.4n), 

m 

wobei  x^^Wk)  definiert  ist  durch  die  Summe: 

(11)  fc(»»)=^(-i)«i?, 
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ausgedehnt  über  alle,  den  Bedingungen  (5)  genügenden  Darstellungen 
von  m  in  der  Gestalt: 

Man  wird  leicht  in  entsprechender  Weise  für  die  übrigen  Modulsysteme 
Reihen  nach  ansteigenden  Potenzen  von  r  entwickeln  und  die  Eigen- 
art der  dabei  eintretenden  Entwicklungscoefficienten,  als  arithmetischer 
Functionen  der  zugehörigen  Exponenten  m,  formulieren. 


Die  hiermit  gegebene  Betrachtung  der  oft  genannten  Modulsysteme 
bietet  übrigens  noch  nichts  Abgeschlossenes  dar.  Vor  allen  Dingen 
haben  wir  überall  nicht  die  Frage  berührt^  ob  nicht  das  einzelne 
Modulsystem  dadurch  zum  Fortfall  kommt,  dass  die  betreffenden  Terme 
in  den  Potenzentwicklungen  der  bezüglichen  Xa(tt,  v)  überhaupt  nicht 
auftreten.  So  fehlen  im  Falle  jp«=  1,  wie  man  in  (3)  p.  352  nach- 
sehen wolle,  die  Systeme  der  A«;  auch  werden  in  diesem  Falle  die 
beiden  Systeme  der  iSa  und  ebenfalls  diejenigen  der  ya  nicht  wesentlich 
YQn  einander  verschieden  sein,  wie  man  leicht  feststellt.  Untersuchungen 
über  etwaiges  identisches  Verschwinden  der  einzelnen  Systeme  oder 
über  Identischwerden  verschiedener  Systeme  lassen  sich  wohl  zumeist 
nicht  schwer  durchführen;  so  z.  B.  beweist  man  leicht,  dass  die  bei 
n  =  4A  -|-  3  eintretenden  Systeme  (9)  der  A«  niemals  identisch  ver- 
schwinden können,  insofern  die  zugehörigen  Entwicklungscoefficienten 
Xi{m)  immer  wesentlich  positive  Zahlen  sind.  Inzwischen  wollen  wir 
derartige  ergänzende  Betrachtungen  hier  nicht  ausführen.  In  der  That 
soll  es  sich  auch  im  folgenden  nicht  so  sehr  um  einen  systematischen 
Ausbau  der  hier  besprochenen,  analytischen  Ergebnisse  handeln;  es 
sollen  vielmehr  wieder  die  principiellen  algebraischen  Überlegungen 
unserer  früheren  Modullehre  in  Kraft  treten,  wobei  wir  die  Wendung 
auf  eine  systematische  Theorie  der  ganzen  Modulformen  nehmen.  Hierbei 
werden  uns  dann  alle  bis  nun  aus  der  Theorie  der  doppeltperiodischen 
Functionen  gezogenen  Ergebnisse  als  wertvolle  Hülfsmittel  der  Rech- 
nung willkommen  sein. 


Viertes  Kapitel. 

Formentheoretisch- analytische  AasfBhningen  im  Gebiete  der 

niedersten  Stafenzahlen '*'). 

Im  Voraufgehenden  haben  wir  alle  Vorbereitungen  getrofifen,  um 
den  am  Schlüsse  des  dritten  Abschnitts  in  Bd.  I  unterbrochenen  Ge- 
dankengang wieder  aufzunehmen  und  mit  Erfolg  weiterzuführen.  Die  auf 
directen  Riemann'schen  Schlussweisen  basierenden  functionentheoretisch- 
algebraischen  Ausführungen  dehnten  wir  damals  nur  bis  zur  Stufe 
n  =  1  aus.  Bei  den  höheren  Stufen  konnten  wir  nämlich  die  zuge- 
hörigen Functionen  nicht  ohne  weiteres  in  einer  derart  durchgebildeten 
Gestalt  erkennen,  dass  daraufhin  die  endgültige  Auflösung  des  func- 
tionentheoretischen  Grundproblems  für  diese  Stufen  ausführbar  gewesen 
wäre.  Jetzt  besitzen  wir  aber  in  den  Teilwerten,  den  transformierten 
Moduln,  endlich  aber  in  den  Grössensystemen  Aa,  0a  etc.  des  vorigen 
Kapitels  durchaus  specificierte  Functionen  einer  beliebigen  Stufenzahl, 
deren  Werte  aus  den  Reihenentwicklungen  stets  berechnet  werden 
können;  ausgerüstet  mit  diesen  Mitteln,  werden  wir  der  Behandlung 
des  functionentheoretischen  Grundproblems  im  Gebiete  der  Congruenisgruppen 
jetzt  denjenigen  Ausbau  verleihen,  der  uns  zur  Zeit  erreichbar  scheint 

Das  erste  in  dieser  Hinsicht  anzustrebende  Ziel  wird  offenbar 
sein  müssen,  dass  wir  für  die  Stufenzahlen  n  ^  7  die  Vermittlung  her* 
stellen  zwischen  den  mit  analytischer  Rechnung  geführten  Entwicklungen 
der  Yoraufgehenden  Kapitel  und  den  bezüglichen  Resultaten  von  Bd.  I. 
Indem  wir  aber  hierbei  überall  die  engste  Beziehung  der  analytisch 
definierten  Moduln  zu  jenen  Grössensystemen  gewahr  werden,  die  in 
I  jeweils  als  die  einfachsten  Modulfunctionen  ihrer  Stufen  erkannt 
wurden,  gewinnen  unsere  in  dem  vorliegenden  Kapitel  durchzuführen- 
den Entwicklungen  über  die  ersten  sieben  Stufenzahlen  noch  in  an- 
derer Hinsicht  Bedeutung.  Dadurch  nämlich,  dass  wir  die  Moduln 
des  Bd.  I  in  den  Aa,  Za  etc.  ausdrücken  lernen,  entspringen  für  erstere 


*)  Die  Entwicklangen  des  vorliegenden  Kapitels  rühren,  soweit  andere  An- 
gaben nicht  aasdrücklich  gemacht  sind,  vom  Heraasgeber  her. 
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Grössen  analytische  Büdungsgesetge  in  Gestalt  von  Potenzreihenent- 
wicklungen nach  r.  Die  Aufstellung  derartiger  expliciter  Darstellungen 
für  die  Congruenzmoduln  bezeichneten  wir  aber  bereits  in  I  p.  762 
als  eine  auch  für  die  niederen  Stufen  noch  zu  lösende  Aufgabe  der 
Modultheorie. 

Allenthalben  sind  es  übrigens  ganze  algebraische  Modul/brmen, 
mit  denen  wir  in  der  Folge  beschäftigt  sind.  Wir  bringen  bei  ihrer 
Betrachtung  ein  formentheoretisches  Schlussverfahren  zur  Durchbildung, 
für  welches  wir  in  dem  gleich  folgenden  §  1  die  Grundlinien  ziehen, 
und  das,  wie  wir  an  zahlreichen  Beispielen  sehen  werden,  von  ausser- 
ordentlicher Brauchbarkeit  ist  Auch  schon  früher  hatten  wir  wiederholt 
Gelegenheit,  uns  der  Modul/br»»en  zu  bedienen;  wir  können  aber  im 
Hinblick  auf  die  künftigen  Entwicklungen  geradezu  sagen,  dass  die 
Durchführung  der  analytischen  Ansätze  am  zweckmässigsten  überall  an 
die  fornientJheoretisclien  Principien  anhiüpft  Wir  befinden  uns  in  An- 
sehung dieser  Auffassung  in  voller  Übereinstimmung  mit  derjenigen 
Tendenz,  welche  zu  Beginn  des  nächsten  Abschnitts  zur  durchgreifenden 
Geltung  kommen  soll;  wir  werden  dort  ganz  allgemein  auf  beliebigen 
Riemann'schen  Flächen  nicht  mit  algebraischen  Functionen,  sondern 
mit  den  zugehörigen  algehraischen  Formen  operieren. 

Erwähnen  wir  endlich  noch,  dass  wir  zwischendurch  verschiedent- 
lich Gelegenheit  nehmen,  arithmetische  Anwendungen  unserer  Unter- 
suchungen einzuschalten.  Dieselben  werden  die  Darstellung  ganzer 
Zahlen  durch  quadratische  Formen  betreffen  und  basieren,  wie  man 
leicht  ermessen  wird,  auf  der  zahlentheoretischen  Natur  der  Entwick- 
lungscoefficienten  in  den  Potenzreihen  des  vorigen  Kapitels. 

« 

§  1.    Frinoipien  für  die  Betraohtung  ganzer  algebraisoher 

Modnlformen. 

Die  Betrachtung  der  Modulformen  war  bereits  in  Bd.  I  wiederholt 
neben  diejenige  der  Functionen  getreten;  für  die  erste  Stufe  kommen 
die  Entwicklungen  p.  117  ff.  in  Betracht,  für  die  Stufen  2  bis  5  p.  6 15- ff. 
und  endlich  für  die  siebente  Stufe  p.  692  ff.*).  War  es  dort  der  Dif- 
ferentiationsprocess,  vermöge  dessen  wir  aus  den  Modulfunctionen  mittel- 
barer Weise  Formen  herstellen  konnten,  so  treten  uns  die  vorauf- 
gehend aus  der  Theorie  der  doppeltperiodischen  Functionen  entnom- 
menen Grössen  unmittelbar  als  Modulformen  entgegen.  Wenn  es  sich 
jetzt  weiterhin  darum   handeln    soll,  Betrachtungen    auf  den  Funda- 

**)   An  letzter  Stelle  sehe  man  insbesondere  die  Note  unter  der  Seite  694, 
deren  allgemein  gültige  Gesichtspunkte  wir  hier  nicht  nochmals  wiederholen. 
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mentalpolygonen  oder  den  zugehörigen  Biemann^scben  Flächen  anzu- 
stellen,  so  würden  wir  von  den  Formen  sogleich  durch  Quotienten- 
bildung zu  den  Functionen  zurückgehen  können«  Inzwischen  ist  es^ 
wie  man  noch  sehen  wird,  von  grosster  Wichtigkeit,  die  Formen  un- 
mittelbar als  auf  dem  Polygon  hejs.  der  Fläche  existierende  Grössen  an- 
zuseilen und  in  diesem  Sinne  mit  ihnen  zu  arbeiten.  Einige  principielle 
Gesichtspunkte  für  diese  Art  der  Betrachtung  sollen  hier  vorab  zu- 
sammengestellt werden. 

Es  sollen  hier  einzig  diejenigen  Modulformen  z  (co^,  (o^  einer 
Untergruppe  f^  in  Betracht  gezogen  werden,  welche  im  Innern  des 
zugehörigen  Polygons  nirgends  unendlich  werden,  Grössen,  die  wir, 
wie  bislang,  so  auch  fernerhin,  als  ga/nze  Modulformen  der  V^  be- 
zeichnen. Dabei  soll  nicht  ausgeschlossen  sein,  dass  z  sich  bei  den 
Substitutionen  der  T^  nur  erst  bis  auf  einen  Factor  reproduciert;  wir 
nannten  in  diesem  Falle  z  {m^,  Oj)  der  Untergruppe  f^  „adjungiert" 
und  behalten  diese  Ausdrucksweise  bei.  Der  bei  Ausübung  von  Sub- 
stitutionen der  r^  auftretende  Factor  ist  übrigens  stets  eine  Einheits- 
wurzel, so  dass  insbesondere  eine  gewisse  Potenz  von  z  „absolut^'  zur 
r^  gehört. 

Eine  ganze  Modulform  ist  ferner,  wie  wir  wissen,  die  Wurzel  einer 
algebraischen  Gleichung,  deren  GoefScienten  ganze  rationale  Functionen 
von  ^2;  9z  sind,  während  insbesondere  der  GoefGcient  des  höchsten 
Gliedes  die  Einheit  ist.  Es  folgt  daraus,  dass  ganze  algebraische 
Modulformen  stets  eine  ganzzahlige  negative  Dimension  in  co^^,  m^  auf- 
weisen.   Die   einfachsten   ganzen   Modulformen   sind   natürlich  g^,  g^ 

und  A;  sie  gehören  zur  ersten  Stufe,  während  *j/A  dieser  Stufe  ad- 
jungiert  ist. 

In  einem  beliebigen  Punkte  des  Polygons  J?)*  ist  der  Wert  der 
zugehörigen  Modulform  z  nur  bis  auf  eine  Potenz  von  (o^  fixiert,  so- 
fern an  der  betreffenden  Stelle  z  nicht  gerade  verschwindet.  Dieses 
letztere  wird  natürlich  stets  an  vereinzelten  Stellen  des  Polygons  JP^ 
eintreten,  und  wir  wollen  jetzt  insbesondere  die  Anzahl  einfacher  Null- 
punkte von  z,  gemessen  im  Polygon  JF^,  als  Wertiglceit  der  ganzen 
Modulform  z  bezeichnen.  Das  Interessante  ist,  dass  diese  Wertigkeit 
ganz  allein  von  der  Dimension  der  Form  und  dem  Index  der  Unter- 
gruppe abhängt,  nicht  aber  von  der  besonderen  gerade  vorliegenden 
Modulform.  Es  gilt  nämlich  der  Satz:  Eine  ganze  algebraische  Modul- 
form  z  der  Dimension  —v^  die  der  Untergruppe  Vf^  vom  Index  fi  ad- 

jungiert  ist,  hat  auf  dem  Polygon  Ff^  die  Wertigkeit  ^  • 

Gehöre  nämlich  die  Jc^  Potenz  von  z  der  f^  absolut  an,  so  werden 
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jg?*2*  und  A*"  zwei  zur  f^t  gehörende  ganze  Modulformen  gleicher  Di- 
mension sein,  deren  Quotient  somit  eine  Modulfunction  der  f^  ist.  Es 
hat  nun  A  in  jedem  einzelnen  Doppeldreieck  von  2^^  einen  einfachen 
Nullpunkt  (nämlich  in  der  Spitze  mit  dem  Winkel  Null  desselben, 
cf.  I  p.  128)  und  ist  sonach  auf  J?)«  von  der  Wertigkeit  Jcfiv.  Von 
derselben  Wertigkeit  muss  somit  auch  j?^^*  sein,  so  dass  wir  von 
hier  aus  für  die  Modulform  0  die  im  oben  formulierten  Satze  ange- 
gebene Wertigkeit  finden. 

So  oft  fiv  nicht  durch  12  teilbar  ist,  wird  die  Wertigkeit  von 
0  auf  Ffi  eine  gebrochene  Zahl  sein.  Dieses  der  Theorie  der  Modul- 
fundionen  eines  Polygons  JP^  fremde  Vorkommnis  ist  uns  demgegen- 
über bei  den  Formen  selbst  der  ersten  Stufe  bereits  seit  lange  bekannt. 
Die  Modulform  g^  hatt«,  wie  wir  in  I  p.  128  direct  nachwiesen,  im 
einzelnen  Doppeldreieck  oder  anders  ausgesprochen  in  der  J"- Ebene 
bei  J'=0  einen  Nullpunkt  der  Ordnung  ^,  die  Form  g^  einen  Null- 
punkt der  Ordnung  ^  bei  t7»  1;  beides  ist  jetzt  in  Obereinstimmung 
mit  unserem  allgemeinen  Satze. 

Nullpunkte  gebrochener  Ordnung  können  nicht  an  jeder  beliebigen 
Stelle  der  Fläche  Ff^  auftreten:  sie  bleiben  vielmehr  eingeschränkt  auf 
solche  Ecken  a,  b,  c  der  Einteilung  von  F,,,  für  wekJie  die  Beziehung 
von  Fft  auf  die  (o- Halbebene  auPiärt,  eine  conforme  zu  sein.  Des  näheren 
werden  an  den  Stellen  a,  die  auf  F^  nur  von  zwei  Elementardreiecken 
umgeben  sind,  —  wir  wollen  dafür  kurz  sagen  in  den  „Ausnahme- 

punkten  a"  —  jedenfalls  nur  Nullpunkte  der  gebrochenen  Ordnung  -^ 

auftreten  können,  desgleichen  in  den  Ausnahmepunkten  b  Nullpunkte 

der  Ordnung  — ,  wo  m  und  n  ganze  Zahlen  sind.     Ist  nämlich  z  von 

der  Dimension  —  v,  so  wird  m^z  eine  eindeutige  Function  von  m  allein 
sein,  die  sich  als  solche  in  der  Umgebung  einer  im  „Innern'*  der 
Halbebene  gelegenen  Stelle  ©^  nach  ganzen  Potenzen  von  (©  —  o^) 
entwickeln  lässi  Aus  diesem  Umstände  ergeben  sich  die  mitgeteilten 
Sätze  unmittelbar. 

Betrachtungen  der  letzteren  Art  sind  von  folgendem,  weiterhin 
oft  zur  Verwendung  kommenden  allgemeinen  Princip  beherrscht:  Sind 
z  und  d  zwei  zu  der  gleidien  Dimension  gehörende,  der  f^  adjungierte 
Modulformen,  welche  gegenüber  den  Erzeugenden  der  f^  das  gleiche  multi- 
plicative  Verhalten  zeigen,  und  verschwindet  z  in  einem  Äusnahmepurikte 
a,  b  oder  c  der  Fläche  Ff^  in  gebrochener  Ordnung,  so  m\ASS  z  an  eben 
dieser  Stelle  gleichfalls  in  gebrochener  Ordnung  verschwinden,  und  zwar 
so,  dass  die  Differenz  der  beiderlei  Ordnungen  eine  ganze  Zahl  unrd. 
Der  Beweis  dieses  Satzes  wird  unmittelbar  aus  dem  Umstände  evident, 
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dass  der  Quotient  von  a  und  /  eine  algebraische  Function  der  Fläche 
Ffi  ist.  Beispiele  für  die  ausgesprochene  Regel  werden  wir  weiter 
unten  in  grosser  Zahl  kennen  lernen.  Es  verdient  übrigens  sogleich 
bemerkt  zu  werden ,  dass  in  einer  Ecke  c  von  F^  eine  absolut  zur  f^ 
gehörende  Form  e  immer  nur  in  ganzzahliger  Ordnung  zu  Null  werden 
kann^  im  Gegensatz  zu  jenen  Verhältnissen^  die  wir  schon  bei  g^  und 
g^  für  die  Ausnahmepunkte  a  und  h  kennen  lernten;  man  wird  die  frag- 
liche Behauptung  betreffs  der  Punkte  c  leicht  aus  der  analytischen 
Darstellung  der  gedachten  Modulform  z  m  r  schliessen. 

Man  mag  noch  die  Frage  aufwerfen,  wie  viele  linear-unabhängige 
ganze  Modulformen  einer  vorgeschriebenen  Dimension  — v  auf  Ffi 
existieren  mögen.  In  diesem  Betracht  giebt  der  Riemann- Roch' sehe 
Satz  (I  p.  549)  das  nachfolgende,  leicht  zu  bestätigende  Resultat:  Eine 
einzelne^  der  f^  adjungierte  Modidform  z  der  Dimension  —v  gehört  immer 
einem  System  von: 

(1)  .il-i'+^  +  i 

linear-iinabhängigen  ganzen  Modulformen  (—  v)^  Dimension  an,  welche 
gegenüber  den  Erzeugenden  der  f^  dasselbe  mulMplicative  Verhalten  zeigen^ 
wie  Z]  hierbei  ist  in  bekannter  Weise  r  die  Anzahl  linear -unabhängiger 
Functionen  9  der  Fläche  Ff^,  welche  zugleich  in  den  Nullpunkten  von 
z  verschwinden.  Diese  Regel  werden  wir  sogleich  in  einigen  Fällen 
des  Geschlechtes  jp  =  0  anzuwenden  haben. 


§  2.     Von  den  ganzen  Modulformen  zweiter  Stufe  und  ihren 

Büdungsgesetzen. 

Die  Betrachtung  der  ganzen  Modulformen  erster  Stufe  dürfte  durch 
die  Entwicklungen  in  I  p.  117  u.  f.,  sowie  durch  die  analytischen  Dar- 
stellungen,  ebenda  p.  151  u.  f.,  zu  vollem  Abschluss  gebracht  sein. 
Man  gehe  demnach  gleich  zur  Hauptcongruenzgruppe  zweiter  Stufe  Tg 
und  bemerke,  dass  eine  zugehörige  ganze  Modulform  der  Dimension 

y 

—  V  auf  jFg  die  Wertigkeit  —  besitzt.    Indem  wir  hier  nur  von  solchen 

Modulformen  z  handeln,  die  y,absolut'^  der  Tg  zugehoren,  wird  v  gerade 
sein  müssen,  und  also  ist  der  kleinste  Wert  von  1/,  der  hier  überhaupt 
eintreten  kann,  v  =^2.  Die  zu  1/ »»  2  gehörenden  z  sind  aber  ein- 
wertig, so  dass  es  nach  der  eben  abgeleiteten  Begd  (1)  §  1  nur  zwei 
von  einander  linear -unabhängige  Grössen  dieser  Art  geben  kann,  da  für 
die  Tg  das  Geschlecht  jp  «»  0  ist.  Besitzen  wir  solche  zwei  Grössen 
in  Zq  und  z^ ,  so  ist  weiter  sofort  evident,  dass  jede  ganze  Modulform 
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zweiter  Stufe  der  Dimension  — 2v  eine  ganze  Jiomogene  Function  v*^ 
Grades  von  Zq  und  z^  ist 

Es  ist  nun  ein  Leichtes,  die  beiden  postulierten  Moduln  Zq^  z^ 
thatsächlieh  herzustellen.  Zufolge  p.  29  ff.  waren  nämlich  die  vierten 
Potenzen  der  drei  zweiten  <y- Teilwerte  gegenüber  den  Substitutionen 
der  homogenen   Tg  absolut  invariant;  ein  Gleiches  gilt  demnach  auch 

von  den  drei  Producten  6i^  "/A ,  die  zufolge  (4)  p.  30  von  constanten 
Factor en  abgesehen  mit  den  drei  Grössen: 

W  (!;;)■».•.   (!f)'*.',   (V:)*V 

identisch  waren.  Dass  aber  diese  Grössen  ganze  Modulformen  sind, 
ist  aus  ihren  Reihenentwicklungen  unmittelbar  evident;  es  besteht 
denn  auch  (in  Übereinstimmung  mit  unserem  vorhin  formulierten 
Satze)  zwischen  ihnen  eine  bekannte  lineare  Relation^  die  man  in  (5) 
p.  30  aufgezeichnet  findet. 

Man  könnte  nun  Zq  und  z^  direct  mit  zweien  unter  den  drei 
Grössen  (1)  identisch  nehmen;  indessen  ist  es  zweckmässig,  zu  setzen: 

wobei  man  bemerken  wolle,  dass  bei  der  Gestalt  der  Relation  (5)  p.  30 
auch  wirklich  z^  und  z^  von  einander  linear- unabhängig  sind. 

Die  Reihenentwicklungen,  welche  wir  für  diese  beiden  Grössen 
aus  den  «d*- Reihen  abzuleiten  haben,  schliessen  sich  in  ihrem  Bildungs- 
gesetze unmittelbar  an  die  Reihen  des  vorigen  Kapitels  an;  nur  sind 
es  nicht,  wie  dort,  binäre  quadratische  Formen,  sondern  qtiatemärey 
welche  in  den  Exponenten  von  r  auftreten.  In  der  That  können  wir 
ja  z.  B.  die  ^^'-'^^^^^  ^  ^^^  Gestalt  setzen: 

wo  \  alle  positiven  und  negativen  ungeraden  Zahlen  zu  durchlaufen 
hat  (cf.  I  p.  160).  Indem  also  g^,  §s,  §3,  I4  unabhängig  von  einander 
alle  eben  diese  Zahlreihe  durchlaufen,  wird 

(3)  ^.'  =  2^ 
sein.     Ebenso  findet  man: 

(4)  K  =  ^r 

wo  jetzt  die  |  unabhängig  von  einander  ohne  Unterschied  alle  ganzen 
Zahlen  durchlaufen  sollen;  den  entsprechenden  Ausdruck  für  %^  wird 
man  leicht  bilden.  Indem  wir  die  in  Rede  stehenden  Reihen  jetzt 
nach    ansteigenden   Potenzen  von   r   anordnen,   'kommen  naäi   leicJiter 


&.=  y.r^ 


V,  4.  Formentheoretisch -analytische  Ausführungen  für  niedere  Stufen.        367 

Zwischenrechnung  für  unsere  leiden  Modulformen  (—  2)*®'  Dimension  z^ 
die  nachfolgenden  Reihenentwicklungen: 


(5) 


^0  «=  ©' 2;  a:(-K 


m 


^1  =  ©*   ^x'W'-' 

doftei  bedeutet  %{m)  die  Anzahl  unterschiedener  Darstellungen  von  2  m 
in  der  Gestait: 

(6)  2m  =  1,^+^3^+1/+!,« 

durch  beliebige  ganze  Zahlen,  während  %{m)  die  Anzahl  der  Darstellungen 
von  4m  in  der  Gestalt: 

(7)  4».  =  l*  +  I,»  +  ga»  +  I,» 

durch  beliebige  ungerade  Zahlen  ist  Zwei  Darstellungen,  bei  denen  die 
gleichen  Zahlwerte  |,-,  jedoch  in  verschiedenen  Anordnungen  auftreten, 
müssen  hierbei,  wie  man  leicht  überblickt,  als  verschieden  angesehen 
werden.  Natürlich  kommen  hierbei  für  z^  beliebige  ganze  positive 
Zahlen  m  zur  Verwendung,  für  z^  hingegen  nur  die  ungeraden  Zahlen  m. 
Die  in  I  p.  628  durch  den  Differentiationsprocess  hergeleiteten  Mo- 
duln A3,  A4  der  zweiten  Stufe  können  als  Grössen  der  Dimension  +4  noch 

keine  ganze  ModuKormen  sein.  Dass  aber  die  Producte  A3  "/A ,  A4  )/Ä 
solche  sind  und  direct  zu  den  Grössen  (1)  zurückführen,  zeigten  wir 
auf  etwas  anderem  Wege  bereits  oben  p.  29  u.  £ 

Ganze  Modulformen  (—  2)*®'  Dimension  der  Tg  sind  nun  auch  die 
drei  zweiten  p- Teilwerte  pxfi  5  sie  werden  demnach  direct  lineare  Com- 
binationen  der  Zq,  z^  sein,  und  zwar  schliessen  wir  insbesondere  ohne 
weitere  Rechnung  auf  die  Relation: 

(8)  Pol  =  c^o 

aus  dem  Verhalten  unserer  Grössen  gegenüber  der  Substitution  S. 
Diese  Beziehungen  zwischen  den  Teilwerten  pif^,  und  den  z^y  z^  haben 
deshalb  einiges  Interesse,  weil  wir  für  die  pi^  oben  (p.  12  u.  f.)  Reihen 
kennen  lernten,  die  ein  ganz  anderes  Bildungsgesetz  befolgen,  als  die 
Reihen  (5)  der  Za-  Wenn  wir  z.  B.  den  Fall  der  Gleichung  (8)  noch 
etwas  näher  verfolgen  sollen,  so  kommt  hier  die  Reihenentwicklung 
(3)  p.  12  in  Betracht;  und  zwar  für  n  =  2,  ft  =  1;  \{m)  hat  hier, 
wie  man  in  (5)  p.  13  nachsehen  wolle,  die  Bedeutung  der  vierfachen 
Summe  aller  ungeraden  Teiler  von  m.  Ist  also,  einfach  genommen, 
^^{m)  die  Summe  aller  gegen  2  primen  Teiler  von  m,  so  kommt: 


(9) 


6po.  =  (^)'{l  +  24j;<t>,(m)r»l. 
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Da  nun  %(m)  für  m  =  0  ofiFenbar  1  ist,  so  wird  c  in  Formel  (6)  mit 
i  identisch  sein,  und  also  muss  die  erste  Beihe  (5)  mit  (9)  direct 
identisch  sein.  Es  folgt  daraus  das  arithmetische  Ergebnis:  Ist  m 
irgend  eine  positive  game  Zahl,  so  ist  die  AnecM  unterschiedener  Dar- 
stellungen von  2  m  in  der  Gestalt  (6)  gleich  der  24 -fachen  Summe  aller 
ungeraden  Teiler  von  m.  Nehmen  wir  z.  B.  m  =  10,  so  kommen, 
wenn  wir  von  der  Folge  der  |  absehen  und  sie  alle  positiv  nehmen, 
nur  die  beiden  Quadrupel  (4,  2,  0,  0),  (3,  3,  1,  1)  in  Betracht  Das 
erste  Quadrupel  giebt  nun,  wenn  wir  alle  möglichen  Permutationen 
anwenden,  zwölf  Darstellungen,  das  zweite  aber  secihs  solche  durch 
lauter  positive  Zahlen  £.  Nehmen  wir  jetzt  auch  noch  alle  verschie- 
denen Zeichencombinationen,  so  giebt  offenbar  die  einzelne  der  zwölf 
Folgen  des  ersten  Quadrupels  stets  vier,  die  einzelne  Folge  des  zweiten 
Quadrupels  stets  16  Darstellungen  von  20.  Die  Gesamtanzahl  der 
letzteren  ist  somit  4- 12  +  16*6  =  144.  Auf  der  anderen  Seite  ist 
<t),(10)  =  6  und  also  in  der  That  24.0,(10)  =  144. 

Es  schliesst  sich  dieses  arithmetische  Ergebnis  unmittelbar  an 
den  bekannten  Satz  von  Jacobi  an,  welcher  das  Zeichen  x(m),  wie 
wir  es  vorhin  definierten,  betrifft*).  Wir  wären  direct  zu  diesem  Re- 
sultat gelangt,  wenn  wir  die  Identität: 

Fio— Fii  =  c^i 
an  Stelle  von  (8)  behandelt  hätten  und  die  linke  Seite  von  p.  12  oder 
auch  von  I  p.  150  (4)  aus  in  eine  Potenzreihe  nach  r  entwickelt  hätten. 
Man  bemerke  übrigens,  dass  unserer  Ableitung  des  arithmetischen 
Satzes  der  functionentheoretische  Schluss  auf  tlie  Identität  von  6poi 
und  Zq  zu  Grunde  liegt,  während  bei  Jacobi  die  förmliche  Transfor- 
mation der  Reihen  an  dessen  Stelle  tritt**).  Dieser  Umstand  wird 
wesentlich,  wenn  wir  weiterhin  bei  den  höheren  Stufen  ähnliche  Ergeb- 
nisse erzielen  wollen.  Da  wird  wiederum  der  functionentheoretische 
Schluss  auf  die  Identität  gewisser  Reihen  ohne  weiteres  vollziehbar 
sein;  aber  eine  wirkliche  Transformation  der  verschiedenen  Reihen  in 
einander  würde  hier  deshalb  umständlicher  ausfallen,  weil  man  bei 
den  höheren  Stufen  nicht  eine  ebenso  durchgebildete  analytische  Theorie 
vorfindet,  wie  sie  für  n  =  2  durch  Jacobi  geliefert  ist***). 

*)  Note  8ur  la  decomposition  d*un  nomhre  donnd  en  quatre  carris,  Crelle^s 
Journal  Bd.  3  (1828)  oder  Werke  Bd.  I  p.  247. 

**)   Man  vgl.  insbesondere  die  eleganten  Entwicklungen  in  den  letzten  Ar- 
tikeln der  Fundamenta  nova,  sowie  die  Schlussbemerkung  ebenda. 

***)  Arithmetische  Anwendungen  der  ^-Functionen,  in  Jacobi's  Sinne  ent- 
wickelt, hat  neuerdings  insbesondere  Herrn ite  wiederholt  entwickelt;  dabei  treten 
neben   den  Teilersummen   auch   die  Classenanzahlen   quadratischer  Formen  von 
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§  3.     Die  ganzen  Modulformen  dritter  Stufe  Ij,  I4  und  j/A. 
Beziehung  derselben  zu  den  Teilwerten  px^fx^  p\,in> 

Auch  bei  w  =  3  führen  uns  die  Principien  des  §  1 ,  wenigstens 
für  das  Gebiet  der  absolut  zur  dritten  Stufe  gehörenden  Modulformen, 
zu  abgeschlossenen  Resultaten.  Da  das  hierher  gehörende  Polygon 
zwölf  Doppeldreiecke  hat,  so  kann  es  auf  demselben  ganze  Modul- 
formen der  Dimension  —  1  geben,  welche  einwertig  ausfallen  würden. 
Das  Polygon  i^^g  ^^^  jedenfalls  keine  Ausnahmepunkte  a,  &,  so  dass 
der  eine  Nullpunkt  einer  Form  fraglicher  Art  eine  noch  nicht  näher 
fixierte  Lage  auf  -F,2  haben  würde.  Eben  dieserhälb  Jcann  es  nur  zwei 
linear-unaWiäfigige  ganze  Modulformen  dritter  Stufe  ( —  1)*®'  Dünension 
geben  j  in  welchen  dann  jede  ganze  Modul  form  dritter  Stufe  ( — v)^  Di- 
mension als  ganze  homogene  Function  v*^  Grades  darstellbar  ist. 

Zwei  Grössen  der  postulierten  Art  besitzen  wir  nun  in  dem  bi- 
nären Modulsystem  A^,,  Aj,  welches  für  n  =  3  von  der  Formel  (2) 
p.  355  geliefert  wird.  Die  analytischen  Darstellungen  dieser  Grössen 
sind  zufolge  einer  leichten  Zwischenentwicklung: 

(1)  Ao  =  ?^  2' '^'*+''"+"''' 

WO  I,  rj  alle  Gombiuationen  ganzer  Zahlen  durchlaufen  sollen,  und: 

mit  der  hinzukommenden  Bedingung  |  ^  2  (mod.  3).  Die  Anordnungen 
nach  ansteigenden  Potenzen  von  r  führen  auf  folgende  Bildungsgesetze 
unserer  Moduln: 

(3)  Ao  =  !j2x(»»)»'", 

WO  x(m)  die  Anzahl  unterschiedener  Darstellungen  von  m  durch  die  Form 
1^  +  ^^V  +  ^V^  ^^^  durch  die  mit  ihr  äquivalente  Form  |*  +  |i/  + 1?* 
istf  während  sich  für  A^  die  Entwicklung  anschliesst: 

(4) A,  =  ^  2'  X'  H  ''^'    »»  =  1  ("»««i-  3), 

negativer  Determinante  als  Entwicklangscoefficienten  von  Potenzreihen  auf.  Vgl. 
a».  B.  „Remarques  sinr  les  formes  quadratigues  de  diterminant  negcUif",  Bulletin  des 
sciences  mathem.  (2)  Bd.  10  (1886),  sowie  yornehmlich  die  Abhandlung  „Sur  quel- 
ques cons^quences  arithmetiques  des  formuUs  de  la  theorie  des  fonctions  elUptiques", 
Acta  mathem.  Bd.  5  (1884).  In  der  letzteren  Arbeit  werden  für  gewisse  cubiscbe 
Verbindungen  der  d"  eigenartige  Darstellnngen  entwickelt,  welche  auf  anderem 
Wege  bereits  früher  von  Kronecker  gefunden  waren  (cf.  Berl.  Ber.  von  1875). 
Man  sehe  endlich  die  Note  von  Lipschitz,  Sur  wne  formuU  de  M.  Hermite^ 
Crelle*8  Jonrn.  Bd.  100  (1886). 

Klein-Frioke,  Modalfanctionen.  IL  24 
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WO  X  W  ^^  halbe  Anzahl  aüer  Darstellungen  der  mit  1  (mod.  3)  con- 
gruenten  Zahl  m  durch  die  Form  6*  +  5^  +  iy^  ist  Die  Anfangsglieder 
der  Potenzentwicklungen  (3)  und  (4)  sind: 

Ao  =  —  (1  +  6r  +  6r»  +  6r^  H ), 

(5)  { 

A,  =  — .  3r*  (1  +  r  +  2»-»  +  2»^  H ). 


"t 


(6)     { 


Die  Wirkung  der  Substitutionen  S  und  T  auf  A^,  A^   berechnet 
man  nach  den  Formeln  (3)  und  (4)  p.  313  zu: 

(T)    »y3A;  =  \+2Ai,      tl/3A/  =  Ao-A,, 

wobei  man  nur  berücksichtigen  wolle,  dass  in  den  genannten  Formeln 
p.  313  die  Einheitswurzel  b  für  unseren  Fall  durch  s^  zu  ersetzen  ist. 
Unsere  Moduln  A«  sind  also  cogredient  mit  den  beiden  Grössen  S,,  §4, 
welche  wir  in  I  p.  630  vom  Differentiationsprocess  aus  gewonnen 
hatten.    Es  bestehen  nun  aber  sogar  direct  die  Identitäten: 

(7)  Ao  =  l„    \  =  ^, 

SO  dass  wir  voraufgehend  das  Büdungsgesete  für  das  Modulsystem  I3;  §4 
geu?onnen  haben.  Man  konnte  dies  dadurch  zeigen,  dass  man  in  den 
^8'  ^  ganise  Modulformen  nachwiese.  Zweckmässiger  noch  ist  es,  wenn 
wir  bemerken,  dass  nach  I  p.  630  die  beiden  Ausdrücke: 

(8)  Ao*  +  8A0A,»,    Ao«  -  20Ao»A,»  -  SA,« 

bei  allen  beiden  Substitutionen  (6)  sich  invariant  verhalten  und  als 
solche  ganze  Modulformen  erster  Stufe  vorstellen.  Zufolge  ihrer  Di- 
mension in  den  cd,,  cj^  können  aber  die  beiden  Ausdrücke  (8)  von  g^ 
und  ^3  nur  noch  um  constante  Factoren  abweichen,  und  indem  wir 
die  letzteren  durch  Einsetzung  des  speciellen  Wertes  (o^=»i  00  bestim- 
men, kommt  mit  Bücksicht  auf  (5) 

Ao*  +  8AoA,»=12(7,, 
Ao«  -  20Ao«A,«  -  8A,«  =  21Gg,, 

in  voller  Übereinstimmung  mit  I  p.  630  (7).  Insbesondere  ist  also 
der  Quotient  von  Aq  und  A,  mit  dem  von  g^  und  I4  identisch,  so  dass 
wir  für  den  Hauptmodul  dritter  Stufe  |(g))  ein  BUdungsgeseUs  gewinnen^ 
indem  wir  ihn  als  Quotienten  der  Beihen  (1),  (2)  oder  auch  (3),  (4)  dar- 
stellen. Weiter  ergiebt  sich  nun: 

J4  +  8S        ^  —  ^1  » 

so  dass  $4  und  A^  jedenfalls  nur  um  eine  multiplicative  4^  Einheits- 
wurzel von  einander  abweichen  können.    Diese  muss   aber  direct  der 
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Einheit  gleich  sein,  da  die  Anfangsglieder  der  Reihenentwicklungen 
von  ^4  und  A^  übereinstimmen*).  Hiermit  ist  die  genaue  Identität 
unserer  beiden  Modulsysteme  erwiesen;  wir  werden  demnach  statt 
Aq,  A^  die  typische  Bezeichnung  S3,  ^  für  das  in  Rede  stehende  binäre 
System  wieder  aufnehmen. 

Wir  schliessen  hier  gleich  einige  Betrachtungen  für  die  nächst 
niederen  Dimensionen  — v  an. 

Für  v=^2  existieren  auf  JP|s  drei  linear -unabhängige  ganze  Modul- 
formen. Man  kann  dieselben  erstlich  in  der  Gestalt  l,^,  i^^^,  ^^  fixieren; 
andererseits  liefern  uns  aber  auch  die  vier  zu  n  =  5  gehörenden  Teil- 
werte  jpx^  Grossen  der  gewünschten  Art,  für  welche  dann  die  Identität: 

(9)  Fol  +  Fio  +  Fii  +  F12  =  0 

gilt.  Zwischen  beiden  Grössenreihen  wird  demgemäss  lineare  Abhängig- 
keit bestehen,  und  wir  schliessen  insbesondere  aus  dem  Verhalten 
gegenüber  der  Substitution  8  leicht  auf  die  Relationen: 

Fol  "^  ^0  fej  > 

(10)  Fio  +  pVii  +  PF12  =  ^SsSi, 

Die  Werte  der  rechter  Hand  auftretenden  numerischen  Factoren  be- 
stimmt man  leicht  zu 

Co  =  J,    ^1  =  ^2=       1; 

den  Wert  Cq  bestätige  man  aus  den  Reihenentwicklungen,  c^  und  c^ 
ergeben  sich  dann  leicht,  indem  man  auf  ^p^i  =  S3'  in  zweckmässiger 
Folge  Operationen  S  und  T  ausübt 

An  die  Identitäten  (10)  lassen  sich  wieder  arithmetische  Folgerungen 
knüpfen,  die  am  einfachsten  für  die  erste  Relation  (10)  ausfallen.  Erst- 
lich lehrt  p.  12  Formel  (3): 

{00 
m»l 

WO  03  (m)  die  Summe  aller  gegen  3  primen  Divisoren  von  m  ist. 
Andrerseits  wolle  man  g^  von  Formel  (1)  aus  durch  eine  leichte 
Zwischenrechnung  in  die  Gestalt  setzen: 

(12)  5s  =  ^2t-    *     ,    a:  =  y  (mod.2), 

wobei,  wie  schon  angedeutet,  für  x,  y  alle  Combinationen  ganzer, 
mod.  2  congruenter  Zahlen  zu  nehmen  sind.    Indem   wir  quadrieren 


*)  Wegen  £«  sehe  man  I  p.  618  (2)  und  680  (6). 

24 
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und  nach  ansteigenden  Potenzen  anordnen,  entspringt  der  Satz:  Ist  m 
eine  positive  ganze  Zahl,  so  ist  die  Anzahl  der  Darstellungen  von  4m 
in  der  GesUüt: 

(13)  4m  =  x^^  +  rc,^  +  3y,^  +  3y,« 

durch  ganze,  den  Bedingungen  Xi  ^  y,-  (mod.  2)  genügende,  Zahlen  iden- 
tisch mit  der  zwölffachen  Summe  äUer  gegen  3  primen  Teiler  von  m*). 

Für  1/ =  3  giebt  es  auf  JP^s  ^™  ganzen  vier  linear- unabhängige 
ganze  Modulformen,  die  wir  einerseits  als  Teil  werte  px^t,  oder  aber 
als  cubische  Verbindungen  der  ^^,  l^  bilden  können.  Die  lineare  Ab- 
hängigkeit dieser  beiden  Grossenreihen  von  einander  lässt  sich  aus 
Formel  (8)  p.  20  unter  Rücksicht  auf  I  p.  630  (7)  leicht  folgern. 
Wir  verweilen  hierbei  nicht  länger,  sondern  wenden  uns  sogleich  zu 
i;  s=  4^  wo  es  eine  ganze  Modulform  giebt,  deren  vier  Nullpunkte  sich 
gerade  auf  die  vier  Tetraederecken  von  F^^  verteilen.  Man  wird  so- 
fort bemerken,  dass  dies  die  Modulform  y  A  ist,  deren  Darstellung  in 
I3,  I4  bereits  in  I  p.  630  geleistet  ist.    Das  Wichtige  ist,  dass   wir 

jetzt  aus  den  Formen  des  vorigen  Kapitels  für  YK  ein  einfaches  Bil- 
duHgsgesetz  ableiten  können;  wir  holen  bei  dieser  Gelegenheit  etwas 
weiter  aus. 

Für  die  bei  n  =  4Ä  +  3  in  §  9  des  vorigen  Kapitels  (p.  351  flF.) 

im  damaligen  Falle  I  aufgestellten  Systeme  zu      ^      und  ^T"     Moduln 

kommt  bei  n  =  3  nur  die  eine  quadratische  Form  6*  +  3Si^4"3i?*  in 
Beträcht.  Alle  Systeme  ungerader  Dimension  werden  hier  binär  und 
sind  cogredient  mit  dem  ersten  unter  ihnen,  nämlich  dem  voraufgehend 
betrachteten  System  der  A«.  Die  Systeme  gerader  Dimension  bestehen 
jeweils  nur  aus  einer  einzelnen  Grösse,  und  sie  sind  alle  mit  der  ersten 
unter  ihnen  z^  cogredient,  welche  letztere  zufolge  (1)  und  (2)  p.  313  die 
Substitutionen  erfährt'^): 

(14)  (S)      V-=C^x,  (^      V^-^i. 

Das  sind  nun  auch  gerade  die  Substitutionen  von  {/A,  so  dass  irgend 

einer  unserer  einzelnen  Moduln  z^,  x^,  ...,  durch  ^A  dividiert,  zur 
ersten  Stufe  gehört^  und  zwar,  wie  man  sofort  beweisen  wird,  als  ganze 
Modulform.  Die  fraglichen  Grössen  z^,  x^,  v^,  ...  sind  demnach  in 
der  Gestalt  darstellbar: 


*)  Die  Bedingungen  x^  =  y^  (mod.  2)  lassen  sich  übrigens  für  jedes  der  Re- 
lation (IS)  genügende  Quadrupel  x^^  x^^  .  .  ,  eventuell  dadurch  befriedigen,  dass 
man  x,  und  x^  permutiert. 

**)  Man  erinnere  sich,  dass  in  der  cit.  Formel  £*  ffir  e  zu  nehmen  ist. 
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WO  6r(^s,  ^3)  eine  ganze  rationale  Function  ihrer  Argumente  ist,  deren 
Dimension  in  Oj,  Og  aus  der  Dimension  der  Zj^,  x^  etc.  sofort  an- 
gegeben werden  kann.  Die  Formeln  (3)  p.  355  geben  nun  zwei  Reihen 
B^\  beide  aber  müssen  identisch  verschwinden ,  da  G  in  diesem  Falle 
die  Dimension  +2  hätte.  Wir  haben  ferner  vier  Reihen  Xy  aus  (5) 
p.  355;  jede  derselben,  die  nicht  identisch  verschwindet^  muss  bis  auf 

einen  numerischen  Factor  YK  darstellen.  Nehmen  wir  z.  B.  die  erste 
Formel  (5)  p.  355),  deren  rechte  Seite  sich  infolge  des  identischen 
Verschwindens  von  z^  wesentlich  vereinfacht,  so  entspringt  thatsächlich 

als  analytische  Darstellung  vofi  j/A: 

(16)  6  ^A  =  (^)  2;  r  r        «         ,1  =  1  (mod.  3). 

Ordnet  man  nämlich  die  rechte  Seite  von  (16)  nach  ansteigenden 
Potenzen  von  r  um,  so  zeigen  sich  die  Anfangsglieder: 

(17)  >/A  =  (^)*r*(l  — 8r+20r»+*  — 70r*  +  ...)5 

hiermit  ist  erstlich  bewiesen,  dass  die  Reihe  (16)  nicht  identisch  Null 
ist,  dass  aber  andrerseits  der  numerische  Factor  auf  der  linken  Seite 
von  (16)  in  richtiger  Weise  fixiert  wurde. 

Man  konnte  nun  weiter  die  binären  Systeme  ifay  Wa  etc.  in  Be- 
tracht ziehen  und  insbesondere  die  Frage  aufwerfen,  wie  sich  die  ratio- 
nalen ganzen  Ausdrücke  derselben  in  I3,  I4  in  invariantentheoretischer 
Hinsicht  näher  charakterisieren  lassen,  insofern  nämlich  alle  diese 
Systeme  mit  den  I3,  g^  cogredient  sind;  inzwischen  gehen  wir  auf  diese 
Gegenstände  hier  nicht  näher  ein. 

§  4.    Die  der  dritten  Stufe  adjungierten  Modnlformen  {^,  j/a. 
Zweite  Darstellmig  des  Hauptmodnls  ^(0). 

Für  n  =  3  kommen  nun  auch  noch  die  Formeln  (1)  ff.  p.  357  in 
Betracht,  bei  denen  wiederum  nur  eine  einzelne  quadratische  Form, 
nämlich  2|^  +  6^1^  +  61^*  zu  Grunde  zu  legen  ist.  Diese  Grössen- 
systeme  Aa,  ßa  etc.  sind  aber  der  dritten  Stufe  nur  erst  adjungiert,  und 

zwar  werden  sie  durch  Normierung  mit  YA  absolut  zu  dieser  Stufe 
zurückzuführen  sein.  Wir  bekommen  wieder  wechselweise  binäre  Systeme 
und  einzeln  stehende  Moduln;  beginnen  wir  mit  der  Betrachtung  der 
letztern. 

Die  fQr  sich  stehende  ganze  Modulform  0^  gehört  als  solche  zur 
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sechsten  Stufe  und  ist  von  der  Dimension  — 2;  die  Substitutionen 
S  und  T  wirken  auf  dieselbe  in  der  folgenden  Weise: 

(1)  (S)      >i,'=^-q\,  (T)      ^.'-.-^,. 

Sofern  dieses  j?^  nun  wirklich  existiert^  wird  Zi^  eine  ganze  Modulform 
erster  Stufe  sein^  die  bei  o  <»  ioo  verschwindet;  denn  zufolge  (1)  wird 

die  Reihenentwicklung  von  jer^  mit  einer  Potenz  r^+i  beginnen^  wo  m 
eine  ganze  Zahl  ^  0  ist.  Aber  es  ist  g^^  von  der  Dimension  —  12 
und  deshalb  bis  auf  einen  constanten  Factor  mit  A  identisch,  da  nach 
p.  77  eine  ganze  Modulform  erster  Stufe,  die  bei  o  =  loo  verschwindet, 
stets  den  Factor  A  hat  Nun  haben  wir  in  der  That  unter  Einhaltung 
der  Summationsbedingungen: 

(2)  i  =  2  (mod.  3),    ^  =  1  (mod.  2) 
die  Identität: 

so  dass  ein  identisches  Verschwinden  dieser  Reihe  ausgeschlossen  ist: 
jsi^  ist  demgemäss  bis  auf  einen  numerischen  Factor  mit  |/A  identisch,  und 
wir  erhalten  des  genaueren  fUr  ^Ä  die  EntwuMung: 

(3)  3VA  =  f^)2^(-l)^S.r        6 
mit  den  Anfangstermen: 

(4)  Va=  (^)V*(1  -  4r  +  2r*  +  8r»  —  5r*+  ...). 

An  dieses  Ergebnis  knüpft  sich  eine  wichtige  Entwicklung  über 
j^A,  auf  die  wir  weiterhin  mehrfach  zurückgreifen  werden.  Man  be- 
merke, dass  unser  jetziges  a^  oder  also  YÄ  erst  durch  Division  mit  )/Ä 
in  diejenige  Grösse  0^  übergeführt  wird,  welche  durch  die  Formel  (3) 
p.  281  geliefert  wird.  Setzt  man  also  in  dieser  Formel  n  i=>  3,  so 
kommt  die  Relation: 


^(-lyS-r        «         =3rt(l  — 4r  +  2r»  +  ..), 


Nach  leichter  Zusammenziehung  entspringt  hieraus  als  Beihenentwick- 
lung  der  24'*^  Wurzel  der  Discriminante  A: 

/5~    ^-f  (6m -fi)« 

(5)  yd  =  Vl^2  (-  ^rr-^ ; 


m= — 00 


die  Anfangsterme  dieser  Entwicklung  sind: 
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(6)      'VÄ  =  l/—r^(l  —  r-r»  +  r*+r»  —  r"—r"+    ••)*). 

Da  unsere  in  Bede  stehenden  Reihenentwicklungen  im  Sinne  des 
vorigen  Kapitels  zur  Zahl  p  =  l  und  also  zu  den  ursprünglichen 
Xa{u)  gehören,  so  werden ,  wie  wir  schon  früher  mitteilten  (cf.  (3) 
p.  352);  Moduln  Aa  hier  nicht  eintreten  und  die  drei  Systeme  der  y« 
sind  im  wesentlichen  mit  einander  identisch.  Greifen  wir  also  etwa 
das  durch  die  zweite  Reihe  (3)  p.  357  f ür  n  <»  3  gegebene  System 
tfo)  Vi  ^^^f  ^™  wenigstens  dieses  noch  näher  zu  untersuchen.  Als 
Anfangsterme  berechnen  wir: 

(')       ».— «(!=)''♦.  >•-{]$''*. 

so  dass  auch  noch  die  beiden  Quotienten: 

gan0e  Modulformen  sind;  es  genügt  hierbei  zu  bemerken^  dass  die 
beiden  Grössen  (8)  bei  o  -»  ioo  nicht  unendlich  werden  und  sich  bei 
Ausübung  von  S  und  T  linear  reproducieren.  Die  beiden  Quotienten 
(8)  gehören  nun  absolut  zur  dritten  Stufe,  und  da  sie  überdies  die 
Dimension  —  1  aufweisen ,  so  sind  sie  lineare  ganze  Functionen  von 
I3,  1^.    Es  bestehen  aber  dired  die  Identitäten: 

yÄ  2>^ 

wie  aus  den  Anfangstermen  der  Reihenentwicklungen  hervorgeht. 

Die  hier  vorliegenden  y«  sind  nun  bis  auf  Normierungsfactoren 
mit  den  durch  die  Formeln  (4)  p.  281  gegebenen  Moduln  identisch. 
Tragen  wir  also  in  diese  Formel  n  i=>  3  ein  und  gehen  dann  zum 
Quotienten  der  beiden  ya ;  so  ergiebt  sich  unter  Rücksicht  auf  (9)  als 
neue  Darstellung  für  den  Galois^ sehen  Hauptmodul  ^(m)  die  folgende"^*): 

00  (6m4-l)* 


(10)  K«)  = 


2^(— ir(6m  +  l)r     ** 


00 


00  3(»W-f  1>« 

— 00 


*)   Die  übrigens  schon  in  Jacob  1*8  Fandamenten  (Artikel  66)  abgeleitete 

Reihe  (6)  für     yA  entspringt  ans  der  p.  329  mitgeteilten  Kiepert' sehen  Reihe 
einfach  für  den  Specialwert  u  ^  0. 

*)  Es  ist  dies  diejenige  Darstellnng  des  £(<»),  welche  Hr.  Klein  im  An- 
schluss  an  die  „Normalcnrven"  in  seinen   Vorlesungen  gab.    Vgl.  anch  „Ikos/* 

p.  183  (Sl*");  nur  ist  das  dort  gebrauchte  £  mit  unserem  —  2$~~^  identisch. 
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§  5.    Die  ganzen  Modnlfonnen  vierter  Stufe.    Darstellimgen  für 
j^A  und  den  Galois'sohen  Hauptmodnl  ^((0). 

Um  auch  bei  der  vierten  Stufe  mit  den  im  absoluten  Sinne  zü> 
gehörigen  Modulformen  zu  beginnen,  so  werden  gauze  Modulformen 
( —  1)"*®'  Dimension  auf  dem  Polygon  l^^*  tsweiwertig  sein;  man  erkennt 
auch  sogleich  in 

(1)  ?^v,  ?^d,s  ^»* 

drei  linear -unabhängige  ganze  Modulformen  und  daraufhin  in 

(2)  ^  («0  V  +  «.^»*  +  «.V) 

die  allgemeinste  ganze  Modulform  ( —  !)■*•'  Dimension  des  Polygons 
J^24'  Ini  Sinne  unserer  allgemeinen  Erörterungen  in  I  p.  558  u.  f. 
werden  die  drei  Formen  (1)  das  Polygon  F^^  auf  eine  ebene  Curve 
zweiter  Ordnung  C^  abbilden,  als  deren  Gleichung  wir  (5)  p.  30  anzu- 
sehen haben.  Die  beiden  Nullpunkte  der  Form  (2)  entsprechen  dann 
jenen  zwei  Punkten,  in  welchen  die  durch  Nullsetzen  von  (2)  in  der 
Ebene  der  C^  dargestellte  gerade  Linie  die  Curve  schneidet.  Vor  allem 
ist  nun  aber  jede  ganze  im  absoluten  Sinne  zur  vierten  Stufe  gehörende 
Modulform  eine  rationale  ganze  Jwmogene  Function  der  drei  Grössen  (1); 
aus  dem  Ausdruck  dieser  Function  lassen  sich  vermöge  der  Relation 
(5)  p.  30  von  einer  einzelnen  unter  den  Grössen  (1)  alle  Potenzen  mit 
einem  Exponenten  >2  entfernen. 

Die  quadratischen  Verbindungen  der  Moduln  (1)  könnte  man  nun 
wieder  in  lineare  Beziehung  zu  den  vierten  j;?- Teil  werten  setzen,  und 
namentlich  auch  Hessen  sich  aus  den  entspringenden  Relationen  aufs 
neue  arithmetische  Ergebnisse  ziehen.  Wir  gehen  hierauf  nicht  näher 
ein  und  betrachten  auch  unter  allen  cx)'  ganzen  Modulformen  ( — 3)*®' 
Dimension  nur  die  eine,  deren  sechs  Nullpunkte  sich  auf  die  sechs 
Oktaederecken  von  F24  verteilen.  Diese  Modulform  muss  durch  S  und 
T  bis  auf  einen  constanten  Factor  in  sich  transformiert  werden,  und 

wir  haben  hier,  wie  man  sogleich  überblickt,  mit  \/A  zu  thun.  Es 
soll  nämlich  gelten,  der  Gleichmässigkeit  wegen  nun  auch  für  diese 
Wurzel  der  Discriminante  ein  einfaches  Bildungsgesetz  mitzuteilen. 

Um  letzteres  zu  leisten  bemerke  man,  dass  die  im  vorigen  Kapitel 

w  -4-  1 
p.  357    für   ungerade  n    aufgestellten   Systeme   zu      7^      Moduln   für 

n  =  1  jeweils  auch  wieder  nur  einzeln   stehende  Grössen  liefern,  die 

entweder  mit  YK  oder  )/A^  normiert  ganze  Modulformen  erster  Stufe 
liefern.    Nehmen   wir  insbesondere   die  Form  ( —  3)**"  Dimension  iJq, 
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SO  giebt  sie  normiert  eine  Form  erster  Stufe  der  Dimension  —  6  oder 
—  12.  Von  beiden  Fällen  mass  aber  der  letztere  zutreffen,  da  die  in 
Rede  stehende  Form  erster  Stufe  bei  g)  =  ioo  verschwindet  und  somit 
den  Factor  A  aufweist!  Zufolge  ihrer  Dimension  —  12  ist  sie  dann 
direct  mit  A  proportional,  so  dass  y^  selbst  bis  auf  einen  constanten 

Factor  mit  j^Ä  identisch  ist.  Indem  wir  den  letzteren  in  gewohnter 
Weise  bestimmen  und  mit  der  Gestalt  der  Reihenentwicklung  von  y^ 
noch  eine  leichte,  vereinfachende  Modification  vornehmen,  kommt  als 
analytisches  Bildungsgesete  für  die  vierte  Wurzel  der  Discriminante : 

(3)      f/Ä  =  -  1  {^y  yji-  l)«r -r^ ,     6  +  1,  =  1  (mod.  2), 

*    177 

ipo  ^,  rj  alle  Combinationen  ganzer,  mod.  2  incongruenter  Zahlen  durch- 
laufen sollen.  Hierbei  haben  wir  stillschweigend  vorausgesetzt,  dass 
die  Reihe  (3)  nicht  identisch  verschwinde;  dass  dies  aber  wirklich  nicht 
der  Fall  ist,  beweist  man  durch  Umordnung  dieser  Reihe  nach  an- 
steigenden Potenzen  von  r. 

Auf  der  anderen  Seite  hätte  man  die  Formel  (3)  auch  aus  der 
nachfolgenden  Darstellung  der  achten  Wurzel  der  Discriminante  her- 
leiten können: 

(4)  V^-iV^2(-'f^n-r^. 

wobei  rj  alle  ungeraden  Zahlen  durchlaufen  soll.  Diese  Formel  (4)  ist 
ein  unmittelbares  Ergebnis  aus  der  ersten  Formel  (4)  in  I  p.  161;  sie 
entspringt,  indem  wir  diese  Gleichung  nach  u  differenzieren,  hernach 
u  =  0  setzen  und  die  zweite  Gleichung  (2)  in  I  p.  160  benutzen. 

Es  ist  aber  nun  hier  vor  allen  Dingen  der  Ort,  analytische  Dar- 
stellungen für  den  Hauptmodul  vierter  Stufe  (^((o)  nnd  die  in  I  aus 
ihm  vermöge  des  Differentiationsprocesses  abgeleiteten  Formen  fi,,  ^(4 
(cf.  I  p.  632)  zu  bringen.  Solche  Darstellungen  werden  uns  von  den 
Modulsystemen  (8)  p.  359  geliefert,  wenn  wir  n  =  2  nehmen.  Diese 
Modulsysteme  gehören  zur  ( — 2)*®"  Dimension,  und  insbesondere  ist 
das  zweite  unter  ihnen  gegeben  durch: 

(o)  ^«  =  1^;  2j  (—1)     n-r  * 

mit  den  Summationsbedingungen: 

(6)  I  =  —  a,     ij  =  1  (mod.  2). 

Dass  dieses  Modulsystem  g^,  e^  aber  nicht  etwa  durch  identisches  Ver- 
schwinden der  Reihen  (5)  ausPällt,  beweise  man  durch  Entwicklang 


k 


0) 


(8) 


\P)  *o         ,/-   *o  >  *i       — r;s —  *i  > 
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der  Anfangsterme  der  nach  ansteigenden  Potenzen  angeordneten  Reihen 
(5);  wir  finden  hier: 

'^o'=2(^)'r^l-r-6r»+.5r«+...), 

Als  Verhalten  der  is^y  a^  gegenüber  S  und  T  schreiben  wir  aus 
(5)  und  (6)  p.  314  ab: 

1/2    "^^^  '  1/2 

1(7)        —V20o'  =  ^o  +  ^i7    -)/2<==^o-^i. 

Durch  Vergleich  mit  I  p.  632  (14)  ergiebt  sich^  dass  die  is^,  e^  mit  den 
damaligen  Moduln  (i^,  ^i^  cogredient  sind.  Es  gelingt  nun  aber  wieder 
leicht^  die  Identität  beider  Systeme  durch  eine  kurze  formentheore- 
tische Betrachtung  festzustellen.  Wir  argumentieren  hier  etwa  einmal 
in  der  folgenden  Art: 

Da  sich  die  z^y  g^   gegenüber  S  und  T  linear  reproducieren^  so 
wird  die  der  vierten  Stufe  adjungierte  Modulform: 

(9)  «0^0 +  «1^11 

die  wir  vermöge  zweier  Parameter  a  aus  sf^y  0^  zusammensetzen,  in 
allen  sechs  Octaederecken  der  geschlossenen  Fläche  F^^  je  im  Grade 

^  verschwinden;  denn  sie  ist  zufolge  (7)  bei  cd  «b  loo  mit  r^  propor- 
tional. Drei  von  den  vier  Nullpunkten  von  (9)  liegen  also  in  den 
fraglichen  Octaederecken,  so  dass  nur  noch  einer  mit  a^ ,  a^  beweglich 
ist.  Sonach  ist  der  Quotient  zweier  unterschiedenen  Verbindungen  (9) 
ein  Hauptmodul  vierter  Stufe,  und  es  muss  im  speciellen  eine  Dar- 
stellung von  II ((o)  der  folgenden  Gestalt  existieren: 


(10)  ^((d) 


«0^0+  «l'l 


Zur  Bestimmung   der   a,  b  bemerke   man,  dass   der   Quotient  j-  bei 

o  t=s  i  oo  zugleich  mit  fi  unendlich  wird  und  zwar  genau  in  derselben 
Weise  wie  (i  (cf.  I  p.  614  Formel  (6));  es  ist  demnach  6o  "■  0,  a^  =  &i. 
Da  aber  weiter  die  Wirkung  von  S  auf  den  xr- Quotienten  dieselbe  ist, 
wie  auf  ft,  so  muss  a^  =  0  sein.  Es  ist  demgemäss  der  Hauptmodul 
fi{(o)  mit  dem  Quotienten  0q  :  z^  identisdi,  so  dass  unr  uns  von  (5)  aus 
ein  erstes  Bildungsgesetz  für  ft((D)  verschaffen  können. 

Weiter  bemerke  man  nun,  dass  nach  I  p.  633  (15)  der  Ausdruck 
^0^1  (V — ^1*)  ®i"®  ganze  Modulform  erster  Stufe  vorstellen  wird,  da 
die  Za  mit   ftj,  ft^   cogredient   sind.     Da  überdies   je^o^i  (V  ~~  ^i*)   ^®^ 
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(o  =  ico  verschwindet,  so  ist  dieser  Aasdruck  mit  A  bis  auf  einen 
numerischen  Factor  identisch-,  letzteren  bestimmen  wir  aus  (7)  leicht 
zu  2^  Aus  der  so  bewiesenen  Formel  ziehen  wir  zugleich  unter  Be- 
nutzung der  dritten  Formel  (15)  in  I  p.  633  die  Identität: 

i<^)  -  ^>'  =  (2/»0', 

SO  dass  0^  bis  auf  eine  sechste  Einheitswurzel  mit  2fi^  identisch  ist. 
Diese  Einheitswurzel  ist  aber  direct  gleich  1,  da  die  Anfangsglieder 
der  Reihenentwicklungen  von  0^  und  2fi^  übereinstimmen.  Die  ganzen 
Modulformen  Zqj  z^  sind  also  direct  identisch  mit  den  Moduln  2fi^,  2fi^ 
unserer  früheren  Theorie. 

Noch  bemerke  man,  dass  die  beiden  z,  mit  denen  wir  hier  ar- 
beiten, bis  auf  einen  gemeinsamen  numerischen  Factor  eben  jene  sind, 
denen  die  Darstellung  (2)  p.  290  galt.  Wir  ziehen  hieraus  als  zweite 
Darstellung  des  Galois' sehen  HauptnH>duls  vierter  Stufe  ft*): 

2^      ' 


ms— 30 


Infolge  des  einen  beweglichen  Nullpunktes  der  Verbindung  (9) 
Hesse  sich  von  den  Zq,  z^  ein  eigenartiger  Gebrauch  für  die  rationale 
ganze  Darstellung  der  ganzen  Modulformen  vierter  Stufe  überhaupt 
machen.  Wir  gehen  indessen  hierauf  nicht  näher  ein  und  unterlassen 
auch  die  Discussion  weiterer  mit  z^^  z^  cogredienter  Modulsysteme 
vierter  Stufe,  die  von  den  allgemeinen  Ansätzen  des  vorigen  Kapitels 
geliefert  werden. 

§  6.   Die  beiden  digredienten  binttren  Systeme  Za  der  Dimension  — 2 

bei  w  =  5. 

Indem  wir  zu  n  =  5  weitergehen,  unterlassen  wir  hier  zum  ersten 
Male  eine  allgemeine  Betrachtung  über  die  im  absoluten  Sinne  hierher 
gehörenden  Formen  ( —  1)"*®'  Dimension.  Der  Grund  ist,  dass  unter  den 
uns  unmittelbar  zur  Verfügung  stehenden,  analytisch  definierten  Mo- 
duln sich  Grössen  der  gemeinten  Art  nicht  finden.  Es  möchte  freilich 
nicht  schwer  halten,  von  den  ^- Teilwerten  aus  die  fraglichen  Moduln 
zu  bilden;  inzwischen  wenden  wir  uns  sogleich  zur  Specialisation  der 
allgemeinen  Ansätze  (1)  ff.  p.  357  für  n  =  5  und  werden  im  Bereich 

♦)  Cf.  „Ik08."  p.  132  (19). 
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dieser  Modulsysteme  in  der  That  alle  Grossen  gewinnen,  welche  uns 
in  I  bei  der  fünften  Stufe  beschäftigten. 

Bei  n  =s  5  kommen  für  die  cit.  Reihenentwicklungen  zum  ersten 
Male  üwei  unterschiedene  Formclassen  zur  Geltung,  als  deren  reducierte 
Formen  (2,  2,  3)  und  (1,  0,  5)  zu  nennen  sind.  An  Stelle  derselben 
werden  wir  aber  für  unsere  Reihenentwicklungen  die  mit  ihnen  äqui- 
yalenteu  Formen: 


(1)  {/ 


/•(l,  r,)  =  2S»  +  lOli,  +  IöijS 


zu  gebrauchen  haben.  Die  durch  2  geteilten  ersten  Coefficienten  dieser 
Formen  sind  |>  <=>  1  und  p  b=>  3  •  nach  der  bezüglichen  Regel  (6)  von 
p.  358  folgt  hieraus:  Die  mr  Form  f  gehörenden  Systeme  sind  durch  den 

Zusatzfactor  j/Ä  m  Moduln  fünfter  Stufe  eu  normieren^  die  Modulsysteme 

der  qtuidratischen  Form  f  aber  dur^  j^A*. 

Die  Ansätze  (1),  (2)  p.  357  liefern  nun  für  die  quadratischen 
Formen  (1)  insgesamt  zwei  temäre  Systeme  der  Aa  und  vier  binäre 
Systeme  der  0a  (sofern  wir  nur  die  beiden  niedersten  Dimensionen  be- 
handeln wollen).  Die  nähere  Betrachtung  zeigt  aber,  dass  sich  die  zu- 
nächst aufgezählten  sechs  Systeme  auf  nur  drei  unterschiedene  reducieren. 
Es  werden  nämlich  die  Aa  Entwicklungen  nach  Potenzen  von  r  mit 

den  Exponenten  r^  aufweisen,  und  es   mögen  insbesondere  x^  und  x, 

die  kleinsten  beim  ersten  bez.  zweiten  A«- System  auftretenden  Zahlen 
X  sein.     Alsdann  müssen 

20  "•     4  ^       20      '      20    '     4  "       20 

Brüche  mit  dem  Nenner  5  sein;  die  denkbar  kleinsten  Zahl  werte  sind 
also  x^  =  3 ,  Xj  =  1 ,  da  diese  Zahlen  doch  positiv  sein  müssen.  In 
den  zwölf  Ikosaederecken  der  geschlossenen  Fläche  F^q  werden  des- 
halb für  das  erste  System  der  Aa  Nullpunkte  jeweils  der  Ordnung  f , 
für  das  zweite  System  aber  solche  der  Ordnung  ^  liegen.  Da  nun 
eine  Form 

(2)  c^Ao  +  c^\  +  CgAj 

auf  F^  insgesamt  5  Nullpunkte  aufweist,  so  würden  für  den  Aus- 
druck (2),  gebildet  im  ersten  System,  5  —  9  =  —  4  Nullpunkte  als 
beweglich  übrig  bleiben,  beim  zweiten  System  aber  5  —  3  —  2.  Die 
Rechnung  zeigt  denn  auch ,  dass  die  Reihen  Ace  der  Form  f  identisch 
verschwinden,  während  wir  von  f  aus  ein  ternäres  System  mit  zwei  he- 
weglichen  Nullpunkten  gewinnen ;  dieses  System  wird  weiter  unten  näher 
zu  untersuchen  sein. 
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Indem  wir  für  die  »a  die  Überlegung  bis  zur  Bestimmung  von 
Xi  =  3  bez.  Xg  =  1  genau  wie  eben  durchführen,  kommt  nunmehr  in 
Betracht,  dass  die  Zahl  der  Nullpunkte  einer  Modulform  ( — 2)*®'  Di- 
mension auf  F^Q  zehn  ist.  Das  einzelne  von  /'(S,  ri)  gelieferte  System 
j?^ ,  0^  würde  dann  offenbar  in 

(3)  q^i  +  c,^a 

eine  Modulform  mit  einem  beweglichen  Nullpunkte  liefern,  ein  zu 
f  i^y  v)  gehörendes  System  Za  aber  eine  Form  (3)  mit  sieben  Null- 
punkten, sofern  Glieder  mit  x,  =  3  und  Xg  ==  1  in  den  Reihenent- 
wicklungen wirklich  auftreten.  Modulsysteme  sfaf  bei  denen  diese  Glieder 
fehlen,  können  aber  überhaupt  nicht  vorkommen;  denn  z.  B.  bei  f 
würde  die  nächst  kleinste  Zahl  x,  =  5  sein,  und  eine  zugehörige  Modul- 
form (3)  müsste  in  den  12  Ikosaederecken  je  in  der  Ordnung  f  ver- 
schwinden, was  mit  ihrer  Wertigkeit  10  im  Widerspruch  steht.  Gäbe 
es  aber  endlich  ztvei  unterschiedene  cogrediente  j?a-Systeme  bei  /*(g,  rf) 
[oder  auch  bei  /^(|,  rf)],  so  liessen  sich  beide  zu  einem  neuen  je?«- System 
combinieren,  in  welchem  das  Glied  mit  x^  «=  3  fehlte;  ein  solches 
System  aber  kann,  wie  wir  gerade  sehen,  nicht  existieren.  So  bleiben 
uns  nur  zwei  binäre  Systeme  ( — 2)*®'  Dimension,  eines,  xf«,  für  die  quadra- 
tische Form  /*(!,  ri),  ein  zweites,  das  wir  durcti  die  Bezeichnung  Za  unter- 
scheiden mögen,  der  Form  f\i,  rj)  entsprechend. 

Das  erste  System  können  wir  durch  die  beiden  Reihen  geben: 

mit  den  Summationsbedingungen: 

I  ^  —  a  (mod.  5),     ij  ^  1  (mod.  2) 
und  entnehmen  aus  den  Anfangstermen: 

p' =  -  2  (!j) '  »-^  (1  -  4  ♦•  +  3  r»  +  . . .) , 

die  Thatsache,  dass  die  Reihen  (4)  thatsächlich  nicht  identisch  ver- 
schwinden.   Das  Gleiche  hätten  wir  aber  auch  schon  aus  der  Gestalt: 

(6)  Za={-iy'^''2i]/^YE'r^»,{a(07C,  t^) 

oder  entwickelt: 

»  (lOm+5— 2a)« 


(7)  ^a  =  (-l)''2V^|/Ä2'(-l) 


m  y.  40 


(9) 
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schliessen  können,  Darstellungen,  welche  aus  den  allgemeinen  Formeln 
(2),  (3)  p.  281  für  unser  Modulsystem  entspringen. 

Bei  der  quadratischen  Form  f  gehen  wir  durch  Ausübung  der  Sub- 
stitution I  a=a  I',  1^  =  —  ^  '\-  VI  zur  Hauptform  (1,  0,  5)  und  können 
dann  das  Modulsystem  0a   in  einfachster  Weise  durch: 

mit  den  Summationsbedingungen: 

S  ^  —  a  (mod.  5),    S  +  i^  ^  1  (mod.  2) 

definieren.  Dass  auch  diese  Reihen  nicht  identisch  verschwinden,  er- 
sehen wir  wieder  aus  den  Anfangsgliedem  der  nach  ansteigenden 
Potenzen  von  r  geordneten  Entwicklungen: 

^/ _  +  (^)  V^'^  (1  +  lOr  —  12r*  +  8r»  +•••), 

z;^  -  (^)"rA(7  +  6r  -  3r«  —  30r'  +  •••). 

Um  unsere  Zay  0a  zu  Modulformen  fünfter  Stufe  zu  normieren, 
schreiben  wir: 

(10)  2%, e,\rL,    2S,^  +  «,VÄ, 

(11)  i?i  =  0,'(t/Ä)',      %-<(i/Ä)', 

wobei  gerade  diese  Auswahl  der  Bezeichnungsweise  sogleich  ihre  Vor- 
teile mit  sich  bringen  wird.  Indem  wir  die  Wirkung  von  S  und  T 
auf  die  ^,  r^a  aus  den  allgemeinen  Formeln  (1),  (2)  p.  313  ableiten 
wollen,  sind  die  Zahlwerte  |)  =  1  bez.  |)  =  3  in  bekannter  Weise  zu 
berücksichtigen.  Wir  finden  nach  Tcurzer  Zwischenrechnung  als  Wirkung 
von  S  und  T  auf  die  g«  •* 

(12)  iß)  Sx'-e'ex,     «,'  =  «*&,, 

lV5g,'=-(««-6»)&-(«-«*)6„ 
während  sieh  für  das  System  der  ija  die  beiden  SubsUMionen  anschliessen : 
(14)  (S)  %''=«%,    %'-=«*%, 

/&%'  =  -  («*  -  e')!?!  —  («  -  e*)tii, 
yöij,'  =  -  (6  -  O^?!  +  («*  -  «»)'»« • 

Wir  haben  also  hier  wieder  den  Fall  zweier  digredienten  Systeme 
fünfter  Stufe,  der  uns  im  vorigen  Abschnitt  (p.  139  ff.)  beschäftigte. 
Dank  der  in  (10)  und  (11)  gewählten  Bezeichnungs weise  stimmen  die 
jetzigen  Formeln  mit  den  damaligen  (4)  p.  139  genau  überein. 


(15)  (T)         { 
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Fassen  wir  endlich  noch  zusammen,  was  aus  den  voraufgehenden 
Entwicklungen  unmittelbar  hervorgeht:  Die  ia  sind  von  der  Dimension 
—  5,  die  ria  von  der  Dimension  —11;  von  den  25  Ntdlpunkten  einer 
heutigen  Form  (Cjgi  +  C2S2)  ^^  ^^^  ^**^  beweglichy  die  übrigen  24  ver- 
teilen sich  zu  zwei  auf  die  zwölf  Ikosaederecken  von  F^ ;  von  den  55  Null- 
punkten der  Form  (c^i^i  -|-  ^^2)  ^^^  insgesamt  sieben  beweglich,  tcährend 
sich  die  übrigen  48  zu  je  vier  auf  die  zwölf  Ikosaederecken  verteilen. 
Diese  Sätze  werden  das  Fundament  unserer  weiteren  Überlegung  aus- 
machen. 

§  7.     Analytische  BildungsgesetEe  für  den  Galois'sohen  Haupt- 
modal  S(<o)*     Zarüokfiihrung  der  i}a  auf  die  ^. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  definierten  Moduln  ii,  ^  sind  mit 
den  ts)  Si  a,us  I  p.  631  cogredient\  es  gelingt  aber  auch  hier  vneder 
leicht;  die  Identität  der  beiderlei  Systeme  in  der  bisher  üblichen  Art 
zu  beweisen.  Da  nämlich  ^Si  4~  ^^  '^^^  einen  beweglichen  Nullpunkt 
auf  Fqq  hat,  so  gilt  für  den  Hauptmodul  fünfter  Stufe  i{p)  die  Dar- 
stellung: 

Nun  verschwindet  bei  o  =  ioo  der  Quotient  g,  :  gj  wie  ri;  eben  dies 
ist  aber  auch  nach  I  p.  614  (6)  der  Näherungswert  von  i  bei  ob-ioo, 
so  dass  in  (1)  c,  =  0  und  c^  ==  d^  ist.  Da  ferner  J  wie  auch  g^  :  t^ 
bei  Ausübung  von  S  übereinstimmend  den  Factor  s  annehmen ,  so 
muss  ^1  =  0  sein.  Es  ist  demnach  g(a>)  der  Quotient  von  gj  und  t^y 
so  dass  wir  für  den  Galoi^ sehen  Hauptmodul  g  (co)  die  analytischen  Dar- 
stellungen besitzen*): 

OD  Sm^-^m 

^  (_  D".  —*~ 

msB  — OD 

Jetzt  rechne  man  ferner  aus,  dass  die  neuen  gj ,  ^  bei  co  «=  icx) 
dieselben  Anfangsterme  der  Entwicklung  nach  r  aufweisen,  wie  die  in 
I  gebildeten  tsj  ti)  nämlich: 

*)  Die  hiermit  gelieferte  Darstellang  von  f  (©)  darch  die  ^, -Function  wurde 
von  Hrn.  Klein  zuerst  in  der  Note:  Über  gewisse  Teüwerle  der  d^^  -  Function, 
Math.  Ann.  Bd.  17  (1881),  angegeben. 
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Die  genaue  Identität  beider  Systeme  ist  damit  durch  die  Bemerkung 
bewiesen,  dass  die  Ikosaederform  f,  gebildet  für  tu  t^j  zufolge  einer 
bekannten  Zwischenbetrachtung  mit  — A^  identisch  sein  muss,  und 
dass  eben  dies  auch  der  Wert  von  /"(gj,  t^  ist. 

Die  beiden  Formen  (—5)*®'  Dimension  J^,  Jg  sind  besonders  ge- 
eignet, mit  Zuhülfenahme  der  Discriminante  A  eine  rationale  ganze 
Darstellung  für  alle  ganzen  Modulformen  fünfter  Stufe  überhaupt  zu 
leisten.  Ist  etwa  Z(c}i,  o^)  eine  ganze  Modulform  fünfter  Stufe  der 
Dimension  — v,  so  wird  dieselbe  auf  F^q  im  ganzen  5v  einfache  Null- 
punkte besitzen.  Nun  hatte  der  Ausdruck  (a^i  +  6S2)  ^^^  ^^och  einen 
beweglichen  Nullpunkt,  und  man  bilde  sich  daraufhin  die  5v  Aus- 
drücke (fliti  +  hi2)}  welche  in  den  5v  Nullpunkten  von  Z{(d^j  ca^ 
verschwinden.    Alsdann  wird  offenbar  der  Quotient  von 

(5)  Yl  (^<Si  +  ^«S«)  und  Z(a>x,  Og) 

•==1 

eine  gansse  Modulform  fünfter  Stufe  darstellen,  insofern  sie  auf  F^^ 
nicht  unendlich  wird;  zudem  ist  diese  Modulform  von  der  Dimension 
—  24i/,  und  ihre  120i;  Nullpunkte  verteilen  sich  zu  je  lOv  auf  die 
zwölf  Ikosaederecken.  Es  giebt  nur  eine  Modulform  dieser  Art,  näm- 
lich A^*';  also  entspringt  für  Z  die  Darstellung: 

6» 

TlioiSi  +  hiS,) 


(6)       *  ^(Pu  ^2)  =  ^2^ 

Verschwindet  Z  selbst  in  allen  12  Ikosaederecken  in  gewisser 
Ordnung,  so  werden  sich  im  Zähler  von  (6)  einige  Factoren  in  eine 
Potenz  von  A  zusammenziehen  lassen,  die  man  dann  gegen  den  Nenner 
heben  mag.  Dieser  Umstand  tritt  ein,  wenn  wir  jetzt  unsere  beiden 
rii,  rj2  nach  der  Regel  (6)  durch  ta  ausdrücken  wollen.  Den  sieben 
freien  Nullpunkten  der  rja  entsprechend  werden  wir  für  das  einzelne 
rja  ein  Product  von  sieben  Factoren  («Si  +  ^Ss)  hilden  müssen,  welches 
der  Dimension  — 35  angehört  und  in  den  zwölf  Ikosaederecken  je 
14-fach  verschwindet.  Dividieren  wir  also  das  gebildete  Product  noch 
durch  A*,  so  kommt  ein  Quotient  der  Dimension  — 11  mit  je  4  festen 
Nullpunkten  in  den  Ecken.  Sind  demgemäss  ^  und  f^  gewisse  ganze 
homogene  Verbindungen  7*^  Grades  der  g^,  gg,  so  muss  es  für  i^^,  r^^ 
die  Darstellungen  geben: 

/7\  ^     /l  (»i  I  ftt)         ^    ft  (tl»bs) 

CO  Vi  =  — ^1— ;     ^«—       A» 
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Die  Bestimmung  der  fa  ist  äusserst  leicht.  Erstlich  kann  nämlich 
/i  nur  solche  Glieder  Si^gg'""*  enthalten,  welche  sich  bei  der  Substi- 
tution S  um  den  Factor  b  ändern.  Beim  Verhalten  von  t^^y  t^  gegen- 
über S  würde  also  x  der  Congruenz: 

3x  -f  2  (7  —  x)  =  1  (mod.  5) 

genügen  müssen,  so  dass  x^2  (mod.  5)  ist  und  also  nur  die  zwei 
Glieder  g^',  l^i^  auftreten.  Indem  man  ihn  ähnlicher  Weise  bei  1^2 
verfährt,  kommen  die  Ansätze: 

die  sich  für  die  ursprünglichen  Ha ,  ^a  umschreiben  in: 


2' A<  =  —  a^J  +  6;^i*V»     2'AV  =  —  c^^^^V  +  ^^ 


7 


2 


Zur  Bestimmung  der  Constanten  a,  6,  c,  d  benutzen  wir  die  Reihen- 
entwicklungen. Um  dies  etwa  für  a,  b  auszuführen,  so  ergiebt  die 
Substitution  der  betreffenden  Reihen  in  den  aufgeschriebenen  Ansatz: 

—  r*S  (7  -  162r)  =  ar^  +  brü  (1  —  23r). 

Wir  lesen  daraus  ab:  6  =  —  7,  a  =  l.  Durch  eine  analoge  Rechnung 
findet  man  c  =  7,  d=  1,  so  dass  die  Darstellung  der  ri^y  ri^  vermöge 
^  Si>  £2  geleistet  ist  durch: 

(8)  ^'ri,  =  t,' -  u,%\  ^'%-ni%'  +  t,'- 

An  die  somit  gewonnenen  Formeln  knüpft  sich  eine  interessante 
historische  Bemerkung.  Indem  wir  die  g«  -  Substitutionen  ausüben, 
werden  sich  die  beiden  Ausdrücke  auf  den  rechten  Seiten  von  (8) 
linear  substituieren,  und  zwar  cogredient  mit  r^^,  %f  oder  auch,  was 
wir  nun  betonen,  contragredient  mit  i^j,  —  r^i  *).  Dieserhalb  wird  der 
doppelt -binäre  Ausdruck: 

(9)  n.  (7  ii'  5,*  +  &.')  +  n2  0  ei^  e,'  -  Si') 

formell  in  sich  selbst  übergehen  müssen,  falls  man  auf  ihn  simultan 
die  digredienten  1^,  g- Substitutionen  ausübt  Dass  der  Wert  des  Aus- 
drucks (9)  unverändert  bleibt,  ist  selbstverständlich;  er  ist  ja  einfach 
mit  Null  identisch  zufolge  der  für  uns  vorliegenden  functionentheo- 
retischen  Beziehungen  zwischen  ria  und  ^.  Es  war  also  Nachdruck 
darauf  zu  legen,  dass  sich  auch  die  Gestalt  von  (9)  unverändert  repro- 

*)  Wir  erinnern  hier  knrz  an  den  aligemeinen  Begriff  der  Contragredienz: 
zwei  Systeme  von  gleichviel  Variabelen  a^j,  rc,  . .  • ,  x^\  Vu  y«  •••»  y„|  heisaen 
contragredient,  wenn  sie  gleichzeitig  solchen  Substitutionen  unterworfen  werden, 
dass  die  ursprünglichen  und  transformierten  Werte  der  Variabelen  durch  die 
Identität 

«i'y/  +  ^i'yi'  +  •  •  •  +  si^r^Vm  =  ^lyi  +  ^ty»  +  •  •  •  +  ^mym 

verbunden  sind. 

Klein-Erioke,  Modolftmotioiieii.  IL  25 
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duciert;  dass  also  die  InvariaDZ  bei  beliebigen  Werten  der  digredienten 
Variabelen  rjof  U  besteht. 

Es  hat  nun  Hr.  Gordan  schon  vor  längerer  Zeit  das  vollständige 
System  der  doppelt-binären  Formen  aufgestellt,  welche,  wie  die  Form 
(9),  gegenüber  den  simultanen  digredienten  Substitutionen  (gestaltlich) 
absolut  invariant  sind*).  Neben  einer  grösseren  Reihe  anderer  For- 
men**) finden  sich  insgesamt  vier  Formen,  welche  in  ly,,  rj^  linear 
sind;  die  erste  ist  die  Form  (9),  die  übrigen  drei  zeigen  in  den  g» 
bez.  die  Grade  13,  17  und  23.  Jede  fernere  invariante  Form,  die  in 
den  rja  linear  ist,  wird  sich  linear  und  homogen  aus  jenen  vier  Formen 
aufbauen,  wobei  die  Coefficienten  solche  rationale  ganze  Verbindungen 
der  Ikosaederformen  /"(Si,  £2),  S{ti9  £2)»  ^(Sl;  ti)  sind,  dass  der  Ge- 
samtausdruck in  den  £«  Homogeneität  zeigt.  Eine  Anwendung  dieses 
Satzes  könnte  man  insbesondere  auf  diejenigen  binären,  mit  den  tja 
cogredienten  Modulsysieme  machen,  welche  für  die  höheren  Dimen- 
sionen —  4,  — 6  etc.  von  den  allgemeinen  Ansätzen  des  vorigen  Ka- 
pitels geliefert  werden:  Alle  diese  Modulsysteme  würden  lineare  Com- 
binationen  von  vieren  unter  ihnen  sein  müssen,  wobei  die  Coefficienten 
dieser  linearen  Verbindungen  ganze  Modulformen  erster  Stufe  wären. 
Inzwischen  würde  es  zu  weit  führen,  wollten  wir  ausführlicher  auf  diese 
Gegenstände  eingehen***).  Analoge  Untersuchungen  hätten  wir  übrigens 
schon  bei  den  vorangehenden  Stufen  ausführen  können. 

§  8.     Formentheoretisohe    Gestalt   der   Resolvente    fünften    Grades 
der  Ikosaedergleiohxmg.     Beziehnng  znni  Hanptmodnl  t  der  Unter- 
gruppe  Tg. 

Im  Anschluss  an  die  Formen  ^^  rja  finden  wir  Gelegenheit,  hier 
nochmals  auf  die  Resolvente  fünften   Grades  fünfter  Stufe   zurückzu- 


♦)   Im  Verlaufe  der  Abh.  „Über  die  Auflösung  der  Gleichungen  vom   6*®^ 
Grade'',  Math.  Ann.  Bd.  13  (1878). 

**)  Man  sehe  insbesondere  die  1.  c.  gegebene  tabellarische  Zusammenstellung 
Gordan 's.  Die  Diagonalglieder  der  Tabelle  enthalten  die  Formen  gleich  hoher 
Dimension  in  Va*  ^a'*  ^^  ^^^^  ^^^^  ^^®  ^^^^  ^1^®°  P*  ^^^  anter  (11)  aufgezählten 
Bildungen.     Vgl.  auch  Ikos.  p.  194  ff. 

***)  Die  vier  im  Texte  genannten  doppelt -binären  Formen  der  Art  (9)  sind 
übrigens  bei  Gordan  wenigstens  z.  T.  nur  in  symbolischer  Gestalt  angegeben.  Die 
fertigen  Ausdrücke  findet  man  yollstündig  zusammengestellt  in  der  Dissertation 
von  Hm.  0.  Fischer  „Canforme  Abbildung  sphärischer  Dreiecke  auf  einander 
mittels  algebraischer  Functionen''  (Leipzig,  1886)  p.  63.  Es  werden  dortselbst  die 
Abbildungen  untersucht,  wie  sie  unter  andern  durch  Gleichungen  der  Art  (9)  von 
einem  Ikosaederdreieck  der  f- Ebene  auf  die  Ebene  der  complexen  Variabelen 
7?  =  i?i  :  I?,  vermittelt  werden. 
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kommen,  für  welche  wir  eine  erste ,  functionentheoretische  Gestalt  in 
I  p.  649  (4)  kennen  lernten.  Es  gilt  eine  formentheoretische  Gestalt 
für  die  Resolvente  fünften  Grades  abzuleiten,  welche  die  Gestalt  einer 
Hauptgleichung  fünften  Grades  hat,  d.  h.  einer  Gleichung,  in  welcher 
ausser  der  vierten  Potenz  der  Unbekannten  auch  noch  deren  dritte  fehlt*). 
Wir  knüpfen  hier  zweckmässig  an  die  Entwicklungen  im  vorigen 
Abschnitt  p.  139  u.  f.,  wo  wir  in  den  fünf,  den  Werten  v  =  0,  1,  ..., 
4  entsprechend  zu  bildenden  Ausdrücken 

(1)  e^%ri,  -  B'^fi,  +  e^%ri,  +  B%ri, 

Grössen  erkannten,  welche  gegenüber  S  und  T  das  1.  c.  unter  (9)  an- 
gegebene Verhalten  zeigen.  Indem  wir  jetzt  unter  f«,  rja  unsere  vor- 
aufgehend betrachteten  Moduln  verstehen,  haben  wir  in  (1)  fünf  Modul- 
formen fünfter  Stufe  definiert,  die  sich  bei  Ausübung  von  S  und  T 
einfach  permutieren,  und  die  demnach  ein  System  gleichberechtigter 
Moduln  vorstellen.  Dieselben  sind  von  der  Dimension  — 16  und  ver- 
schwinden in  den  zwölf  Ikosaederecken  je  im  Grade  6;  eben  dieser- 
halb  werden  auch  noch  die  Quotienten  der  Ausdrücke  (1)  und  A  ganze 
Modulformen  fünfter  Stufe,  und  zwar  der  Dimension  —  4  vorstellen. 
Die  so  erhaltenen  fünf  gleichberechtigten  Quotienten  nennen  wir  y^ 
und  finden  insbesondere  für  y^  die  Anfangsglieder  der  Potenzent- 
wicklung: 

(2)  yo  =  (^)  *  { ^*  +  »•*  +  7  »•*  -  7  r*  +  . . . }  . 

Als  eine  unter  fünf  gleichberechtigten  ganzen  Modulformen  ge- 
nügt Pq  einer  Gleichung  fünften  Grades,  deren  Coefficienten  ganze 
Modulformen  erster  Stufe  sind,  während  der  Coefficient  des  höchsten 
Gliedes  gleich  1  ist.  Da  die  y^  bei  ©  =  tcx)  verschwinden,  so  werden 
die  Coefficienten  in  der  fraglichen  Gleichung  fünften  Grades  nach 
einem  oft  benutzten  Satze  durchgehends  den  Factor  A  aufweisen.  Diese 
Gleichung  hat  also  notwendig  die  Gestalt: 

(3)  y'  +  aAy^  +  hg.Ay  +  cg.^A  =  0 , 

indem  ganze  Modulformen  erster  Stufe  mit  dem  Factor  A  eben  erst  von 
der  Dimension  — 12  an  auftreten.  Zur  Bestimmung  von  a,  6,  c  setze 
man  in  (3)  für  y  die  Entwicklung  (2)  ein  und  benutze  die  Anfangs- 
terhie  für  A  und  g^]  man  findet  so  nach  kurzer  Rechnung  als  formen- 
theoretische  Gestalt  der  Besolvente  fünften  Grades: 

(4)  j^  -  40A.  y«  -  60(7,A.  y  -  lAAg^^A  =  0. 

*)  Vgl.  hierzu  insbesondere  „Ikos."  p.  106 — 107;  man  hat  in  der  dort  con- 
stmierten  ^Hanptresolvente"  der  Ikosaedergleichung  nnr  m  ■—  —  g^ ,  n  =  0  zu 
setzen,  um  die  nonmehr  im  Texte  abzuleitende  Gleichung  zu  gewinnen. 

26* 


B88     V,  4.  Formeniheoretisch- analytische  Ausführongen  für  niedere  Stufen. 

Bei  der  Zurückführung  der  Gleichung  (4)  auf  die  .functionentheo- 
retische  Resolvente  5*®"  Grades  wolle  man  zuerst  überlegen,  welcher 
von  den  fünf  Moduln  y^  zu  dem  in  I  p.  647  in  Fig.  98  gezeichneten 
Polygon  jPs  gehört;  es  wird  einfach  y^  sein,  was  wir  aus  der  Sym- 
metrie dieses  Polygons  bezüglich  der  imaginären  oi-Axe  mit  Rücksicht 
auf  die  reellen  Entwicklungscoefficienten  in  (2)  beweisen.  Auf  dem 
Polygon  F^  ist  nun  y^  als  Form  der  Dimension  —  4  von  der  Wertig- 
keit f ;  ein  Nullpunkt  entfallt,  wie  man  in  (2)  sieht,  nach  der  Spitze 
CO  t=:  ^cx>;  die  beiden  anderen,  je  in  der  Ordnung  ^,  finden  sich  nach 
den  Regeln  des  §  1  (p.  364)  in  den  beiden  Ausnahmepunkten  h,  welche 
jPg  aufweist.  In  diesen  beiden  Punkten  h  wird  demnach  der  Quotient 
g^  :  j/o  endlich  und  von  Null  verschieden  sein;  dagegen  wird  dieser 
Quotient  im  dritten  Punkte  h  von  F^  offenbar  einfach  verschwinden 
müssen  und  übrigens  in  der  Spitze  cd  =  t  oo  in  der  Ordnung  eins  un- 
endlich werden;  sonstige  Null-  und  Unstetigkeitspunkte  treten  aber 
für  g^  :  y^  nicht  auf.  Es  ist  dieserhalb  der  in  Rede  stehende  Quotient 
mit  dem  in  I  für  F^^  definierten  Hauptmodul  r  durch  eine  beiderseits 
lineare  Gleichung  verknüpft,  und  wir  schliessen  aus  der  Wertever- 
teilung von  T  auf  den  Ansatz: 

(^  — 3)yo  =  ^-5'2- 

Durch  Näherungsrechnung  bei  o  =  icx)  findet  man  sofort  c  ==  — 12, 
so  dass  die  zwischen  y^  und  x  bestehende  Belation  die  Gestalt  hat: 

(5)  yo  =  B.' 

Zur  Prüfung  unserer  Entwicklung  führe  man  den  hiermit  ge- 
wonnenen Ausdruck  von  y^  in  (4)  ein  und  findet: 

(r  -  3)»  {(r  —  3)«  -  5(r  —  3)  +  40}  +  1728J=  0, 

oder  etwas  weiter  entwickelt: 

(r  — 3)»(r«-  llr  +  64)+  1728e7=0, 

womit  die  functionentheoretische  Resolvente  wiedergewonnen  ist. 

§  9.     Das  tem&re  ModtOsystem  fünfter  Stufe  der  Aa. 

Es  bleibt  jetzt  noch  die  Discussion  des  in  §  6  (p.  380)  aufge- 
fundenen ternären  Systems  der  A«,  welches  wir  durch  die  Reihen: 

(1)  A„  =  ^^(-l)^r    «> 

mit  den  Bedingungen: 

S  ^  —  a  (mod.  5),    5  +  ij  ^  1  (mod.  2) 
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zu  definieren  haben*).   Die  Anfangsterme  der  Reihenentwicklungen  sind: 

(2)  Ja, (|^)r'^{l  — 2r*-2r»+2r5+r«+...[, 

Aij=  +  (!^)r^  jl_2r+r»-2r*+2r»+-.}- 

Um  die  Aa  zu  Moduln  fünfter  Stufe  zu  normieren ;  schreiben  wir: 

(3)  Ao 2Äoi/Ä,     A, Ä,i/A,     A, Ä^j/Ä, 

SO  dass  nur  erst  die  Producte  AaA  ganze  Modulformen  fünfter  Stufe 
werden;  wir  wollen  übrigens  diese,  für  die  normierten  Moduln  bereits 

p.  332  in  Aussicht  genommene,  genauere  Bezeichnung  A  nur  dann  an- 
wenden, wenn  es  zur  Unterscheidung  notwendig  ist.  Die  Anfangsterme 
der  Entwicklungen  für  die  normierten  A«  sind: 

W         A,  =  -fe)',      ^  =  +  (f;)^-i,      A,  =  -(f;)Vi; 

ihr  Verhalten  bei  S  und  T  ist: 

(o)  Aq  =  Aq  ,     Aj  =  6  Aj ,     A2  =  €  Aj , 

Vö  Ao' =  Ao  +  A.  +  A,, 

(T)     Yö  A.'  =  2Ao  +  («*  +  «')Ai  +  («  +  «*)  A, , 
1/5  A,'  «  2Ao  +  (f  +  «*)Ai  +  (a'  +  «»)A,, 

wie  man  unter  Rücksicht  auf  den  in  der  ersten  Formel  (3)  rechter 
Hand  aufgenommenen  Factor  2  aus  den  früheren  Regeln  leicht  ab- 
leitet. Der  Vergleich  mit  I  p.  644  (4)  liefert  nunmehr  das  Resultat: 
Die  jetzt  auf  analytischem  Wege  definierten  normierten  Moduln  A«  sind 
mit  den  in  I  bei  n  =  5  gebildeten  Grössen  A«  cogredient  Die  beiderlei 
Systeme  sind  überdies  von  gleicher  Dimension  und  stimmen  in  den 
Anfangstermen  (4)  überein**). 

Wie  wir  schon  in  §  6  feststellten,  besitzt  die  ganze  Modulform 
5***  Stufe  (—  10)*~  Dimension 
(5)  A(CoAo  +  CxAi  +  c,A,) 

auf  Fqq  nur  zwei  bewegliche  Nullpunkte,  so  dass  in  den  12  Ikosaeder- 
ecken  je  vier   Nullpunkte  festliegen.    Eben  deshalb  ist  der  Ausdruck 

*)  Auch  das  im  vorigen  Kap.  p.  829  ff.  allgemein  eingeführte  System  der  A^ 
führt  für  n  s=  5  znm  hier  vorliegenden  Modulsjstem  zurück.  Man  sehe  darüber 
„Normalcurven"  §  20. 

**)  In  letzterem  Betracht  vgl.  man  in  I  die  Formeln  (1)  p.  648  und  (2)  p.  619* 
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(5)  als  ganze  homogene  Function  zweiten  Grades  von  g,,  gg  darstell- 
bar, ohne  dass  noch  irgend  eine  Potenz  von  A  multiplicativ  hinzu- 
träte. In  den  drei  Ausdrücken  AA«  haben  wir  somit  solche  quadratische 
Verbindungen  von  gj,  gj,  die  gegenüber  S  das  Verhalten  der  A«  teilen. 
Man  entnimmt  daraufhin  aus  (12)  p.  382  unmittelbar  das  Ergebnis, 
dass  die  drei  Producte  AA«  bis  auf  numerische  Factoren  mit  ^^  •  ^ 
bez.  ^2*  ^°d  ^j^  identisch  sind.  Wie  diese  Factoren  heissen  müssen, 
ergiebt  sich  aus  den  Anfangsgliedem  der  bezüglichen  Reihenentwick- 
lungen; wir  finden  die  Ergebnisse: 

(6)  Ao  =  -^,     A,-  +  ^,     A,  =  -^*. 

Erinnert  man  sich,  dass  die  jetzigen  Moduln  g^,  gg  aus  dem  in  Bd.  I  mit 

dieser  Bezeichnung  belegten  System  durch  Normierung  mit  |/A  her- 
vorgehen (cf.  I  p.  631  (9)),  so  ergiebt  der  Vergleich  der  eben  gebil- 
deten Formeln  (6)  mit  denen  in  I  p.  643  (1)  die  Identität  der  damaligm 
Aa  mit  den  neuen  Moduln  A«  fünßer  Stufe. 

Hiermit  haben  wir  in  der  That  für  die  gesamten  in  Bd.  I  bei 
n  =  5  untersuchten  Moduln  analytische  Darstellungen  mitteilen  können. 

§  10.     Analytisohe  Darstellxuigen  für  die  einfachsten  Modul- 
fanctionen  seohster  Stufe  j/(ai)  und  x(cj)*). 

Den  Modulfunctionen  sechster  Stufe  galten  die  Entwicklungen  in 
I  p.  683  ff.  Es  erschien  damals  zweckmässig,  als  ein  volles  Modul- 
system für  n  =  6  eine  auf  dem  Polygon  F^^  dreiwertige  Function  y(ai) 
mit  einer  zweiwertigen  x(ai)  zusammenzustellen.  Jene  wechselte  bei 
Ausübung  von  S  ihr  Zeichen,  diese  nahm  den  Factor  q^  an,  und  sie 
waren  an  einander  gebunden  durch  die  Relation  x^  •}-  y^  >=  1]  merken 
wir  endlich  auch  noch  die  Anfangsglieder  der  Entwicklungen  nach  r  an: 

(1)  y  =  +  r^^>     x=  —  r-i. 

Es  lassen  sich  nun  für  y  und  x  äusserst  einfache  analytische 
Darstellungen  vermöge  der  Function  d'^  angeben.  Dieselben  sollen 
hier,  übrigens  unter  Beiseitelassung  mancher  Einzelheiten  der  Zwischen- 
entwicklung, angegeben  werden;  man  wird  diese  überall  leicht  ergänzen. 

Um  mit  y((D)  zu  beginnen,  so  ist  y^(a))  ein  Hauptmodul  für  das 
Transformationspolygon  sechster  Ordnung  jP^a**),  auf  welchem  derselbe 
in  der  Spitze  (o  =  ioo  unstetig  und  bei  co  =  ^  zu  Null  wird.  Nach  p.  366 


*)  Man  vgl.  hier  die  Arbeit  des  Herausgebers  „Die  Congruenzgruppen  der 
sechsten  Stufe*',  Math.  Ann.  Bd.  29  p.  97  (1886),  insbesondere  §  10. 
*♦)  Cf.  Fig.  1  p.  42  oder  auch  I  p.  867  Fig.  86. 
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ist   nun   die   Modulform  f— j  *ö'2*(r)   diesem  Polygon   F^^   adjungiert 

und  wird  auf  demselben  zwei  Nullpunkte  aufweisen,  die  nur  in  den 
Spitzen  desselben  gelegen  sein  können.  Ein  Nullpunkt  der  Ordnung 
^  findet  sich  bei  m  =  ioo,  der  andere  von  der  Ordnung  f  bei  o  =  ^; 
man   beachte   hierbei ,   dass   die  fragliche   Modulform   nur  in   solchen 

Spitzen  —  verschwindet,  welche  gerades  y  aufweisen.  Da  unsere  Modul- 
form zur  2*®^  Stufe  gehört,  so  wird  sie  durch  Transformation  dritter 
Ordnung  eine  absolut  zur  6**^  Stufe  gehörende  Form  ergeben.     Ins- 

— )  '^s^CO   ^^^   Polygon  jF\2    a^l" 

jungiert;  sie  verschwindet  bei  ai  «=  i<X)  in  der  Ordnung  |-,  bei  co  =  ^ 
in  der  Ordnung  ^.  Hieraus  ist  mit  Rücksicht  auf  (1)  ohne  weiteres 
evident,  da^  sich  y{(o)  durch  dg  in  der  nachfolgenden  Weise  dar- 
stelleti  lässt: 

(2)  y(°')-|v|^' 

Tragen  wir  die  Reihenentwicklungen  ein,  so  setzt  sich  der  explicite  Auf- 
druck für  y  zweckmässig  in  die  Gestalt: 

(3)  V^)  =  r-K  ^ 


8TO(m-|-l) 

W=30 


Um  eine  entsprechende  Darstellung  für  x{p)  zu  gewinnen,  wenden 
wir  Transformation  dritter  Ordnung  auf  y  an   und  untersuchen  den 

Ausdruck  ^^(t)-     Diese  Grösse  gehört,  wie  man  leicht  feststellt,  als 

Hauptmodul  zu  der  durch  /J  ^  0  (mod.  3),  y  ^  0  (mod.  2)  definierten 
Gongruenzgruppe  V^^  der  sechsten  Stufe.  Das  zugehörige  Polygon  ge- 
winnt die  übersichtlichste  Gestalt  durch  Einlagerung  in  Fig.  84  I 
p.  365;  es  besteht  daselbst  einfach  aus  jenem  gleichschenkligen  Drei- 
eck"; dessen  Eckpunkte  c  die  Bezeichnungen  2,  5  und  c^  tragen.  Hierbei 
sind  die  beiden  kleineren  Dreiecksseiten  einander  zugewiesen,  während 
von  der  grössten  Seite  die  linke  Hälfte  der  rechten  zugehört  Die  Be- 
ziehung dieses  Polygons  zu  dem  von  x  wird  man  jetzt  leicht  fest- 
stellen und  kleidet  die  Ergebnisse  dieser  geometrischen  Überlegung 
ohne  weiteres  in  die  Formel: 


»•(I) 


'    \3/  tx{m)  —  ly 
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Unter  Benutzung  der  zwischen  x  und  y  bestehenden  Relation  ergiebt 
sich  von  hier  aus  leicht: 

so  dass  tmr  mit  Rücksicht  auf  (2)  und  (1)  ßr  x{cs)  die  Darstelhing 
durch  d-cj,  gewinnen: 

(4)  x{a>)  = ^-^5 

Weiter  folgt  durch  Eintragung  der  Beihen: 


«       (6m  +  l)*  ^    8"«'  +  ^ 


4^  _     ^'• 

(5)  x{<a) sf-rr-TT^ »*  *•-" 


2 


0  0 

ein  Resultat,  das  sich  an  Einfachheit  des  Ausdrucks  durchaus  mit 
Formel  (3)  auf  gleiche  Stufe  stellt. 

§  11.     Analytisohe  Darstellungen  für  die  in  Bd.  I  betrachteten 
Systeme  der  Za  und  Aa  von  siebenter  Stufe. 

Die  allgemein  angesetzten  Modulsysteme  in  den  beiden  Schluss- 
paragraphen des  vorigen  Kapitels  gehören  für  n=l  ohne  weitere 
Normierung  absolut  der  siebenten  Stufe  an;  mögen  wir  uns  vorab 
daraufhin  allgemein  orientieren,  wie  viele  unterschiedene  temäre  Za- 
Systeme  hier  eintreten  können.  Sei  eines  unter  ihnen  z^y  z^,  z^,  so  wird 
die  Modnlform': 

(1)  C^Zi  +  c^z^  +  c^z^ 

auf  Fi^  im  ganzen  28  einfache  Nullpunkte  haben.    Nun  verschwinden 

a 

die  Za  in  den  Spitzen  sämtlich,  und  es  sei  r'^  die  niederste  in  den 
Entwicklungen  der  Za  auftretende  Potenz  von  r.  Alsdann  ist  6  jeden- 
falls >  0,  und  es  liegen  von  den  28  Nullpunkten  des  Ausdrucks  (1) 
in  den  24  Punkten  c  je  6  fest.  Man  sieht,  dass  notwendig  6=1  ist, 
so  dass  der  Ausdruck  (1)  noch  vier  bewegliche  Nullpunkte  hat.  Indem 
aber  eines  unter  den  Za  gegenüber  S  die  Einheitswurzel  £  als  Factor 
annimmt,  sind  die  Za,  wie  man  mit  Hülfe  von  (1),  (2)  p.  313  fest- 
stellen wolle,  entweder  direct  oder  nach  einer  Permutation  der  unteren 
Indices  a  mit  den  in  I  p.  705  untersuditen  Za  cogredient  Da  demzufolge 
alle  vom  vorigen  Kapitel  gelieferten  je?«- Systeme  auch  unter  sich  co- 
gredient sind,  so  müssen  sie  alle  im  wesentlichen  mit  einander  überein* 
stimmen;  denn  gäbe  es  zwei  unterschiedene,  so  würden  wir  aus  beiden 
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linear  ein  neues  je^a- System  zusammensetzen  können,  bei  dem  die  eben 
mit  ö  bezeichnete  ganze  Zahl  im  Widerspruch  mit  unserer  Überlegung 
>  1  sein  würde.  Dass  wir  aber  hier  direct  mt  dem  Za- System  am  Bd.  I 
zurückkommen,  folgt  aus  dem  Umstände,  dass  eben  jene  Grössen  Za 
gleichfalls  ganze  Modulformen  7^'  Stufe  waren.  Wir  hatten  sie  nämlich 
vermöge  der  Formeln: 

»a  *^* j j — 

aus  den  Integralen  erster  Gattung  ja(fl>)  der  7**"  Stufe  abgeleitet,  und 
auf  diesem  Wege  gewinnt  man  stets  ganze  algebraische  Modulformen 
( — 2)***  Dimension.  Man  könnte  hierbei  höchstens  noch  in  den  Poly- 
gonspitzen das  Eintreten  von  ünstetigkeitspunkten  vermuten;  inzwischen 
weist  die  Umgestaltung  des  Differentials: 


"Inj  ^_  /^V_L 

e0|da>3  —  ffljdooi  xo),/    dr 


diese  Möglichkeit  ab. 

Um  Potenzentwicklungen  für  unser  temäres  Modulsystem  zu  ge- 
winnen, dürfen  wir  hiernach  unter  den  Ansätzen  des  vorigen  Kapitels 
eine  beliebige  Auswahl  treffen;  setzen  wir  etwa: 

wobei  wir  (unter  unwesentlicher  Modification  der  früheren  Festsetzung) 
die  Summationsbedingung  so  vorschreiben  wollen,  dass  £,  ri  alle  der 
Bedingung: 

(3)  6  =  2a«  (mod.  7) 

genügenden  Combinationen  ganzer  Zahlen  durchlaufen  soll.  Diese  Za 
sind  ohne  weiteres  mit  den  in  Bd.  I  unter  dieser  Bezeichnung  gedachten 
Modulformen  identisch;  indem  wir  nämlich  die  Reihen  (2)  nach  an- 
steigenden Potenzen  ordnen,  kommt: 


(4) 


'  *"!  =  -  (^  »"*  (1  -  4r  +  3»»  +  5r»  +  •.•), 
;?,  =  +  (!')* r+ (1  -  3r  +   «   +4r» +  .••), 


und  hier  stimmen  in  der  That  die  An&ngsterme  mit  den  Angaben  (5) 
in  I  p.  736  genau  überein. 

Als  Barstellungen  unserer  Grössen  Za  durch  die  d'^- Function  leiten 
wir  aus  (2)  p.  281  die  folgenden  ab: 
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(5)  ,,  _  fc^'  >/5 


dabei  soll  ß  die  Zahlwerte  1;  2,  3  durchlaufen,  und  es  ist: 

(6)  a  =  /J*  (mod.  7). 

Trägt  man  für  die  d^  ihre  Reihenentwicklungen  ein,  so  ergeben  sich 
für  die  Za- Quotienten  folgende  Darstellungen*): 

(7)  0^:z^:z^  = 

*  (14W  +  5)»         •  (liin-l)«         *  (Uw-fS)» 

—  ^(—  l)'«r        ^«         :^'(_l)my        66  .^^(_l)m^        56       \ 


OD  ^—  00  —  00 


Zwischen  den  hier  vorliegenden  Za  stellten  wir  oben  (p.  314)  ganz 
allgemein  fQr  beliebige  ungerade  n  die  damals  unter  (9)  gegebene  bi- 
quadratische Relation  auf.  Es  ist  interessant  zu  bemerken,  dass  im 
vorliegenden  Falle  n  <»  7  jene  Relation  direct  die  aus  I  wohlbekannte 
Gleichung  der  Curve  C4  der  Za  ergiebt;  wir  haben  die  Zahlen  «,-  des 
allgemeinen  Ansatzes  zu  dem  Ende  in  der  folgenden  Weise  zu  wählen: 

flfj  «=  0,     «2=1,     «8  =  2,     «4  «=»  3 

und  müssen  übrigens  berücksichtigen,  dass  in  Formel  (5)  des  Textes 
die  beiden  Moduln  z^  und  z^^  gegenüber  der  bei  allgemeinem  n  in  (9) 
p.  314  befolgten  Anordnung  vertauscht  sind. 

Neben  den  Za  spielte  in  I  bei  n  =  1  das  quaternäre  System  der 
Aa  eine  wichtige  Rolle;  auch  für  dieses  werden  wir  jetzt  analytische 
Darstellungen  angeben  können.  Zu  diesem  Ende  knüpfen  wir  an  das 
in  §  3  des  vorigen  Kapitels  (p.  329  S.)  allgemein  definierte  System  von 

n  -4-  1 

— ~-  Modulformen  ( —  1)**' Dimension  A«,  die  für  n  =  7  die  specielle 
Gestalt  annehmen: 

Z  ff      ^y  I 


2      ^      168 


(8)  ^''^^'^  ^-  '^ 

mit  den  Summationsbedingungen: 

6  =  —  6«  (mod.  7),     6  =  1?  =  +  1  (mod.  6). 

Die  Anfangsglieder    der   Entwicklungen   nach    ansteigenden  Potenzen 
für  diese  vier  Moduln  A«  berechnet  man  leicht  zu: 

(9)  \  =  ^-^-2r\    A. i^A    A,=  ^A    A, ^r^- 

♦)  Die  Darstellung  der  z^  durch  die  Function  ^j  in  der  Gestalt  (6)  und  (7) 
wurde  von  Hm.  Klein  in  der  wiederholt  genannten  Arbeit  „Über  getoifse  Teil- 
werte  der  t' Function**,  Math.  Ann.  Bd.  17,  gegeben. 
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Die  hiermit  gegebenen  A«  werden  durch  Normierung  mit  yA*  zu  Mo- 
duln Aa  der  siebenten  Stufe  ausgestaltet,  und  wir  wollen  hierbei  des 
genaueren  schreiben: 

(10)  AoA*==2Äo,    AaA*  =  Ä2a., 

so  dass  die  Anfangsterme  für  die  solchergestalt  definierten  Moduln 
siebenter  Stufe  A«  die  folgenden  sind: 

(")  ^-  C^)'-.  ^ -  (!^P.  ^— (lr:)V,  Ä.—  (l^)Vv. 

Bereits  oben  deuteten  wir  an  (cf.  p.  330),  dass  das  damals  all- 
gemein formulierte  Modulsystem  der  A«  für  n  =  7  mit  den  vier  Mo- 
duln Äff  von  Bd.  I  cogredient  wird,  sofern  wir  nur  eine  ganz  einfache 
Änderung  in  der  Bezeichnungsweise  vornehmen.  Eben  dieser  Modi- 
fication  in  der  Schreibweise  sind  wir  aber,  was  man  leicht  nachrechnen 
wird,  durch  die   Festsetzung  (10)  bereits  gerecht  geworden,   so  dass 

die  in  (11)  getneinten  ganzen  Modulformen  A«  mit  dem  quatemären  Mo- 
dulsystem  A«  aus  I  genau  cogredient  sind. 

Die  in  I  gebildeten  A«  sind  nun  an  sich  noch  keine  ganze  Modul- 
formen; sie  werden  es  jedoch  nach  Normierung  mit  A  (cf.  I  p.  720 
(2)  und  (3)).  Zudem  werden  die  so  normierten  A-A«  von  der  ( — 9)*^ 
Dimension  und  besitzen  genau  wieder  die  Anfangsterme  (11),  was  man 
aus  I  p.  739  (5)  ersehen  wird.  Die  Identität  der  beiderlei  quatemären 
Systeme  oder  (noch  ettvas' geitauer  gesprochen)  das  Bestehen  der  Relationen 

A«  =  A  Aa  ist  damit  offenbar.  Denn  wären  die  Systeme  A«  und  A  A« 
nicht  identisch,  so  würde  man   aus  ihnen  ein  neues  quatern'äres  Aa- 

■  

System  linear  combinieren  können,  welches  in  jedem  der  24  Punkte 
c  von  F^QQ  mehr  als  fünf  Nullpunkte  haben  würde;  das  würde  aber  mit 
der  Dimension  —  9  dieser  A«  bekannter  Weise  im  Widerspruch  stehen. 

§  12.     Das  quaternäre  Modtilsystem  der  Ba  bei  n  =  1. 

Neben  den  betrachteten  Systemen  der  Za  und  A«  liefern  die  An- 
sätze des  vorigen  Kapitels  für  die  Dimension  —  1  noch  ein  zweites 
quatemäres  Modulsystem,  das  wir  in  Bd.  I  noch  nicht  zu  betrachten 
Gelegenheit  hatten.  Die  Existenz  dieses  Systems  werden  wir  am  besten 

vom  Transformationspolygon    7*®*  Ordnung  Fg  aus   verstehen,   dessen 

n  4- 1 
Gestalt  die  Figur  104   in  I  p.  742  angiebt.    Unter  den  — y-  Moduln 

eines  einzelnen  Systems  ist  ja  stets  der  erste  (derjenige  mit  dem 
Index  0)  eine  zum  Transformationspolygon  Fyf(n)   gehörende   Grosse; 
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man  wolle  also  vorab  für  unseren  Fall  F^  discutieren,  welche  Modul- 
formen ( —  1)"*®'  Dimension  diesem  Polygon  zugehören  mögen. 

Das  Polygon  Fg  hat  zwei  Ausnahmepunkte  b,  dagegen  keinen 
Ausnahmepunkt  a.  Eine  Form  (—  1)*®'  Dimension  hat  auf  F^  die 
Wertigkeit  ^  und  muss  nach  den  Regeln  von  p.  364  in  jedem  der  beiden 
genannten  Punkte  b  in  der  Ordnung  ^  verschwinden.  Übrigens  kann 
also  kein  Nullpunkt  mehr  eintreten,  so  dass  es  nur  eine  einzige  ganze 
Modulform  der  Dimension  ( —  1)  auf  JPg  giebt  (selbstverständlich  bis 
auf  einen  numerischen  Factor).  Mit  der  ersten  Form  des  quatemären 
Systems  sind  aber  auch  die  drei  übrigen  fixiert,  insofern  sie  sich  aus 
den  acht  gleichberechtigten  Gestalten  jener  ersten  Modulform  zusammen- 
setzen lassen:  Es  giebt  denigemäss  höchstens  ein  absolut  zur  7*®°  Stufe  ge- 
Iwrendes  qiuxtemäres  Modulsystem  der  Dimension  —  1 ,  und  dieses  unrd 
uns  nun  thatsächlich  durch  die  Entwicklungen  (2)  p.  355  geliefert,  wenn 
wir  die  quadratische  Form  (1,  7,  14)  zu  Grrunde  legen.  Die  1.  c.  ge- 
brauchte Bezeichnungsweise  mögen  wir  zur  besseren  Unterscheidung 
jetzt  so  modificieren,  dass  wir  Ba»  für  A«  schreiben;  für  diese  Moduln 
B  haben  wir  dann  die  Darstellungen: 

(1) 


=-=-:^' 


5  ^  —  a  (mod.  7). 


Die  Anfangsglieder  der  Entwicklungen  nach  ansteigenden  Potenzen  sind: 

Bo-^(l  +  2r  +  4r* +  ...), 

i 

B^  =  —  »•+  (3  +  2r  +  2r»  +  ••■)• 


(2) 


Das  Verhalten  der   B«    gegenüber   den   Substitutionen   S  und   T 
berechnet  man  mühelos  aus  den  allgemeinen  Ansätzen;  wir  finden: 


(3)  (S) 


^0  *=  Bo?     ^1  "^  ^^i,     Bj  =  «^Bg,     B4'  =  £^B^, 


(4)  (T) 


iyi  Bo'  =  So  +  2B,  +  2B,  +  2B,, 

i  yj  B,'  =  Bo  +  (6«  +  «»)  Bi  +  (*  +  a«)  B,  +  (a*  +  £»)  B, , 

i>/7  B/  =  Bo  +  (£  +  *«)  B,  +  (6*  +  6»)  B,  +  («*  +  f*)  B„ 

l  tY?  B;  =  Bo  +  (f*  +  *')  B,  +  (s*  +  ««)  B,  +  (*  +  f«)  B,. 

Der  Vergleich  mit  I  p.  724  (4)  und  (10)  ergiebt,  dass  die  B«  mit  den 
Aa  contragredient  sind.     Die  bilineare  Gombination 
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(5)  BoA„  +  B,A,  +  B,A,  +  B,A, 

unserer  beiden  Systeme  wird  also  eine  ganze  Modulform  ( — 10)*®' 
Dimension  erster  Stufe  abgeben,  sofern  wir  die  A«  im  Sinne  des  vorigen 
Paragraphen  als  Formen   der  Dimension  — 9  fixieren.    Der  Atisdruck 

(5)  wird  aber  geradezu  mit  Null  identisch  sein,  denn  er  verschwindet 
bei  CO  =  i  cx) . 

Da  Bq  bei  o  =  ioo  von  Null  verschieden  ist,  so  besitzt  die 
Modulform: 

(6)  c,Bo  +  c,B,  +  c^B,  +  c,B^ 

auf  F^^Q  insgesamt  vierzehn  mit  den  c  bewegliche  Nullpunkte.  Setzt  man 
demnach  die  B«  zu  homogenen  Coordinaten  des  Baumes  JR^  von  drei 
Dimensionen  *),  so  werden  wir  als  Abbild  des  Polygons  F^^^  eine  Curve 
vierzehnter  Ordnung  G^^  dieses  Baumes  erhalten^  die  durch  168  aus  (3) 
und  (4)  zu  erzeugende  Collineationen  in  sich  selbst  übergeht. 

An  die  C^^  des  JBj  könnten  wir  natürlich  die  Formulierung  eines 
Galois'schen  Problems  der  B«  knüpfen  und  demselben  (gerade  wie  in 
I  beim  Problem  der  Aa)  insbesondere  eine  Besolvente  achten  Grades  an 
die  Seite  stellen.  Auf  diese  letztere  mögen  wir  hier  noch  ein  wenig 
ausführlicher  zurückkommen.  Die  Form  B^  wird  sich^  als  von  un- 
gerader Dimension,  bei  den  homogenen  Substitutionen  der  zum  Trans- 
formationspolygon jFg  gehörenden  Tg;  allgemein  zu  reden,  nur  erst  bis 
aufs  Vorzeichen  reproducieren;  dagegen  gehört  Bq^  der  homogenen  f^ 


8 


im  absoluten  Sinne  an.  Indem  wir  das  Quadrat  von  B^  noch  mit  dem 
Factor  —  7  versehen,  werden  die  acht  gleichberechtigten  Gestalten 
dieser  Modulform  die  folgenden  sein: 


(7) 


y«>=-7Bo% 

y,  =  (Bo  +  26" B,  +  2e^^  B,  +  2^^^  B^^ 

Da  die  y  der  Dimension  ( —  2)  angehören  und  ganze  Modulformen 
sind,  so  wird  die  Gleichung  achten  Grades,  der  dieselben  genügen,  die 
Gestalt  aufweisen: 

Im  letzten  Gliede  durften  wir  sofort  particulär  d'g^^  ansetzen  und 
nicht  {d'g^*  +  ^^2^)7  welches  die  allgemeinste  ganze  Modulform  erster 
Stufe  der  Dimension  — 16  ist;  denn  wir  wissen  vom  Eingang  des 
Paragraphen  her,  dass  die  Nullpunkte  des  Products  der  y  im  Aus- 
gangsdreieck in  der  Ecke  b  vereint  liegen. 

*)  Gemäss  der  gerade  erkannten  Contragredienz  zu  den  A^  könnte  man  die 
B^  anch  als  Ebenencoordinaten  im  Baome  der  A^  interpretieren. 
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Die  Bestimmung  der  numerischen  Factoren  a,  ß  etc.  in  (8)  ist 
äusserst  einfach.     Bei  (o  =  i(x>  wird  zufolge  (2)  und  (7): 

der  Ausdruck  unserer  Resolvente.    Substituiert  man  demnach  in  (8): 

SO  muss  die  entspringende  Gleichung  mit  (9)  identisch  sein;  dadurch 
bestimmen  sich  mit  einem  Schlage  alle  in  (8)  unbekannten  Goeffi- 
cienten  bis  auf  g.  Den  Zahl  wert  von  f  aber  berechnen  wir  leicht 
durch  Zuhülfenahme  eines  weiteren  Gliedes  der  Reihenentwicklungen. 
Als  fertige  Gestalt  der  Resolvente  achten  Grades  der  8«  erhalten  wir 
solcherweise: 

Man  kann  fragen^  wie  sich  die  Beziehung  zwischen  der  Resolvente 

(10)  und  der  in.I  p.  749  unter  (6)  angegebenen  Resolvente  der  A  ge- 
stalten mag.  Um  dies  anzugeben,  wollen  wir  die  Modulform  Bq  durch 
Aq  und  g^j  g^j  ^  ausdröcken  und  halten  hierbei  zweckmässiger  Weise 
an  der  Fixierung  von  Aq  als  einer  Form  (+3)*®'  Dimension  fest,  da 
eben  diese  Voraussetzung  der  citierten  Formel  (6)  in  I  p.  749  zu 
Grunde  liegt.  Die  Beziehung  von  A^  zum  Hauptmodul  r  der  Tg,  wie 
wir  ihn  in  I  p.  744  fixierten,  ist  alsdann: 

(11)  r  =  49AAo^ 

Man  bemerke  nun,  dass  g^K^  :  Bq  eine  zur  Tg  gehörende  Function  ist, 
deren  Null-  und  Unstetigkeitspunkte  leicht  angegeben  werden  können. 
Es  liegt  nämlich  ein  Unstetigkeitspunkt  der  Ordnung  zwei  (von  Aq 
herrührend)  bei  o  =  0,  wo  r  =  cx)  ist;  zwei  Nullpunkte  je  von  der 
Ordnung  1  liegen  in  jenen  beiden  Punkten  h  von  F^,  die  auf  der  ge- 
schlossenen jPg  von  sechs  Elementardreiecken  umlagert  sind.  Die 
beiden  zugehörigen  Werte  r  bestimmen  sich  nach  I  p.  745  (3)  aus 
r*+5r+l=0.  Durch  leichte  Fortsetzung  der  Rechnung  findet  man 
unter  Benutzung  von  (11)  den  Ausdruck  von  B^  durch  Aq,  g^  und  A 
in  der  folgenden  Gestalt: 
/ION  D 2   -S^gAp ^ 

Endlich  knüpft  sich  an  die  Gleichung  (10)  und  die  Modulform  Bq 
noch  die  folgende  Betrachtung.  Aus  der  am  Anfang  des  Paragraphen 
gegebenen  formentheoretischen  Überlegung  geht  hervor,  dass  es  bis 
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auf  eine  multiplicative  Constante  nur  eine  ganze  Modulform  ( —  2)*®' 
Dimension  auf  Fg  giebt,  nämlich  Bq*.  Verstehen  wir  nun  unter  ^^,^ 
die  7*®^  Teil  werte,  8o  gehört  auch  die  Summe  (Pq^  +  p^^  +  Pod  ^^ 
absoluten  Sinne  zu  Fg  *).  Dass  diese  Summe  nun  nicht  identisch  ver- 
schwinden kann,  beweisen  wir  z.  B.  durch  Hinweis  auf  ihre  Potenz- 
entwicklung nach  r;  dieselbe  stellt  sich  nämlich  aus  (3)  und  (5)  p.  12 
nach  leichter  Zwischenrechnung  in  der  Gestalt  dar: 

(OP  > 

wobei  ^i{fn)  die  Summe  aller  gegen  7  primen  Teiler  der  Zahl  m  be- 
deutet. Wir  schliessen  demnach  ohne  weiteres  auf  die  nachfolgende 
zwischen  den  p-Teilwerten  und  dem  Modul  Bq  bestehende  Identität**): 

(14)  Fol+Fo2  +  Fo4  =  iBo^ 

Mögen  wir  die  sich  hier  bietende  Gelegenheit  noch  einmal  zur 
Ableitung  eines  arithmetischen  Resultates  benutzen.  Man  schreibe  zu 
dem  Ende  die  Reihenentwicklung  (1)  von  Bq  in  die  Gestalt  um: 


(15)  ^o-'^yr^^' 

^  TT 


hl  +  2 1?» 


wo  die  Paare  ganzer  Zahlen  1^,  17  keiner  einschränkenden  Bedingung 
zu  unterwerfen  sind.     Statt  (15)  können  wir  auch  schreiben: 

(16)  Bo  =  ^2;^     '     ,     x  =  y(mod.2), 


ar,  y 


wobei  jedoch  jetzt  die  ganzen  Zahlen  x^  y  modulo  2  einander  con- 
gruent  sein  sollen.  Die  Darstellung  von  B^^  nach  ansteigenden  Potenzen 
von  r  würde  daraufhin  die  nachfolgende  sein: 


♦)   Die  Summe  der   unterschiedenen  Teilwerte  p     ,  wie  sie  im  Texte  für 

n  :b  7  vorliegt,  ist  übrigens  bereits  vor  langer  Zeit  von  Weierstrass  in  der 
TransformatioDstheorie  gebraucht  worden;  man  sehe  namentlich  die  oben  bereits 
wiederholt  genannte  Dissertation  von  Hrn.  F.  Müller,  De  transformatione  functio- 
num  ellipticarum,  Berlin  (1867).  Es  ist  dortselbst  die  in  Rede  stehende  Summe 
mit  (jj  bezeichnet,  und  es  werden  für  eine  Reihe  niederer  Werte  n  die  Gleichungen 
(n  +  !)*•**  Grades,  denen  G^  genügt,  wirklich  angegeben. 

**)  In  dem  dritten  jüngst  erschienenen  (fragmentarischen)  Bande  von  Hal- 
phen's  „Tratte  des  fonctions  eUiptigues"  ist  der  Behandlung  der  7*®**  Stufe  ge- 
radezu die  Gloi'^liung  achten  Grades  für  die  auf  der  linken  Seite  von  (14)  stehende 
Form  zu  Grumie  gelegt.  Nennen  wir  diese  Form  (mit  Halphen)  x^  so  müsste 
durch  die  Substitution  y  ^=  —  4tx  die  Gleichung  (10)  des  Textes  in  die  Halphen'sche 
Relation  (15)  1.  c.  p.  51  übergehen;  die  Rechnung  bestätigt  diese  Behauptung. 
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00 


(17)  Bo»  =  ?;^2xW^5 

*   rn=0 

und  hier  bedeutet  x(fn)  die  Anzahl  unterschiedener  solcher  Darstellungen 
von  4m  in  der  Gestalt: 

(18)  4m-V+^2'+7j/,2  +  7y,« 

durch  ganze  positive  oder  negative  Zahlen  x,  y,  bei  denen  x^  ^  y^  und 
also  auch  x^^y^  mod,  2  erfüllt  ist"^).  Der  Satz  aber,  der  sich  aus 
der  Identität  (14)  hier  ergiebt,  ist  offenbar  der,  dotös  die  so  gemeinte 
Anzahl  (18)  der  Darstellwngen  %(in)  immer  viermal  so  gross  isty  als  die 
Summe  der  gegen  7  primen  Divisoren  der  2kM  m.  Man  wird  diese  Regel 
leicht  an  Einzelbeispielen  bestätigt  finden. 


Es  ist  uns  im  jetzt  beendeten  Kapitel  gelungen,  für  die  gesamten 
in  Bd.  I  studierten  Modulfunctionen  und  Modulformen  analytische  Dar- 
stellungen zu  gewinnen.  Dabei  erwiesen  sich  in  den  Fällen  n  «=»  3^ 
4^  5,  7  gerade  jene  Grössen  als  besonders  brauchbar,  die  wir  im  vor- 
aufgeh enden  Kapitel  ganz  allgemein  für  beliebige  Stufenzahlen  definiert 
haben.  Indem  sich  also  diese  Grossen  im  Bereiche  der  niedersten 
Stufen  als  zweckmässig  bewährt  haben,  werden  wir  mit  ihnen  auch 
weiterhin  die  Aufgaben  des  fiinctionentheoretischen  Grundproblems  zu 
lösen  versuchen. 


*)  Dieser  mod.  2  hinzukommenden  Bedingung  werden  wir  bei  jedem  der 
Gleichung  (18)  genügenden  Quadrupel  ganzer  Zahlen  x^  y  nötigenfalls  dadurch 
genügen  können,  dass  wir  x^^  und  x^  vertauschen. 


Fünftes  Kapitel. 

Die  Modulsysteme  elfter  Stufe  und  die  zugehSrigen  Resolventen 

elften  und  zwölften  Grades. 

An  die  eben  beendete  Betrachtung  würde  sich  der  Reihenfolge 
nach  die  entsprechende  Behandlung  der  achten  und  neunten  Stufe 
schliessen ;  wir  gehen  auf  die  letzteren  indessen  nicht  besonders  ein,  da 
die  Verhältnisse  bei  diesen  Stufen  zufolge  der  jElntwicklungen  in  I 
leicht  von  den  Stufen  n  =  2,  3,  4  aus  beherrscht  werden  können,  und 
weil  andrerseits  bereits  bei  Gelegenheit  der  <y-Teilwerte  (cf.  p.  30)  die 
wichtigsten  Moduln  für  n  =  8  und  9  ihre  analytische  Darstellung 
fanden.  Auch  die  zehnte  Stufe  lassen  wir  ausser  Betracht;  dieselbe 
lässt  nämlich  eine  ganz  ähnliche  Behandlung  zu,  wie  wir  sie  der  Stufe 
n  :=  6  zur  Hälfte  in  I,  zur  Hälfte  in  §  10  des  vorigen  Kapitels  an- 
gedeihen  Hessen.  Die  Stelle  der  Tetraederirrationalität  bei  w  =  6  ver- 
tritt dann  naturlich  für  n  =  10  die  Irrationalität  des  Ikosaeders  *). 

Dagegen  können  wir  bei  n^sll  infolge  der  ,,  Einfachheit '^  der 
Gruppe  GßßQ  nicht  wieder  an  voraufgegangene  Entwicklungen  niederer 
Stufen  anknüpfen.  Hier  müssen  wir  vielmehr  aufs  neue  einsetzen  und 
wollen  nunmehr  auf  Grundlage  der  Modulsysteme  des  dritten  Kapitels 
eine  ausführliche  Theorie  der  elften  Stufe  entwickeln.  Im  Grossen  und 
Ganzen  wird  sich  dieselbe  an  die  Theorie  der  7^^^  Stufe  anschliessen, 
insofern  ja  die  Gruppen  trjgg  und  Gqqq  ganz  ähnliche  Structuren  dar- 
bieten. Aber  wir  werden  nicht  ein  System  der  jSa  zu  discutieren  haben, 
wie  bei  n  =  7,  sondern  deren  dreiy  und  der  fundamentalste  Unter- 
schied gegen  n  =  7  wird  der  sein,  dass  bei  n  =  11  die  Gruppen  fi,, 
welche  von  den  halbmetacyclischen  G^^  herrühren,  nicht  mehr  zum 
Geschlechte  Null  gehören,  sondern  p  ^=^  1  haben. 

Was  die  früheren  Arbeiten  betrifft,  auf  welche  unsere  Darstellung 
zurückgeht,  so  sind  hier  wieder  die  Abhandlungen  von  Klein  über 


*)  Vgl.  übrigens,  was  die  analytischen  Darstellungen  der  Modnlfnnctionen 
zehnter  Stufe  angeht,  das  7^  Kapitel  in  der  bereits  p.  169  genannten  Dissertation 
des  Heransgebers. 

Klein-FrickOi  Modolftmotionexi.  IL  26 
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die  elfte  Stufe  voranzustellen*),  ausserdem  aber  ist  für  die  ßesolvente 
zwölften  Grades  die  in  Bd.  32  der  Math.  Ann.  veröflfentlichte  Arbeit 
von  Kiepert  über  die  Transformationstheorie  zu  nennen**).  Hr.  Kie- 
pert hat  daselbst  mit  Hülfe  transformierter  Moduln  die  Resolvente 
zwölften  Grades  zum  ersten  Male  in  functionentheoretischer  Gestalt 
vollständig  entwickelt.  Die  Resultate  der  Herren  Klein  und  Kiepert 
werden  nun  hier  durch  den  Herausgeber  in  einer  nicht  unwesentlich 
durchgebildeten  Gestalt  gegeben.  Es  war  erstlich  der  grössere  Reich- 
tum der  von  Kap.  3  zur  Verfügung  stehenden  analytischen  Hülfsmittel, 
der  die  Theorie  der  jer^- Systeme  ausgiebiger  gestaltete:  an  Stelle  des 
einen  von  der  Function  ^j  gelieferten  Systemes  Za  treten,  wie  schon 
erwähnt,  drei  ;2ra- Systeme,  wobei  die  gegenseitigen  Beziehungen  zwischen 
denselben  insbesondere  die  geometrischen  Sätze  über  die  zugehörigen 
Curven  schärfer  hervortreten  lassen.  —  Indessen  ist  zu  betonen,  dass 
die  Aufstellung  der  Resolvente  11*®°  Grades,  welche  den  wichtigsten 
Zielpunkt  der  citierten  Untersuchungen  von  Klein  ausmachte,  durch 
das  von  den  %'^  gelieferte  System  der  Za  in  erschöpfender  und  ein- 
fachster Weise  gelingt.  Übrigens  erwähnten  wir  schon  in  I  p.  761,  dass 
Hr.  Klein  sich  das  eben  erwähnte,  zu  n  =  ll  gehörende  System  der  Za 
durch  ein  directes  functionentheoretisch-geometrisches  Schlussverfahren 
herstellte,  worauf  erst  später  die  einfache  analytische  Ausdrucksform 
dieser  Za  durch  d'^  hervortrat.  —  Des  ferneren  ist  es  die  consequente 
formentheoretisclie  Schlussweise,  die  im  Verlaufe  des  Kapitels  überall 
vom  Herausgeber  zur  Verwendung  gebracht  wurde.  Was  hierdurch 
zu  gewinnen  ist,  hat  sich  in  hervorragender  Weise  bei  Ableitung  der 
functionentheoretischen  Gestalt  der  Resolvente  zwölften  Grades  gezeigt. 
Während  nämlich  ohne  die  Zuhülfenahme  formentheoretischer  Über- 
legung die  endgültige  Gestalt  jener  Resolvente  nur  unter  einem  sehr 
bedeutenden  Aufwände  numerischer  Rechnungen  festgestellt  werden 
kann,  schränkt  man  solche  Rechnungen  bei  zweckmässig  geleiteten 
formentheoretischen  Schlüssen  auf  ein  sehr  geringes  Maass  ein.  — 

§  1.  Einführang  der  drei  Modulsysteme  Za  von  ( —  2)*^'  Dimension. 

Da  11  mod.  4  mit  3  congruent  ist,  so  kommen  für  die  Modul- 
systeme ( —  2)*®'  Dimension,  mit  denen  wir  hier  beginnen,  sowohl  die 

*)  Vgl.  namentlich  Math.  Ann.  Bd.  16  „Über  die  TransformaJtion  elfter  Ord- 
nung der  elliptischen  Functionen*'  (1879);  für  die  formen  theoretische  Resolvente 
12ten  Grades  kommt  ausserdem  der  bereits  p.  81  erwähnte  Brief  von  Kleiii  an 
Brioschi,  „über  M.ultiplicatorgleichungen*%  in  Betracht. 

**)  Über  die  Transformation  der  elliptischen  Functionen  bei  zusammengesetztem 
Tratisformationsgrade  (1887). 
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Ansätze  (3)  p.  355  wie  auch  (2)  p.  357  zur  Geltung.  Jene  liefern 
Systeme  zu  je  fünf  Moduln  Za,  welche  direct  zur  elften  Stufe  gehören; 
die  vom  anderen   Ansätze  gelieferten  Za  sind  erst  durch   den  Factor 

yA   zu  Moduln  elfter  Stufe  zu  normieren.   Wollen  wir  uns  nun  gleich 

durch   eine    schon  oft   benutzte  Überlegung  die   Gesamtheit  der   hier 

möglichen  ;?„- Systeme  ( — 2)**^  Dimension  veranschaulichen. 

Sollen  die  Za  absolut  zur  elften  Stufe  gehören,  so  schreiten  ihre 

i_  — 

Entwicklungen  nach  ganzen  Potenzen  von  r^^  fort;  und  es  sei  r^^  die 

niederste  hierbei  eintretende  Potenz.  Alsdann  hat  das  einzelne  Za  in 
den  60  Punkten  c  von  F^^^  je  6  Nullpunkte,  so  dass  zufolge  der  Di- 
mension der  Za  noch  (110  — 60<y)  freie  Nullpunkte  bleiben.  Man  sieht 
hier  sofort:  Es  ist  notwendig  tf  =  1,  so  dass  es  nur  ein  System  dieser 
Art  geben  kann,  welches  alsdann  thoch  fünfzig  bewegliche  Nullpunkte  auf 
Fqqq  aufweist  Wir  wollen  die  Moduln  dieses  Systems  zum  unterschiede 
von  zwei  anderen  sogleich  zur  Sprache   kommenden  Systemen  durch 

Za  bezeichnen;  dieselben  werden  uns  thatsächlich  geliefert,  wenn  unr  die 
Ansätze  (3)  p.  355  ßir  die  quadratische  Form  (1,  11,  33)  specialisieren. 
Wir  geben    hier  einige    Anfangsglieder  der    Potenzentwicklungen    an, 

wobei  wir  als  untere  Indices  a  der  Za^\  gerade  wie  bei  n  =  7,"  die 
fünf  quadratischen  Reste  von  11  gebrauchen: 

's  =  +  (^y r^  (^  -  Qr  +  bf^  +  •■■), 
(1)  j    ««  =  +  (^)Vi*r  (2  -  3r  +    *    +••.), 

z 

z,  =  +  (-^y^''^  (3  —  4r  -  5r^  +  ...)• 

Die  Moduln  Za  eines  zur  elften  Stufe  nur  erst  adjungierten  Systems 
werden  Potenzentwicklungen   nach  r^»  zulassen,  und  indem  wir  jetzt 

a 

wieder  r^^  die  niederste  wirklich  .auftretende  Potenz  nennen,  wird  6 
eine  ungerade  Zahl  >  1  sein.  Hier  liegen  dann  insgesamt  30  tf  Null- 
punkte in  den  Punkten  c  von  Fq^  fest,  so  dass  deren  noch  (110  — 30<y) 
frei  bleiben.  Die  einzigen  zulässigen  Werte  sind  hiernach  6=1  und 
a  =  3.  In  gewohnter  Überlegung  ziehen  wir  hieraus  den  Schluss, 
dass  CS  nur  ein  System  mit  6  =  3  geben  kann ;  wir  nennen  es  z^^^  und 
merken  gleich  an,  dass  eine  lineare  Verbindung  dieser  z^^^  noch  zwanzig 

20* 
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hewegliclie  Nullpunkte  auf  Fqqq  aufweisen  wird.  Dem  gegenüber  mag 
es  unendlich  viele  ;?a- Systeme  mit  6=»1  geben;  aber  dieselben  müssen 
doch,  was  man  leicht  erkennt,  in  dem  einfachen  Zusammenhange 
stehen,  dass  sie  alle  aus  einem  unter  ihnen  und  dem  System  der  e^^^ 
linear  comhiniert  werden  können.  In  diesem  Sinne  werden  wir  behaupten, 
dass  es  nur  ein  wesentlich  neues  System  der  Za  mit  6  =  i  gehen  kann, 
welchem  übrigens  80  freie  NuUpunkte  auf  F^^  eigen  sein  werden;  das 
hiermit  gemeinte  System  nennen  wir  z^^^  und  werden  jetzt  z^^^  und 
je;(^)  thatsächlich  herstellen. 

et 

Indem  wir  die  Reihen  (2)  p.  357  für  die  quadratische  Form 
(2,  22,  66)  bilden,  kommen  wir  zum  System  der  jerj^>;  wir  berechnen 
für  diese  Moduln  z^^^  folgende  Anfangsglieder: 


(2) 


0,  =  _  2  (^)'r^  (1  _  4r  +  3r«  +  5r»  —  5r*  + 
«,  =  _  2  (^)'r*'  (1  —  3r  +  •    +  4»^  +  3r*  + 

^^  =  -2(^)*'-^(l-3r+  * 

^^  =  +  2  (^yr^  (l  -  3r  +  »    +  ör»  -    j''  + 


+  5r» 


*  + 

•  + 


Nach  den  bezüglichen  Bemerkungen  von  p.  353  haben  wir  hier  mit 
dem.  durch  d'^  darstellbaren  je^a- System  zu  thun.  Der  Vollständigkeit 
halber  mögen  wir  die  betreffenden  Ausdrücke  hier  herstellen,  wobei 
wir  jedoch  den  unteren  Index  a  ausnahmsweise  die  Zahlenreihe  1,2,...,  5 
durchlaufen  lassen;  es  ist  alsdann: 


(3) 


e„  =  (^  l)«+i .  2t|/—  VA  •  >■*«  »i  {am«,  r"). 

r       wj 


Um  jetzt  letzten  Endes  noch  das  in  Aussicht  genommene  System 
z^^^  zu  bilden,  erinnern  wir  uns,  dass  wir  für  n  -=  8A  +  3  bei  den 
auf  die  Fälle  ungerader  p  bezüglichen  Untersuchungen  des  Kapitels  3 
(cf.  p.  347)  jeder  einzelnen  in  Betracht  kommenden  Classe  quadra- 
tischer Formen  drei  unterschiedene  Individuen  zu  entnehmen  hatten. 
Andrerseits  konnten  wir  auch  bei  einer  einzelnen  Form  bleiben,  mussten 
dann  aber  immer  noch  jene  beiden  besonderen  Arten  von  Reiben  bil- 
den, welche  durch  die  Formeln  (5)  und  (6)  p.  347  gegeben  sind.  In 
dieser  letzteren  Weise  verfahren  wir  jetzt,  bilden  uns  also  die  in  (2) 
p.  357  allgemein  definierten  Reihen  wieder  für  die  eben  bereits  be- 
nutzte quadratische  Form  (2,  22,  66),  nun  jedoch  unter  Obacht  auf  die 
Summationsbedingungen: 
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(4)  6  =  — a  (mod.  11),     S  +  i?  =  1  (mod,  2). 

Dann  treflfen  wir,  was  wir  hier  natürlich  nicht  ins  einzelne  durch- 
rechnen, gerade  auf  ein  Modulsystem,  wie  wir  es  oben  jEfJ*>  nannten-, 
merken  wir  uns  vor  allem  für  dasselbe  noch  die  Anfangsterme  an: 

'^'  =  +  ©''■'^(1  +iOr  +  ...; 

(5)  {    ^9 i^y^^H^    +20r  +  .. 

•^s  =  +  (!j)'''*(6    -llr  +  .. 

Endlich  leiten  wir  auch  gleich  das  Verhalten  unserer  drei  Modul- 
systeme bei  Ausübung  von  S  und  T  ab,  wie  es  sich  aus  den  früheren 
Regeln  unmittelbar  ergiebt.  Mögen  wir  für  die  beiden  ersten  Systeme 
g^^\  z^*\  nachdem  wir  sie  normiert  haben,  die  Bezeichnung  brauchen: 

(6)  ia  =  ^a  ]/Ä , 

50  sind  jedenfalls  die  beiden  Systeme  der  g«  von  der  Dimension  —  8  mit 
einander  cogredient.  Da  nämlich  für  sie  beide  die  in  Kap.  3  mit  p  be- 
zeichnete Zahl  einfach  gleich  1  ist,  so  schreiben  wir  aus  (1)  und  (2) 
p.  313  ab: 

e|/llga'=  (««  -  B--)i,  +  {^  -  «-8«)  J3  +  («^  -  «-»«)Sj, 

^  (  ^)  bi  =  &  >  b3  ^^  S9  7  69  "^  b5  >  b5  ^™'  »4  ;  £4  *^  bi  • 

Wir  haben  hierbei  als  dritte  Substitution  TJ  gleich  eine  solche  hinzu- 
gesetzt, die  mod.  11  mit  (^'  .  j  congruent  ist;  dieselbe  wird  bei  spä- 
teren Rechnungen  vielfach  zur  Benutzung  kommen.    Das  System  der 


(7) 


(T) 


Za     steht  für  sich ;  für  dieses  nämlich  ist  die  Zahl  p  =■  2,  und  2  ist 

quadratischer  Nichtrest  von  11.  Um  die  je?«  -Substitutionen  zu  erhalten, 
haben  wir  demzufolge  in  (7)  a  durch  €*  zu  ersetzen;  wir  finden  so  für 
S  und  T: 


(8) 


^1    ^^1  i   ^8 


^  Hl   ^9 


«•^9  7    h 


S^'Z 


5; 


a^'z 


4» 


+  (flOa  _  e-^oa^z,  +  (a^  —  €-»«)  isr^ . 
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Hier  ergiebt  der  Vergleich  mit  (7),  dass  unser  änttes  ModiiUystem  in 
der  Beifienfol^e  0^,  je?,,  z^^  z^,  z^  mit  den  ta  in  ihrer  ursprünglichen  An- 
ordnung contragredient  ist     Die  bilineare  Verbindung: 

wobei  die  ta  eines  der  beiden  Systeme  vorstellen,  die  Za  aber  das 
dritte  System  z^^^\  wird  demgemäss  eine  ganze  Modulform  erster  Stufe 

abgeben;  dieselbe  muss  aber  identisch  Null  sein,  da  sie  bei  co  =  i 00 
verschwindet  und  zur  Dimension  —  10  gehört.  Es  ist  also  jedes  der 
beiden  Systeme  der  g«  an  das  System  der  Za  =  ^J^^  durch  die  Identität 
gebunden: 

(9)  z,t,  +  ^«£9  +  ^^5  +  hii  +  ^4?!  =  0. 

Wollten  wir  übrigens  in  (9)  die  Reihenentwicklungen  (1)  und  (2)  bez. 
(5)  eintragen^  demnächst  aber  wieder  nach  ansteigenden  Potenzen  von 
r  anordnen^  so  müssten  alle  Coefficienten  der  so  entspringenden  Reihe 
identisch  Null  sein.  Indem  wir  diese  Rechnung  thatsächlich  durch- 
führen, erhalten  wir  Bestätigungen  für  die  Richtigkeit  der  in  (1),  (2) 
und  (5)  angegebenen  Entwicklungscoefficienten. 

§  2.     Von  der  Aufstellung  der   algebraischen  Relationen   zwischen 

den  Za»     Speoialbetraohtung  der  z^u^. 

Die  Frage  nach  den  algebraischen  Relationen,  welche  für  die 
Moduln  eines  einzelnen  Systems  gelten,  ist  bei  n  =  ll,  wie  auch  sonst 
stets,  einer  systematischen  Auflösung  fähig.  Man  wird  bei  der  Problem- 
stellung vorab  die  Dimension  v  angeben,  welche  die  gewünschten,  in 
den  Za  selbstverständlich  homogenen  Relationen  aufweisen  sollen.  Man 
ivird  dann  in  erschöpfender  Weise  gleidi  naclh  den  gesamten  Ihiear-unab- 
hängigen  Eelationen  v^^  Grades  zwischen  den  Za  frageti,  die  wir  alsdann 
späterhin  geometrisdi  als  ebenso  viele  linear -unabhängige  Flächen  deuten 
mögen,  auf  deren  jeder  die  zugehörige  Ourve  der  Za  ganz  gelegen  sein 
würde.  Die  linke  Seite  einer  solchen  Relation  f(Za)  =  0  kann  man  aber 
immer  derart  gebildet  annehmen,  dass  sich  dieselbe  bei  der  Operation 
S  bis  auf  eine  bestimmte  Einheitswurzel  reproduciert.  Würde  nämlich 
f{Za)  in  mehrere  Bestandteile  zerfallen,  die  bei  S  verschiedene  11*® 
Einheitswurzeln  annehmen,  so  hätte  man  offenbar  jeden  dieser  Be- 
standteile für  sich  gleich  Null  zu  setzen.  Bei  dieser  Sachlage  schlagen 
wir  zur  Auflösung  unserer  Frage  den  nachfolgenden  Weg  ein: 

Wir  bilden  uns  erstlich  alle  i/-gliedrigen  Producte  der  Za  und 
ordnen  sie  in  elf  Classen  an,  je  nach  der  11*^  Einheitswurzel,  die  sie 
bei  Ausübung   von  S  als  Factor   annehmen.    Die   Classe  vom  Factor 
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£°  =  1  steht  für  sich;  die  übrigen  zehn  Classen  zerfallen  in  zwei  Ab- 
teilungen zu  je  fünf,  wobei  die  Classen  der  einzelnen  Abteilung  durch 
die  Operation  ü  in  einander  übergjefOhrt  werden.  Man  bilde  jetzt  aus 
den  jgTa-Producten  der  einzelnen  Classe  eine  lineare  homogene  Function 
mit  numerischen  Coefficienten.  Diese  Function,  die  wir  gleich  wieder 
f{Za)  nennen  mögen,  stellt  eine  der  ll'*"  Stufe,  allgemein  zu  reden, 
adjungierte  ganze  Modulform  ( — 2v)*®'  Dimension  vor  und  besitzt  als 
solche  auf  dem  Hauptpolygon  Fq^q  die  Wertigkeit  llOv.  Von  den  llOi/ 
Nullpunkten  liegt  aber  eine  grössere  Reihe  in  den  Punkten  c  des  Poly- 
gons und  zwar  unabhängig  davon,  wie  wir  die  Coefficienten  in  f{Za) 
gewählt  haben  mögen.  Man  wird  hierbei  zweckmässig  diejenigen  fünf 
Punkte  c  für  sich  betrachten,  welche  von  den  Polygonspitzen  o  =  ic», 
U(i oo)y  IP(ioo)^  ...  herrühren,  und  von  ihnen  die  55  übrigen 
Punkte  c  sondern.  In  den  letzteren  Punkten  zeigt  f(^iSa)  ein  gleich- 
massiges  Verhalten;  so  z.  B.  wird  fQs^^)  in  jedem  der  in  Rede  stehenden 

55  Punkte  im  Grade  -^  verschwinden,  so  dass  nur  noch  —  Null- 
punkte übrig  bleiben.  In  jenen  fünf  vorausgenommenen  Punkten  c 
wird  aber  im  allgemeinen  noch  ein  höheres  Verschwinden  von  f{iSa) 
eintreten,  wie  man  solches  im  Einzelfalle  immer  leicht  von  den  Formel- 
gruppen (1)  bez.  (2),  (5)  §   1  aus  überblicken  kann. 

Die  bisherige  Überlegung  galt,  wie  schon  bemerkt,  für  jede  be- 
liebige Wahl  der  Coefficienten  von  f(Sa)»  Nun  mag  man  versuchen, 
diese  Coefficienten  derart  zu  particularisieren,  dass  möglichst  viele  von 
den  rückständigen  Nullpunkten  in  die  genannten  fünf  besonderen 
Stellen  c  des  Polygons  zu  liegen  kommen.  Dies  ist  durch  eine  solche 
Wahl  jener  Coefficienten  anzustreben,  dass  in  den  Potenzentwicklungen 
von  f{Za),  f{zza)j  f(^9a)f  •  •  •  nach  r  die  Anfangsglieder  möglichst  zahl- 
reich zum  Ausfall  gebracht  werden.  Gelingt  eine  solche  Wahl  der  Co- 
efficienten, dass  die  Gesamtanmhl  der  Nullpunkte  von  f{Za)  in  den  Stellen 
c  den  Betrag  110  v  übersteigt  j  so  mrd  dieses  t\^c)  «m/*  dem  Folygon 
offenbar  mit  Null  identisch  sein  müssen;  dabei  wird  f{sfa)  =  0  gleich  x 
linear -unabhängige  Relationen  in  sich  vereinen,  wenn  bei  der  ge- 
dachten Rechnung  x  Coefficienten  von  /*(^a)  unbestimmt  bleiben.  — 
Dass  wir  auf  diesem  Wege  aber  auch  zu  den  gesamten  Relationen  v**° 
Grades  geführt  werden  müssen,  wird  man  leicht  überblicken. 

Jetzt  bemerken  wir  weiter:  Die  Wertigkeit  von  f{Za)  wächst 
proportional  mit  der  Zahl  i/,  die  Zahl  der  ;2fa-Producte  der  einzelnen 
Classe,  d.  i.  die  Anzahl  der  in  f{Za)  7,ur  Verfügung  stehenden  Coeffi- 
cienten wächst  aber  sehr  viel  schneller.  Man  wird  also  annehmen 
dürfen,  dass  Relationen  f{Za)  =  0  stets  angegeben  werden  können,  so- 
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bald  V  eiue  gewisse  Grenze  übersteigt,  und  es  entspringt  hier  insbe- 
sondere die  Frage,  welches  der  niederste  Wert  von  v  ist,  für  den  es 
Belationm  f{za)  =  0  giebt,  Haben  wir  dann  einmal  Relationen  i/*** 
Grades  f{Za)  =■  0,  f\eo)  =  0,  ...  gewonnen,  so  wird  man  Gleichungen 
der  Grade  {y  +  1)  etc.  zwischen  den  Za  ja  auch  schon  dadurch  ab- 
leiten können,  dass  man  z.  B.  Verbindungen 

üfifio«)  +  Üyf  (««)  +  •••  =  0 

und  ähnliche  höheren  Grades  herstellt*). 

Diese  allgemein  gültige  Überlegung  erläutern  wir  jetzt  am  Modul- 
system Za\  Da  diese  fünf  Grössen  linear- unabhängig  sind,  so  sei 
erstlich  v=*2.  Die  15  quadratischen  Verbindungen  der  Za  verteilen  sich 
aber  in  der  Art  auf  zehn  Classen,  dass  die  Classen  der  einen  Abteilung 
immer  zwei  ;3fa-Producte  enthalten,  nämlich  Zo^  und  Zsa^da,  während 
die  Classen  der  anderen  Abteilung  nur  je  ein  Product  aufweisen.  Giebt 
es  also  überhaupt  quadratische  Identitäten  zwischen  den  Moduln  Za^ 
so  werden  dies  die  fünf  mit  einander  gleichberechtigten  sein: 

(1)  aZa'  +  bZ^a^9a^0**). 

Nimmt  man  aber  hier  a  =  1,  so  ergiebt  sich  aus  den  Reihen  (2)  §  1, 
dass  die  beiden  Glieder  von  (1)  bei  oi  «=  ioo  in  verschiedenen  Graden 
verschwinden;  die  Gleichung  (1)  kann  demnach  bei  nicht -verschwin- 
denden a,  b  nicht  identisch  bestehen,  und  also  folgt:  Zwischen  den 
fünf  Moduln  zj^^  giebt  es  Iceine  algebraische  Belationen  zweiten  Grades. 

Die  35  ciibischen  Verbindungen  der  Za  liefern  erstlich  die  fünf 
Producte  zjz^a  für  die  Classe  vom  Factor  «^=1,  und  wir  haben 
also  die  Existenz  von  Relationen  der  Gestalt: 

(2)  C^Z.^Z^  +  C^Z^H^  +  Cj,  V^6  +  ^5^5'^4  +  Ca^A^X  =  0 

zu  discutieren.  Bei  ai  =  icx>  verschwindet  aber  das  vierte  Glied  von 
(2)  in  geringerem  Grade  als  alle  übrigen  Glieder,  so  dass  in  der  Iden- 
tität (2)  notwendig  c^  =  0  ist.  Man  wende  nun  auf  (2)  die  Substitution 
U  an  und  findet  durch  die  nämliche  Überlegung  Cg  =  0  u.  s.  w.    Es 

*)  Da38  es  übrigens  immer  eine  endlicJie  Zahl  von  unabhängigen  Relationen 
f(^a)  ^^  ^»  f  (j^a)  ""  ^»  •  •  •  (unterschiedener  Dimensionen  v)  giebt,  vermöge  deren 
alle  übrigen  Belationen  nach  Art  des  Textes  mit  Hülfe  rationaler  ganzer  Ver- 
bindungen g,  g',  ,  . .  in  der  Gestalt 

darstellbar  sind,  hat  Hr.  Hilbert  bewiesen;  man  sehe  dessen  bez.  Abhandlung  in 
den  Mathem.  Annalen  Bd.  36  (1889). 

**)    Wir  schreiben  hier  statt  £^  überall  kurz  e^ ,  damit  man  die  Beihenent- 
wicklungen  (2)  §  l  unmittelbar  einsetzen  kann. 
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giebt  also  keine  Relation  (2)  mit  nicht- verschwindenden  c«.  Die  übrigen 
30  cubischen  Verbindungen  der  Za  verteilen  sich  zu  je  drei  auf  die 
zehn  Classen  der  beiden  Abteilungen ,  und  wir  finden  von  ihnen  aus^ 
dass  etwa  noch  bestehende  cubische  Identitäten  eine  der  Gestalten: 

O^^aZ^a  +  \ZiaZia  +  C^^a^baf^da  =  0 

aufweisen  müssten.  Aber  es  zeigt  sich  wieder  leicht  durch  Untersuchung 
bei  09  =B  ioOj  dass  keine  dieser  Gleichungen  mit  nicht-versch windenden 

a,  &,  c  identisch  erfüllt  sein  kann.  Also  der  Satz:  Es  giebt  für  die  z}^^ 
atich  Jceine  algebraische  Relationen  dritten  Grades. 

Biquadratische  Relationen  zwischen  den  0a  existieren  nun  aber 
wirklich;  wir  brauchen  dieselben  gar  nicht  in  der  bisherigen  syste- 
matischen Weise  abzuleiten,  sondern  können  sie  aus  der  Gleichung  (9) 
p.  314  abschreiben,  welche  wir  seinerzeit  ganz  allgemein  für  die  durch 
die  ^1- Function  darstellbaren  jSa  bewiesen  haben.  Wir  setzen  in  der 
cit.  Relation  die  vier  Zahlen  a^,  a.^,  «3,  a^  erstlich  der  Reihe  nach  mit 
0,  a,  2a,  Sa  identisch,  indem  wir  unter  a,  wie  immer,  einen  beliebigen 
quadratischen  Rest  von  11  verstehen.  Man  erhält  so  ein  erstes  Systetn 
von  fünf  gleichberechtigten  biquadratischen  Identitäten  der  Za: 

(3)  Za^Z^  +  Z^;iaZAa  +  ^3a^cr  =  0. 

Man  setze  zweitens  die  a,  der  Formel  (9)  p.  314  mit  0,  1,  2,  4  der 
Reihe  nach  identisch,  und  erhält  ein  zweites  System  von  fünf  gleich- 
berechtigten biquadratischen  Relationen: 

(4)  0a^06a^9a  +  ^a^Sa^Au  ^Üa^ba^Oa  =  0. 

Femer  knüpfen  wir  an  die  Relationen  (4)  die  folgende  Rechnung.  Die 
linke  Seite  von  (4)  nennen  wir  h(Ba)  und  bemerken,  dass  h(Za)  zur 
Classe  vom  Factor  £^°"*  gehört.    Man  definiere  nun  f(Za)  durch: 

(5)  Z^ah  {Z„)  +  Zoa h  (^9a)  =  ^u  f{Zu)  • 

Da  zufolge  leichter  Rechnung  die  linke  Seite  von  (5)  den  Factor  Za 
besitzt,  so  wird  f{Zc)  wieder  eine  ganze  homogene  Function  vierten 
Grades  der  Za  vorstellen,  und  zwar  nimmt  dieselbe  bei  Ausübung  der 
Substitution  S  den  Factor  £^"*  an.  Da  aber  die  linke  SeitB  von  (5) 
identisch  verschwindet,  so  gilt  dasselbe  von  fiZo)^  so  dass  wir  die 
ferneren  fünf  gleichberechtigten  biquadratischen  Relationen  erhalten: 

(6)  Z^aZla  +  Zia^2a  Zia^ba^da  +  ^affSa^ba^Oa  =  0. 

Die  fünfzehn  Relationen  (3),  (4),  (6)  verteilen  sich  so  auf  die  zehn 
Classen,  dass  immer  nur  die  einzelne  Relation  (3)  mit  der  zu  dem  gleichen 
a  gehörenden  Relation  (6)  einer  und  derselben  Classe  angehört.    Diese 
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zwei  Belationen  sind  aber  sicher  von  einander  linear-unabhängig,  und 
da  linear- abhängige  Relationen  offenbar  derselben  Classe  angehören 
müssen,  so  folgt  als  Resultat:  Die  fünfzehn  Gleichungen  (3),  (4),  (6) 
stellen  ein  System  linear-unabhängiger  Belationeti  vierten  Grades  dar,  die 
zwischen  den  Moduln  Za  des  ersten  Systems  bestehen*). 

Fernere  Relationen  für  die  Zu    betrachten  wir  nicht  mehr  besonders. 

§  3.    Die  zur  G^^q^  gehörenden  invarianten  Verbindungen  der  Za  und 
deren  Beziehung  zu  den  Modulformen  erster  Stufe  g^j  g^j  t^. 

In  der  Theorie  der  1^^  Stufe  (I  p.  733)  wurden  mehrere  ganze 
homogene  Functionen  der  damaligen  Za  gebildet,  welche  die  Eigen- 
schaft hatten,  bei  den  168  Substitutionen  jener  Za  nicht  nur  dem  Werte, 
sondern  auch  der  Gestalt  nach  unverändert  in  sich  überzugehen.  Es 
ist  die  Frage,  ob  wir  auch  bei  der  11^  Stufe  aus  den  5  „Variabel en" 
Za  oder  t^  analoge  Verbindungen  herstellen  können,  die  wir  als  In- 
varianten der  Gruppe  G^^q  za  bezeichnen  hätten.  Setzen  wir  späterhin 
in  einer  einzelnen  solchen  Invariante  für  die  Variabelen  entweder  die 
g„  eines  der  beiden  Systeme  oder  die  ^^^  ein,  so  müssen  die  derart 
gebildeten  Ausdrücke  (als  Functionen  von  Oj,  0)2)  entweder  identisch 
verschwinden  oder  ganze  Modulformen  erster  Stufe  darstellen. 

Für  eine  systematische  Ableitung  der  in  Rede  stehenden  In- 
varianten der  Gqqq  können  die  Gesichtspunkte  des  vorigen  Paragraphen 
verwertet  werden.  Soll  die  Invariante  homogen  von  der  Dimension  v 
in  den  Za  sein,  so  wird  man  immer  nur  die  i/-gliedrigen  4?a-Producte 
jener  einen  für  sich  stehenden  Classe  heranziehen,  die  gegenüber  S 
invariant  sind.  Die  fraglichen  Producte  bringe  man  alsdann  in  eine 
solche  lineare  Verbindung,  dass  immer  in  fünf  durch  U  auseinander 
hervorgehenden  Producten  Symmetrie  stattfindet.  Die  weitere  Entwick- 
lung wird  man  dann  zweckmässig  durch  formentheoretische  Betrach- 
tungen im  Anschluss  an  das  Transformationspolygon  i^^g  kürzen.  Wie 
diese  anzustellen  sind,  zeigen  wir  sogleich  an  einem  Beispiele. 

Gegenüber  S  invariante  ;sfa -Producte  traten  zuerst  bei  v  =  3  auf, 
und  zwar  gab  es  dort  die  fünf  Producte  zjzsa.  Es  kann  demnach 
höchstens  die  eine  Invariante  dritten  Grades: 

(1)  (t>(Za)  =  Z^^Z^  +  Z^^Zc,  +  Z./Z,  +  Zr^^Z,  +  Z^^Z, 

existieren.    Statt  nun  unmittelbar  zu  untersuchen,  ob   <t>{Za)  wirklich 

*)  Die  fünfzehn  biquadratischen  Relationen  zwischen  den  Moduln  des  ersten 
Systems  der  z^  wurden  von  Hm.  Klein  in  Bd.  16  l.  c.  durch  directe  Betrach- 
tungen zur  Ableitung  gebracht. 
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auch  gegenüber  T  invariant  ist,  was  eine  etwas  umständliche  Rech- 
nung erfordern  würde,  gehen  wir  den  folgenden  indirecten  Weg.    Man 

setze  in  (1)  insbesondere  die  z^a  ein  und  hat  alsdann  in  <i>\Za)  eine 
dem  Polygon  F^^  adjungierte  Modulform  ( — 6)*®'  Dimension.  Da  aber 
die  z^^^  durch   Multiplication  mit  VA  zu  Moduln   11*®'  Stufe  werden, 

so  ist  der  Quotient  0  {za')  :  "/A  eine  zum  Polygon  F^^  gehörende 
Function.  Man  rechnet  nun  vermöge  (2)  p.  404  sofort  aus,  dass  die- 
selbe bei  CO  =  /oo  den  Wert  8  annimmt,  so  dass  sie  nur  noch  in  der 
anderen  Spitze  ra  =  0  von  F^^  unendlich  werden  kann.  Hier  aber 
liegt  für  jedes  einzelne  Za^  ein  Nullpunkt  der  Ordnung  f ,  für  O  (^a ^ 
also  entweder  ein  solcher  der  Ordnung  f  oder  y ,  was  aus  der  Wertig- 
keit 6  von  O  sofort  folgt.  Da  aber  ^Ä  an  jener  Stelle  einen  Null- 
punkt  der  Ordnung  y   hat,  so  folgt:  entweder   bleibt    der   Quotient 

*(^«0-y^  auf  -^12  überall  endlich,  oder  er  stellt  eine  einwertige 
Function  von  F^^  dar.  Letzteres  aber  widerspricht  dem  Umstände,  dass 
jPi2  das  Geschlecht  p  =  \  hat,  und  also  entspringen  die  Relationen: 

(2)  CD  (^U))  =  8  ]/Ä ,    ct)(d'0  =  8A^ 

Werde  nun  O  (Za)  durch  T  in  0'  (Za)  übergeführt,  so  besteht  die  Glei- 
chung 0(£a)  —  ^\ia)  =  0  unabhängig  von  den  besonderen  Werten 
der  coj ,  cjg ;  aber  diese  Gleichung  muss  bereits  in  den  5«  identisch  be- 
stehen, da  wir  im  vorigen  Paragraphen  sahen,  dass  es  keine  cubische 
Relationen  zwischen  den  Za^  giebt  Die  Form  <i>{Za)  ist  also  wirJdich 
eine  Invariante  der  &66o*)' 

Durch  ähnliche  Betrachtungen  kann  man  zeigen,  dass  es  keine 
Invariante  vierten  Grades  der  Gq^q  giebt  Aber  wir  haben  jetzt  ein 
einfaches  Mittel,  eine  Invariante  fünften  Grades  von  <P(Za)  zu  bilden. 
Wir  rechnen  uns,  wie  auch  schon  bei  früheren  Stufen,  z.  B.  bei  n  =  7, 
einfach  die  zu  0  gehörende  Hesse* scIie  Determinante: 


(3)  H'(.0  = 


u-, 

^4 

0 

0 

•^5 

^4 

^3 

«1 
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"l 

^u 

"3 
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0 

«3 

^5 

«9 

^5 

0 

0 

^9 

«4 

aus  und  finden  als  expliciten  Ausdruck  der  somit  gewonnenen  Invariante 
fünften  Grades: 


*)   Mag  erlaubt  sein,  bei  diesen  Sätzen  nnter  der  allgemeinen  Bezeichonng 
Za  auch  die  normierten  Modoln  der  beiden  ersten  Systeme  mit  einzubegreifen. 
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Unter  Umgehung  der  nächstfolgenden  Werte  v  betrachten  wir 
jetzt  sofort  v  «=  11.  Wir  können  hier  ähnlich  verfahren,  wie  in  I 
p.  739  (4)  bei  Gelegenheit  des  zu  n  =  7  gehörenden  Problems  der  A«. 

Man  bemerke  nämlich,  dass  jSf«^*  oder  auch  (i  l/lTjefa)^^  zum  11*®"  Tei- 
lungspolygon gehört  (insofern  diese  Modulform  gegenüber  S  invariant 
ist)  und  somit  durch  die  Modulsubstitutionen  insgesamt  in  60  ver- 
schiedene gleichberechtigte  Moduln  transformiert  wird.  Wir  werden 
uns  aus  der  Gestalt  der  ^a- Substitutionen  diese  60  gleichberechtigten 
Grössen  leicht  herleiten  und  ünden  nun  in  ihrer  Summe  als  eine  fsur 
ößßQ  gehörende  Invariante  \V^^  Grades: 

(5)  X  (^.)  =  0  vTi)-"  -2  { (i  ]/n .  «„)" 

a 
10 

Man  hat  hier  freilich  noch  durch  eine  kurze  Rechnung  zu  zeigen,  dass 
der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  von  (5)  jedenfalls  in  den  Za  nicht 
identisch  verschwindet;  inwieweit  identisches  Verschwinden  in  Oj,  (o^ 
eintritt,  falls  wir  die  sSa  init  den  Moduln  eines  unserer  drei  Systeme 

iaj  Za    identificieren,  werden  wir  gleich  untersuchen.    — 

Wir  setzen  nunmehr  in  die  drei  gewonnenen  Invarianten  nach 
einander  die  Moduln  der  drei  Systeme  ein  und  bringen  die  so  ent- 
stehenden Ausdrücke  mit  den  Moduln  erster  Stufe  in  Beziehung.    Die 

Bedeutung  von  4)  (g«  )  ist  bereits  in  (2)  ausgeben.   In  V  (j?«  )  ist  ein 

Ausdruck  definiert,  der  durch  Multiplication  mit  j/A  zu  einer  ganzen 
Modulform  erster  Stufe  ( — 16)**"  Dimension  wird;  wir  schliessen  daraus 
in  gewohnter  Weise  auf  den  Ansatz: 

(6)  V  (^L'O  =  ag,yL, 

Aber  die  Reihenentwicklung  der  linken  Seite  von  (6)  weist  kein  Glied 
mit  der  Potenz  r^  auf,  so  dass  a  =  0  sein  muss.  Da  femer  bei 
Q  ==  icx>  gegen  e^P  alle  übrigen  Za^  verschwinden,  so  ist  für  die  dritte 
Invariante: 

(7)  limX(a  =  V'  =  -2"(^rr^ 

wie  man  leicht  nachweisen  wird.    Andrerseits  ist  Y^{e^a)  eine  ganze 

Modulform,  die  durch  Multiplication  mit  }/A  zur  ersten  Stufe  zurück- 
gebracht wird,  so  dass  sie  infolge  ihrer  Dimension  und  der  Annäherung 

(7)  mit  ^gA]/A   proportional  sein  muss.     Indem  wir  die  Rechnung 


V,  5.    Moduln  und  Resolventen  elfter  Stufe.  413 

leicht  zu  Ende  führen,  fassen  wir  die  für  die  da^  gewonnenen  Resul- 
tate in  den  Satz  zusammen:  Die  drei  Invarianten  (1),  (3),  (5)  der  G^qq, 
gebildet  für  die  Moduln  (JJ)  unseres  ersten  Systems  ^  geben  die  identiscJien 
Relationen: 

(8)  ct)(W  =  8A%    V(ea)  =  0,     X(?«)  =  -2».3flr,A'. 

Die  Beziehung  des  ersten  Modulsystems  ^  zum  Hauptmodul  erster  Stufe 
J  gestaltet  sieh  also  wie  folgt: 

(9)  1^  =  -  1728  J"(a,). 

Bei  dem  den  Formeln  (5)  p.  405  zugehörigen  zweiten  Modulsystem 
der  5^*>  fällt  der  Ausdruck  von  X  (5a)  durch  g^  und  g^  ein  wenig  com- 

plicierter  aus;  wir  schliessen  hier  leicht  auf  den  Ansatz: 

(10)  Xa„)  =  (a</3''  +  6<7,*)<7,A«, 

wo  sich  die  beiden  Zahlen  a,  b  jedenfalls  nicht  wie  4 :  27  verhalten, 
so  dass  auf  der  rechten  Seite  von  (10)  eine  höhere  Potenz  von  A  als 
die  6**  nicht  auftritt.  Zur  endgültigen  Bestimmung  der  Formel  (10), 
die  wir  indessen  nicht  leisten,  würden  wir  also  zwei  Glieder  der  Reihen- 
entwicklung  von  X(ga)  nötig  haben.  Einfacher  werden  die  Ausdrücke 
für  O  und  V;  wir  finden  für  diese  beiden  Invarianten^  gebildet  in  un- 

.  serem  zweiten  Modulsystem  ^\  die  nachfolgenden  Darstellungen  durch 

9%j  93- 

(11)  (t)(e,)  =  -3«.13A%    V(ga)  =  2«.3*.5(7,A% 

woraus  sidi  für  J(cai)  der  Ausdruck  im  zweiten  Modulsysteni  ga  ergiebt: 

(12)  3*.13*.!!ig 2«.5'.J. 

Endlich  verschwinden  beim  Modulsystem  Za  die  beiden  Invarianten 
0  und  V  notwendig  identisch;  denn  sie  würden  sonst  ganze,  bei 
0}  =  ioo  verschwindende,  Modulformen  erster  Stufe  der  Dimension  — 6 
und   —10  vorstellen;  insgesamt  aber  finden  wir  für  das  dritte  Modul- 

System  der  z^a   die  Belationen: 

(13)  <D(xfa)  =  0,       V(0a)  =  O,       y.{Za) 2^- 8^,(73  A. 

Zur  Darstellung  von  J  durch  die  Za  würden  wir  also  noch  neue  In- 
varianten der  G^Q  heranziehen  müssen*).  — 

^  Die  iii  Varianten  Formen  0,  V,  X,  sowie  die  specielle  Betrachtung  der- 
selben für  das  erste  Modalsystem  z^^^  (Formeln  (8)  und  (9)  des  Textes)  wurden 
von  Hrn.  Klein  bereits  a.  a.  0.  vollständig  entwickelt. 
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§  4.    Von  den  geometrischen  Gebilden  20'*«^,  80"^°  und  50"*«^  Grades 
im  Baume  R^^  welche  den  drei  je^a- Systemen  entsprechen*). 

Die  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  werden  in  neuer  Weise 
verständlich,  wenn  wir  nun  in  gewohnter  Art  die  geometrische  Deu- 
tung der  gff  als  homogener  Coordinaten  eines  Raumes  R^  von  vier  Dimen- 
sionen einführen.  Im  R^  legen  wir  ein  beliebiges  aus  fünf  linearen, 
nicht  durch  einen  Punkt  gehenden  „Räumen"  gebildetes  Coordinaten- 
pentaeder  zu  Grunde**)  und  beziehen  auf  dasselbe  erstlich  die  Punkt- 
coordinaten  ^i,  Jij,  ....  Ihnen  reihen  wir  aber  im  Anschluss  an  die 
Contragredienz  des  dritten  Modulsystems  zu  den  beiden  ersten  „Raum''- 
coordinaten  an  (welch'  letztere  den  Liniencoordinaten  der  ebenen 
Geometrie  und  den  Ebenencoordinaten  der  gewöhnlichen  Raumgeometrie 
analog  gebildet  sind).  Diese  neuen  Coordinaten,  welche  particulär  ge- 
wählt immer  einen  im  R^  gelegenen  linearen  Raum  fixieren,  sollen 
Za  genannt  werden  und  so  bestimmt  sein,  dass  durch  die  Gleichung: 

(1)  ^its  +  ^S&J  +  ^9^5  +  ^öSi  +  ^iti  =  0 

die  vereinigte  Lage  von  Punkt  (J;«)  und  Raum  (za)  angezeigt  ist.  Üben 
wir  jetzt  eine  CoUineation  des  R^  aus,  so  werden  sich  in  der  That 
die  Za  in  richtiger  Weise  zu  den  g«  contragredient  substituieren. 

Im  so  vorgerichteten  jR^  sind  nun  zahlreiche  geometrische  Ge- 
bilde zu  betrachten.  Die  Punkte  ia  =  ta  beschreiben  nach  §  1  eine 
eigentlich  im  R^  gelegene  Curve  C^q  der  zwanzigsten  Ordnung ,  während 

in  entsprechender  Weise  die  Punkte  ^u  =  S«  ^  eine  C^q  der  achtzigsten 
Ordnung  beschreiben.  Beide  Curven  sind  einfach  bedeckt  (wie  man  leicht 
beweist***))  und  also  gegenseitig  auf  einander  eindeutig  bezogen.  Nun 
aber  wird  die  Beziehung  der  C^q  auf  die  C^  bei  Ausübung  der  660  Col- 
lineationen  der  G^qq  nicht  gestört.  Wenn  wir  demnach  je  zwei  zuge- 
ordnete Punkte   beider  Curven   durch  eine  Gerade  verbinden,  so  ent- 

*)  Die  hier  und  im  folgenden  Paragraphen  gegebenen  geometrischen  Ent- 
wicklungen wolle  man  nur  mehr  als  beiläufige  ansehen.  Diese  Betrachtungen 
verfolgen  den  Zweck,  die  Wechselbeziehung  zwischen  den  drei  Modulsystemen 
der  z^  der  Anschauung  näher  zu  legen,  kommen  indessen  weiterhin  bei  der  Theorie 
der  Resolventen  11*®**  und  12*®»*  Grades  nur  beiläufig  zur  Verwendung. 

**)  Wir  bezeichnen  hier  consequenter  Weise  die  durch  eine  einzelne  Gleichung 
zwischen  den  Coordinaten  i^  dargestellten  c^m-dimensionalen  Gebilde  des  M^^ 
schlechtweg  als  „Bäume*'.  Es  ist  diese  Terminologie  hier  durchführbar,  weil 
wir  eben  im  R^  des  Textes  nur  mit  ein-,  zwei-  oder  drei-dimensionalen  Gebilden 
zu  thun  haben. 

***)  nämlich  aus  der  Verschiedenheit  der  660  f^- Substitutionen   und  der  ein- 
deutifjcn  Abhängigkeit  des  J  vom  einzelnen  System  der  J^;  cf.  (9)  und  (12)  §  3. 
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springt  aus  aW  diesen  Geraden  eine  im  R^  gelegene  Regelfläche,  die  durch 
die  660  Collineationen  der  G^qq  in  sich  selbst  transformiert  tvird. 

Man  kann  diese  ßegelfläche  auch  noch  in  anderer  Weise  ent- 
standen denken.  Wählen  wir  nämlich  x^,  Xg  als  Parameter  und  bilden 
die  fünf  Moduln  11*«'  Stufe: 

(2)  ga  =  X,  e^  +  X,  eL'^  , 

SO  werden  dieselben  selbstverständlich  mit  den  ^a\  g«^  cogredient  sein, 

andrerseits  aber  bei  co  =  too  das  Verhalten  der  gSf^  zeigen,  wie  man 
durch  Vergleich  der  Formeln  (2)  und  (5)  §  1  findet.  Aus  letzterem  Um- 
stände schliesst  man :  Bei  beliebig  fixierten  x,-  werden  die  in  (2)  definierten 
g«  eine  C^  des  B^  beschreiben,  wenn  o  das  Polygon  jF^^j  überstreicht;  nur 
für  X2  =  0  tritt  an  Stelle  der  C^^  eine  C^q.  Aber  man  sieht  nun  sofort, 
dass  die  gesamten  so  erreichbaren  Curven  C^q  gerade  die  oben  beschriebene 
Regelfläche  wieder  erzeugen  werden.  Es  entspringt  hier  die  Frage,  wie 
man  sich  geometrisch  das  plötzliche  Zurücksinken  der  Curvenordnung 
von  80  auf  20  bei  Xg  =  0  zu  erklären  hat.  Die  Antwort  ergiebt  sich 
fast  unmittelbar  aus  dem  Umstände,  dass  von  den  80  beweglichen 
Nullpunkten  der  aus  den  Moduln  (2)  zu  bildenden  linearen  Verbindung 
HCata  im  Specialfall  Xg  =  0  sechzig  in  den  Punkten  c  vom  Polygon 
Fqqq  fixiert  werden.  Diesen  60  Punkten  c  entsprechen  auf  der  Regel- 
fläche ebenso  viele  Gerade,  und  da  haben  wir  nun  den  Satz  auszu- 
sprechen: Die  dem  Modiilsystem  (2)  zugeordnete  C^  zerfallt  für  x^  =  0 

in  jene  60  Gerade  und  die  Curve  C^q  des  Systems  ^^ . 

Man  veranschauliche  sich  daraufhin  den  Verlauf  der  Curven  C^ 
auf  der  Regelfläche.  Eine  jener  60  geraden  Linien  ist  diejenige  Penta- 
ederkante, welche  der  durch  g^  =  0,  S5  =  0  dargestellten  „Ebene"  des 
Coordinatenpentaeders  gegenüberliegt.  In  der  Nähe  dieser  Linie  con- 
vergieren  alle  Curven  C^  auf  der  Regelfläche  nach  der  Pentaederecke 
Si  ^  ^;  £[3  =  St)  ==•••=  0.  Aber  hierbei  schmiegen  sich  die  C^q  mit 
kleiner  werdendem  Xg  mehr  und  mehr  an  die  in  Rede  stehende  Gerade 
und  die  Cjq  an.  Bei  den  übrigen  59  Geraden,  die  aus  der  ersteren 
durch  eine  in  der  G^^q  enthaltene  Ikosaeder- Gg,,  hervorgehen,  gestalten 
sich  die  Dinge  ebenso. 

Schliesslich  entspricht  d^m  dritten  Modulsystem  Za  ein  aus  cx)^ 
linearen  Räumen  bestehendes  Gebilde  des  Ü4,  welclies  den  developpabeln 
Fläclien  der  gewöhnlichen  Raumgeometrie  parallel  gelten  tvird;  wir  haben 
diesem  Gebilde  die  Classe  50  zu  erteilen,  insofern  durch  jeden  Punkt 
des  R^  50  jenem  Gebilde  angehörende  lineare  Räume  hindurchgehen. 
Unser  neues  Gebilde  wird  natürlich  gleichfalls  durch  die  660  Col- 
lineationen in  sich  selbst  übergeführt.     Der  einzelne  lineare  Raum  des 
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in  Bede  stehenden  Gebildes  schneidet  zufolge  der  Gleichung  (9)  §  1  die 
Begel fläche  {neben  t/mteren  Bestandteilen)  in  derjenigen  geraden  Linie, 
welche  vermöge  der  gemeinsamen  Beziehung  zum  Polygon  JPgßo  ^  betreffen- 
den Stelle  des  Gebildes  der  50'**"  Classe  eindeutig  zugeordnet  ist  Letz- 
teres Gebilde  liegt  also  geradezu  perspectiv  zur  Regelfläclie,  auf  die  es 
eindeutig  bezogen  ist. 

* 
§  5.    Dnrohsohnitt  der  Corven  C^q,  C^  und  der  Begelfläohe  mit 

den  Bäumen  <t)(g)  =  0  und  Y (f)  =  0. 

Den  im  vorigen  Paragraphen  betrachteten  Gebilden  des  B^  ge* 
seilen  wir  jetzt  den  durch: 

(1)  <!>(&.)  =  0 

dargestellten  cubischen  Baum  hinzu^  der  gleichfalls  die  wichtige  Eigen- 
schaft hat,  durch  die  660  CoUineationen  des  B^  in  sich  selbst  über- 
geführt zu  werden.  Beim  Durchschnitt  des  Raumes  (1)  mit  einer  der 
Curven  C^  oder  C^  treten  nun  Überlegungen  in  Kraft,  wie  wir  sie  in 
Bd.  I  wiederholt,  z.  B.  bei  n  =  7  (p.  696),  verwendeten.  Soll  eine  ein- 
zelne unserer  Curven  nicht  ganz  im  Räume  0  =  0  gelegen  sein,  so 
wird  letzterer  auf  der  Curve  ein  System  von  Punkten  ausschneiden,  das 
gegenüber  der  G^^  invariant  ist.  Eben  deshalb  muss  die  Anzahl  dieser 
Schnittpunkte  sich  vermöge  ganzer,  nicht-negativer  Zahlen  a,  ß,  y,  i 
in  der  Gestalt  schreiben  lassen: 

(2)  660«  -f  330/J  +  220y  +  60* , 

wobei  diejenigen  Punkte  der  Curve,  welche  in  den  drei  letzten  Gliedern 
von  (2)  gezählt  sind,  die  wohlbekannte  specielle  Lage  auf  der  Curve 

haben  werden.  Es  wird  nun  die  C^q  der  ^^  von  0  =  0  in  60  Punkten 
geschnitten,  und  es  ist  somit  in  (2)  a  =  /S  =  y  =  0,  d=l  zu  nehmen, 

da  doch  <I>(^^Y  nicht  identisch  Null  ist.    Der  Baum  (1)  schneidet  also 

auf  der  C^q  der  ^„^  das  System  der  60  Punkte  c  aus,  was  ein  Blick  auf 
die  erste  Formel  (8)  p.  413  sofort  bestätigt;  denn  eben  an  diesen 
Stellen  der  C20  verschwindet  A.     Durch  dieselbe  Überlegung  finden 

wir,  dass  die  Cqq  der  ^^  vom  Baume  (1)  im  vierfach  gerechneten  (d  =  4) 
System  der  sechzig  Punkte  c  geschnitten  wird. 

Jetzt  aber  wolle  man  zur  gründlicheren  Erfassung  der  vorliegenden 
Verhältnisse  den  Raum  0«=O  gleich  mit  der  Regelfläche  der  g«- Curven 
zum  Durchschnitt  bringen,  und  hierbei  tritt  folgende  interessante  Be- 
trachtung ein:  Im  allgemeinen  ist  der  Ausdruck  0,  gebildet  für  das 
in  (2)  §  4  gegebene  Modulsystem  ^,  als  Modulform  der  ersten  Stufe 
mit  A'  proportional.     Da  aber  0  vom  dritten  Grade  ist,  so  wird  es 
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drei  Special  werte  für  den  Quotienten  x^  :  Xg  geben,  für  welche  das  in 
der  Regel  eintretende  Anfangsglied  mit  der  Potenz  r^  in  der  Entwick- 
lung von  <t)  {ta)  ausfällt.  Wir  berechnen  fdr  diese  Special  werte  x  die 
cubische  Gleichung: 

(3)  8x/—  60x^^X2+  150xiX2*—  117xs,«  =  0, 
welche  aufgelöst  die  drei  verschiedenen  Wurzeln  giebt: 

^ . X  üi.  -_  1       -_  ^_+iv5       6  —  i ]/3 

Man  wird  nun  schon  bemerkt  haben,  dass  diese  drei  Modulsysteme  g^ 
drei  identisch  verschwindende  O(^)  geben  müssen,  und  dieses  Re- 
sultat kleiden  wir  wiederum  iu  den  geometrischen  Satz:  Der  Baum 
(1)  schneidet  auf  der  Begelfläche  drei  unterschiedene  von  den  Curven  C^q 
aus.  Irgend  eine  andere  Cg^  (sowie  auch  C^)  hat  mit  dem  Räume  (1) 
nur  ihre  Punkte  c  gemeinsam.  Eine  einzelne  der  60  Geraden  c  (der 
Regelfläche)  hat  aber  mit  (1)  zufolge  des  eben  cursiv  gedruckten  Satzes 
an  der  betreffenden  Stelle  c  der  C^  drei  consecutive  Punkte  gemein- 
sam, während  sie  doch  andrerseits  den  Raum  0  =  0  noch  in  dem 
zugehörigen  Punkte  c  der  C^  schneidet.  Die  fragliche  Gerade  liegt 
demnach  ganz  im  Räume  O  «==  0,  da  dieser  doch  von  einer  nicht  in  ihr 
gelegenen  Geraden  nur  in  drei  Punkten  geschnitten  wird.  Fassen  wir 
also  zusammen,  so  ergiebt  sich  bei  der  Art,  wie  die  Curven  Cqq  die 
Regelfläche  überlagern,  das  Resultat:  Der  vollständige  Durchschnitt  des 
Baumes  <t>  =s  0  mit  der  Begelfläche  besteht  aus  drei  verschiedenen,  durch 

(4)  festgdegtenj  Curven  C^  im  Verein  mit  den  sechssig  geraden  Linien  c. 
Weiter  aber  folgt  hieraus:  Die  Begelfläche  besitzt  die  Ordnung  100*). 

Der  Baum  fünfter  Ordnung  V  =  0  wird  die  Cg^  der  ^^  ganz  ent- 
halten müssen,  da  es  auf  dieser  Gurve  kein  invariantes  System  von 
100  Punkten  giebt.  Andrerseits  lässt  sich  400  in  der  Gestalt  (2)  nur 
durch  a  =  /3==0,  y=l,d  =  3  darstellen.  Soll  also  der  Raum  ^==0 
die  einzelne  Cmrve  C^q  nicht  ganz  enthalten,  so  wird  er  auf  der  C^ 
das  System  der  220  Puukte  b  einfach,  die  60  Punkte  c  aber  dreifach 

*)  Zur  Sicherstellung  des  eben  befolgten  SchlusBYerfahreoB  beachte  man, 
dass  keines  der  gefundenen  Schnittgebilde  von  Begelfläche  und  Baum  O  =»  0 
mehrfach  zählt.  Dies  ist  fCir  die  drei  Curven  C^^  aus  der  obigen  Deduction  leicht 
ersichtlich  und  kommt  übrigens  zum  unmittelbaren  Ausdruck  durch  den  Umstand, 
dass  die  Gleichuug  (3)  des  Textes  keine  Doppelwurzel  hat  (man  ygl.  dem  gegen- 
über die  sogleich  unter  (5)  folgende  Gleichung).  Sollte  aber  eine  der  Geraden  c 
als  Schnitt  der  Begelfläche  mit  dem  Baume  O  «»  o  mehrfach  zählen,  so  müsste 
offenbar  der  Baum  O  =*  0  die  ganz  auf  der  Begelfläche  gelegene  C^q  an  jener 
Stelle  c  mehrfach  schneiden;  das  aber  widerspricht,  wie  wir  schon  fanden,  der 
Thatsache. 

Klein-Fricke,  ModalfanotioneiL  II.  27 
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gezählt  ausschneideD.  Die  betreffenden  Formeln  (8)  und  (11)  §  3  werden 
diese  letzteren  Angaben  als  richtig  bestätigen. 

Um  den  Schnitt  von  V  =  0  mit  der  Regelfiäche  zu  untersuchen, 
bemerke  man,  dass  es  jetzt  fünf  Werte  x^ :  x^  giebt,  für  welche  V,  ge- 
bildet für  die  betreffenden  ^a,  identisch  verschwinden  muss.  Wir  finden 
als  Gleichung  für  diese  speciellen  Parameter: 

(5)  (x,  -  3x,)  (2x,2  -  13x,x,  +  20x./)  x,^  =  0, 
deren  Wurzeln: 

(6)  x/==0,    ^  =  3,     |,    I 

sind.  Der  Raum  V  =»  0  schneidet  nuf  der  Begd fläche  soncLch  neben  der 
C20  noch  drei  verschiedene  Curven  Cqq  aus.  Da  aber  V(5a)  im  allge- 
meinen mit  g^£^  proportional  ist,  so  wird  überdies  der  Complex  der  220 
auf  der  Regelfläche  gelegenen  Geraden  b  im  Durchschnitt  der  Fläche  mit 

Y  SS  0  enthalten  sein.  Würden  alle  bislang  aufgezählten  Bestandteile 
des  Durchschnitts  nur  einfach  in  Betracht  kommen,  so  würden  sie  ins- 
gesamt eine  Curve  der  Ordnung  220  +  20  +  3  •  80  =  480  zusammen- 
setzen. Aber  W  =  0  schneidet  die  Regelfiäche  in  einer  C^qq,  so  dass 
noch  eine  C2Q  fehlt.  Da  aber,  wie  man  übersehen  haben  wird,  neue 
Schnittgebilde  nicht   mehr  in  Betracht   kommen   können,   so   ist   die 

fehlende  C^  unsere  Curve  der  Ja^,  was  in  der  That  durch  die  Doppel- 
wurzel Xj  =  0  von  (5)  bestätigt  wird.  Die  C20  ^  ^^  ^^^  demncuih 
in  dem  fraglichen  DurchschniM  doppelt^  und  dies  ist  nur  dadurch  mög- 
lich, dass  entweder  die  Regelfiäche  von  V  =  0  längs  der  Cg^  berührt 
wird,  oder  aber  dass  diese  C20  eine  Doppelcurve  des  Raumes  Y  =  0  ist. 
Und  nun  tritt  von  diesen  beiden  Möglichkeiten  thatsächlich  die 
letztere  ein.  Leiten  wir  nämlich  den  expliciten  Ausdruck  Y(^a)  nach 
einer  der  fünf  Grössen  ^a  ab,  so  erhalten  wir  jedesmal  einen  biquadrati- 
schen Ausdruck  der  Za,  der  sich  aus  den  linken  Seiten  bestimmter 
zwei  Relationen  (3)  und  (4)  p.  409  linear  zusammeugetzt.  Für  die 
Punkte   der  C20  verschwinden  also   alle  fünf   ersten   Ableitungen   von 

V  (5a)  identisch,  so  dass  in  der  Thai  die  Curve  C20  eine  Doppelcurve  des 
Raumes  Y  =  0  fünfter  Ordnung  ist.  Das  hiermit  erreichte  Resultat 
bildet  im  Räume  R^  das  genaue  Analogen  einer  von  Sylvester  und 
Clebsch  herrührenden  Entwicklung  aus  der  Theorie  der  Flächen  dritter 
Ordnung  im  gewöhnlichen  Räume  R^*),  was  noch  evidenter  wird  durch 
die  Bemerkung,  dass  die  fünfzehn  unterschiedenen  viergliedrigen  Unter- 
determinanten  von  (3)  p.4ll,  mit  Null  identisch  gesetzt,  die  fünfaehn 


*)  Man  sehe  den  ausführlichen  Bericht  über  diese  Theorie  in  der  Salmon- 
schen  Raumgeometrie  (deutsche  Ausgabe,  3.  Aufl.,  1880)  Artikel  296  u.  f. 
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Relationen  des  %  2  wieder  ergeben.  Wenn  man  in  entsprechender  Weise 
im  iZj  die  Hesse'sche  Fläche  einer  Fläche  dritter  Ordnung  durch  Null- 
setzen einer  yiergliedrigen  Determinante  darstellt^  so  werden  durch 
Nullsetzen  der  zehn  ersten  Unterdeterminanten  (zufolge  der  eben 
citierten  Theorie)  die  zehn  Knotenpunkte  jener  Hesse'schen  Fläche 
dargestellt.  Mit  dem  System  dieser  Knotenpunkte  würde  also  in  un- 
serem Räume  B^  die  C^q  der  Ba  als  Doppelcurve  der  Hesse'schen  Fläche 
V  =  0  in  Parallele  zu  setzen  sein  *). 

Wir  brechen  diese  Betrachtungen  ab,  obwohl  sie  leicht  noch  weiter 
fortgesetzt  werden  könnten.  Man  würde  nun  auch  noch  die  Gleichung 
X  (ga)  =  0,  sowie  weiter  die  durch  O  {Za)  =  0  und  V  (zc)  =  0  darge- 
stellten Raumgebilde  verfolgen  können.  Vor  allem  würde  man  auch 
umgekehrt  die  den  particulären  Parameterwerten  (4)  und  (6)  zuge- 
hörigen ^-Systeme  einer  weiteren  functionentheoretischen  Discussion 
unterziehen,  sowie  weiter  alle  geschehene^  Entwicklungen  in  aasge- 
dehnter Weise  für  die  nun  darzustellende  Theorie  der  Resolventen  ver- 
werten können.  Um  indessen  nicht  zu  viel  Raum  mit  der  Theorie  der 
11*"**  Stufe  einzunehmen,  knüpfen  wir  nur  noch  die  Untersuchung  der  Re- 
solvente 11*®**  Grades  an  das  System  der  z^a\  während  wir  späterhin 
für  die  Resolvente  12*^  Grades  andere,  gerade  für  diese  Resolvente 
besonders  taugliche,  Moduln  heranziehen  werden. 

§  6.     Auswahl  einer  speoiellen  Untergruppe  G^q  von  G^^  und 
Untersuchung  des  zur  G^  gehörenden  Polygons  F^^. 

Hat  man  einmal  die  Gesamtheit  der  algebraischen  Relationen 
zwischen  den  fünf  Moduln  des  einzelnen  Systems  unter  einander  sowie 
zwischen  ihnen  und  den  Moduln  erster  Stufe  g^,  g^,  A  gewonnen,  so 
mag  man  nun  in  bekannter  Weise  wieder  umgekehrt  dieses  Glei- 
chungssystem bei  gegebenen  g^,  g^  als  Definition  der  fünf  Moduln  ia 
bez.  Za  ansprechen.  Wir  verweilen  aber  nicht  bei  der  ausführlichen 
Formulierung  des  so  gemeinten  Galois'schen  Problems,  wenden  uns 
vielmehr  gleich  zu  dessen  niedersten  Resolventen;  und  hier  sind  es 
die  beiden  Resolventen  1 1**''  Grades,  welche  ihrer  ausnahmsweisen  Stel- 
lung wegen  (cf.  I  p.  490)  das  Hauptinteresse  in  Anspruch  nehmen. 
Untersuchen  wir  also  vor  allem  diese  Resolventen! 

Es  fanden  sich  in  Bd.  I  p.  479  ff.  innerhalb  der  Gq^q  zwei  Systeme 
von  je  11  gleichberechtigten  G^  vom  Ikosaedertypus,  die  erst  dann 
in  einander  transformierbar  waren,  wenn  wir  von  G^^  zu  der  durch 


*)  Es  ist  hiermit  der  OedankengaDg  skizziert,  vermöge  dessen  Hr.  Klein 

27* 


1.  c.  die  Carve  (7,^  der  g^  zuerst  ableitete. 
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SpiegetuogeD  erweiterten  Gruppe  Gg^  fortgingen.  In  der  Absicht,  die 
Polygone  fj,  fllr  die  beiden  entsprechenden  CongruenxgruppeD  f,, 
TOm  Indes  11  zu  untersuchen,  greifen  wir  .etwa  diejenige  unter  den 
22  Gruppen  6^0  auf,  welche  wir  aus  den  Substitutionen: 


(1) 


»^^^(o,'")'  '=^'^^=(-J;-D  ("»"•") 


erzeugen  können.  Daas  diese  Substitutionen  wirklich  eine  Ikosaeder- 
gruppe  Geo  innerhalb  der  (7^^^  bilden,  folgt  aus  dem  Oyck'schen  Satze 
(I  p.  456);  denn  man  beweist  sofort,  dass  die  Bedingungen  dieses 
Satzes: 

s"  =1,     t'^  1,     {sty  —.  1     (mod.  11) 

von  den  Substitutionen  (1)  erfüllt  werden.  In  dieser  Ggf,  wird  sich 
übrigens  auch  die  Operation  finden: 

(2)  «  =  s*(s»(s'*=r:^(_j' J)     (mod.  11). 

Wir  merken  uns  auch  gleich,  welche  Gestalt  die  G^  annimmt, 
wenn  wir  sie  durch  die  ^-Substitutionen  darstellen;  es  ergiebt  sich 
aus  den  bezUglicben  Angaben  des  §  1  fUr  die  Substitutionen  s,  t,  u: 


(3) 


{»)      iVnv- 


"OS^- 


Das  Polygon  der  ausgewählten  Congruenzgruppe  T,,  hat  die  in 
Figur  ^  aufgezeichnete  Gestalt.  Wir  wollen  diese  Figur  nicht  ausführ- 
lich analysieren,  sondern  ihre  Richtigkeit  einfach  dadurch  bewähren, 
dass  wir  die  erzengenden  Substitutionen  v^  bis  v^,  von  denen  schon  in 
der  Zeichnung  Vermerk  genommen  wurde,  jetzt  hinterher  aus  den  in 
(1)  und  (2)   gemeinten  Substitutionen  s,  t,  u   der  Ggg  erzeugen.    Wir 
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rechnen  aber  in   der  That   leicht   aus,  dass  mod.  11    die   faaf  Cod- 
gruenzen  erfoUt  sind: 

t'i  ^^  S'tS^,     «j  =~  S*f  S*,     Vj  ^  (k. 

Man  nimmt  bereits  in  Fig.  6  wahr,  dass  die  Gruppe  T,,  «im  Ge- 
schlechte p  =  0  gehört.  Indem  man  also  in  bekannter  Weise  die  auf 
eiuaAder  bezogenen  Raudcurven  von  Fig.  6  zusammenbiegt,  geht  dieses 
Polygon  in  eine  einfach  und  vollständig  bedeckte  Ebene  aber,  deren 
Einteilung  in  2  11  Elementarbereiche  Fig.  7  achematisch  darstellt. 
Die  Verzweigung  der  1 1  -  blättrigen  Riemann'schen  Fläche  J^,i  über 
der  J-Ebene,  wie  sie  der 
r,,  zugehört,  ist  iu  Fig.  7 
unmittelbar  ersichtlich;  wir 
Bnden:  Bei  J -^  oo  hängen 
die  11  Blätter  in  einem 
Verztveigungspunkte  cycliscJi 
zmamnien;  bei  J^  l  ver-  , 
laufen  drei  Blätter  isoliert, 
während  die  übrigen  acht  zu 
Paareii  mit  einander  ver- 
zweigt sind;  bei  J^O  ver- 
laufen ewei  Blätter  isoliert, 
während  die  neun  übrigen 
XU  je  drei  in  drei  Verzwei- 


Jiängen.     Weitere    Verewei' 

gimgspunkte  treten  nicht  auf.  ^'*  '' 

Die  Polygone  der  mit  T,,  innerhalb  T  gleichberechtigten  Unter- 
gruppen entstehen  aus  der  Fig.  6  einfach  durch  TraoBformation  mit 
S,  S'  . .  . .  Die  Riemann'schen'  Flächen  F,^ ,  welche  ihnen  zugehören, 
sind  bekanntlich  Ton  der  eben  beschriebenen  Fi^  in  keiner  Weise  ver- 
schieden; geändert  wird  ja  bei  Fortgang  zn  den  flhrigen  f,,  allein  die 
Beziehung  der  Fläche  f,,  zur  <n  -  Halbebene,  Zu  den  Polygonen  des 
anderen  Systems  der  11  Gruppen  f,,  gelangen  wir  nun  einfach,  indem 
wir  die  eben  genannten  Polygone  an  der  imaginären  oi-Aze  spiegeln. 
Ihnen  entspricht  dann  eine  zweite  Riemann'sche  Fläche  F^,,  die  natür- 
lich aus  jener  ersten  Fläche  Über  der  J-Ebene  einfach  durch  Spiegelung 
_  derselben  an  der  reellen  J-Axe  hervorgeht.  —  Übrigens  giebt  es,  so- 
fern wir  auf  die  Verzweigung  der  F^J  nur  insoweit  Acht  geben,  als 
sie  im  eben  formulierten  Gursivsatz  darch  Zahl  and  Art  der  Verzwei- 


422  V,  5.     Moduln  und  Resolventen  elfter  Stufe. 

gungspunkte,  sowie  die  zugehörigen  Werte  J  charakterisiert  wird,  nicht 
nur  zwei,  sondern  insgesamt  zehn  unterschiedene  elfblättrige  Biemann- 
sehe  Flächen,  welche  alle  diese  Verzweigung  aufweisen*).  Eben  diese 
Sachlage  hat  denn  auch  zur  Folge,  dass  von  den  geschehenen  Verzwei- 
gungsangaben allein  aus  die  Resolventen  11*®^  Grades  noch  nicht  ge- 
funden werden  konuen,  was  doch  bei  n  =  5  für  die  eine  und  »  =  7 
für  die  beiden  Resolventen  n*^  Grades  der  Fall  war  **).  Es  war  hier 
bei  n  =  11  vielmehr  durchaus  nötig,  behufs  Gewinnung  der  Resolvente 
11**°  Grades  auf  das  Modulsystem  der  Za  ZQ  recurrieren.  —  Zufolge  des 
Verzweigungssatzes«  (I  p.  346)  definieren  natürlich  auch  die  übrigen 
elfblättrigen  Flächen  l^u,  welche  wir  eben  erwähnten,  Untergruppen 
fii  der  Modulgruppe ;  die  ihnen  zugehörigen  Resolventen  führen  uns  also 
zu  einer  Reihe  merkwürdiger  Nichtcongruenzmoduln  11^  Classe,  die 
übrigens  zur  Zeit  noch  nicht  näher  untersucht  sind. 

§  7.    Die  einfachsten  Modulformen  und  der  Hauptmodnl  der 

ausgewählten  V^^. 

Indem  wir  zur  speciellen  V^^  des  vorigen  Paragraphen  zurück- 
kehren, auf  welche  sich  die  Fig.  6  bezog,  fragen  wir  nach  den  ein- 
fachsten ihr  zugehörenden  ganzen  Modulformen.  Hier  würden  wir 
gewisse  allgemeine  Betrachtungen  an  die  Sätze  über  die  Wertigkeit 
der  Modulformen  knüpfen  können;  indessen  thun  wir  gut,  unsere  Be- 
trachtung gleich  auf  jene  Modulformen  der  V^^  einzuschränken,  die 
sich  ganz  und  rational  in  den  ia  darstellen  lassen.  Dabei  ist  es  wieder 
eine  geometrische  Betrachtung  im  Räume  R^,  von  welcher  wir  zweck- 
mässiger Weise  ausgehen« 

Durch  Nullsetzen  des  Ausdrucks 

(1)  y.  =  5i  +  5»  +  5»  +  55  +  S« 

wird  der  zum  Coordinatenpentaeder  des  JR^  gehörige  lineare  „Einheits- 
raum'' dargestellt.  Derselbe  wird  durcl;^  die  Substitution  s,  andrerseits 
aber  auch  durch  u  in  sich  transformiert,  da,  wie  wir  aus  (3)  §  6 
leicht  ausrechnen,  die  Form  y^  sowohl  durch  s  wie  u  in  sich  trans- 


*)  Eb  ist  dies  von  Hrn.  Klein  in  der  schon  im  Anfang  des  Kapitels  ge- 
nannten Abhandlung  „Üher  TranaformoHon  elfter  Ordnung  der  elliptischen  Ftmc- 
Honen"  (Math.  Ann.  Bd.  16)  abgeleitet  worden.  Neuerdings  hat  Hr.  Harwitz  das 
fundamentale  Problem,  alle  unterschiedenen  n- blättrigen  Riemann'schen  Flächen 
mit  gegebenen  Verzweigungspunkten  aufzuzählen,  mit  grossem  Erfolg  behandelt; 
man  vgl.  die  Abhandlung  „Über  Biemann'sche  Flächen  mit  gegebenen  Ver- 
gweigungaptmkten",  Math.  Ann.  Bd.  39  p.  1  (1891). 

**)   Man  sehe  die  hier  in  Betracht  kommende  Abhandlung  Kleines  „Über 
die  Erniedrigung  der  Modulargleichungen" ,  Math.  Ann.  Bd.  14  (1878). 
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formiert  wird.  Bei  Ausübung  der  60  Collineationen  der  Untergruppe 
GßQ  uimmt  also  der  fragliche  Raum  insgesamt  sechs  unterschiedene 
Lagen  an,  wie  denn  in  der  That  y^  durch  die  fünf  Operationen  ts^  in 
die  fünf  unterschiedenen  Ausdrücke  y^i 

(2)  i  ]/ll  y,  =  2'  &> V  K  +  ^«»-^  —  2««/**  —  £«!>') 

^=1,8,... 

übergeführt  wird. 

Um  jetzt  Grössen  zu  erhalten,  die  zur  O^q  gehören,  werden  wir 
symmetrische  Verbindungen  der  sechs  y  herstellen.  Freilich  können 
wir  zu  diesem  Zwecke  noch  nicht  die  Summe  der  y  brauchen;  denn 
diese  verschwindet  nach  (1)  und  (2)  identisch.  Man  führe  demgemäss 
sogleich  die  Summe  der  Quadrate  der  y  ein  und  schreibe  den  Ausdruck 
dieser  Summe  durch  die  %a  in  der  Gestalt: 

(3)        yL  +  j/o*  +  ».*  +  •••  +  y^  =  -  (1  +  iVn)  ■  f(x„y, 

man  findet  dann  nach  kurzer  Rechnung  für  f($a)  die  explicite  Dar- 
stellung: 

(4)  fit.)^2{t.*-^Ua-'-^=^P^taka). 

as^l^Z, . . . 

Hieraus  ist  in  der  That  ersichtlich,  dass  die  Summe  der  Quadrate  der 
y  nicht  identisch  verschwindet. 

Durch  /"(Sa)  =  0  wird  ein  Raum  zweiten  Grades  des  iJ^  darge- 
stellt, welcher  durch  alle  60  Collineationen  der  G^  in  sich  transfor- 
miert wird:  Die  Untersuchung  der  Beziehung  dieses  Raumes  zu  den 
gesamten  oben  (§  4)  im  B^  construierten  Gebilden  würde  gewiss  zu 
interessanten  Resultaten  hinführen;  wir  verfolgen  indessen  einzig  den 
Schnitt  von  /'(&«)'=  0  mit  der  C^  der  5«.     Da  zwischen  den  Moduln 

^^  keine  quadratische  Relation  besteht,  so  schneidet  der  fragliche  Raum 
die  C20  in  40  Punkten,  die  durch  die  G^q  immer  nur  in  Punkte  aus 
derselben  Reihe  übergeführt  werden.  Dieserhalb  werden  die  40  frag- 
lichen Schnittpunkte  auf  der  C^q  notwendig  jenen  20  Paaren  von  Aus- 
nahmepunkten h  des  Polygons  entsprechen,  deren  zugehörige  Substitu- 
tionen der  Periode  3  sich  in  G^^  finden  (man  sehe  daraufhin  das  Polygon 
2<\i  in  Fig.  6  nach).  Indem  wir  neben  die  specielle  r,i  unserer  bis- 
herigen Deduction  sogleich  die  2  «11  mit  ihr  innerhalb  der  erweiterten 
Modulgruppe  gleichberechtigten  Gruppen  stellen,  ergiebt  sich  hiernach 
das  Resultat :  -Es  gieU  im  R^  zweimal  elf  gleichberechtigte  Räume  zweiten 
Grades  durch  je  40  Punkte  b  der  C20  der  g«  *). 


*)  Man  beachte  die  ÄDalogie  zu  den  zweimal  sieben   Kegelschnitten  durch 
je  8  Punkte  b  der  C^^  bei  n  ■=■  7  (cf.  1  p.  716). 
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Das  Verschwinden  von  f  in  jenen  40  Punkten  6  folgt  auch  leicht 
aus  dem  Satze  von  der  Wertigkeit  ganzer  Modulformen.  Es  ist  nämlich: 

(5)  f{za)  =  A- Ya«) 

eine  zu  JP^  gehörende  ganze  Modulform  (—4)**'  Dimension,  die  eben 

deshalb   auf  diesem  Polygon   die  Wertigkeit  y  besitzt   und    in    den 

beiden  fraglichen  Punkten  h  je  im  Grade  -  verschwinden  muss  (p.  364). 

Die  drei  rückständigen  Nullpunkte  von  /"(jef«)  liegen  zufolge  unserer 
geometrischen  Deduction  notwendig  in  der  Spitze  <o  =  ioo  des  Poly- 
gons, und  dieses  wieder  wird  durch  die  Reihenentwicklung  von  f{ta), 
von  welcher  wir  einige  Glieder  hier  hersetzen: 

unmittelbar  bestätigt.  Bei  dieser  günstigen  Lage  der  Nullpunkte  von 
f  dürfen  wir  übrigens  erwarten,  dass  die  Gleichung  elften  Grades,  durch 
welche  /*(;?«)  an  g^^  g^  gebunden  ist,  hervorragend  einfach  ausfällt;  wir 
werden  das  weiter  unten  in  der  That  bestätigt  finden.  — 

An  die  zweite  Potenzsumme  der  y  reihen  wir  jetzt  die  dritte  udd 
schreiben  des  näheren: 

(7)  -  iVn  (y»„  +  y,«  +  y.3  +  ...  +  J//)  =  <,(£.). 

Es  ist  dann  im  B^  durch  ^  <»  O.ein  Raum  dritten  Grades  dargestellt, 
der,  da  er  die  C^  der  ^  nicht  enthalten  kann,  die  Curve  in  60,  be- 
züglich der  G^Q  äquivalenten,  Punkten  schneidet.  Mit  dem  in  Rede 
stehenden  Raum  ^  «=■  0  combinieren  wir  jetzt  den  durch  (1)  p.  416 
gelieferten  cubischen  Raum  und  haben  dann  in: 

(8)  ^,9{ia)  +  x,<t>(&.)  =  0 

gleich  ein  ganzes  Büschel  von  Räumen  derselben  Art.  Dabei  kommt 
dann  in  Betracht,  dass  <t>  und  ^,  wie  man  leicht  beweist,  auf  dem  Polygon 
nicht  identisch  sind;  eben  deshalb  wird  das  Büschel  (8)  auf  der  Cg^  ein 
System  von  60  Punkten  ausschneiden,  dem  den  wechselnden  Werten 
des  Parameters  x^  :  x^  entsprechend  gerade  eine  einfache  Beweglich- 
keit zukommt  Zur  Vereinfachung  des  Ausdrucks  von  g  in  ia  ersetzen 
wir  ^f  «=  0  durch  denjenigen  Raum  7*  =  0  aus  der  Reihe  (8),  in  dessen 
Gleichungsform  die  Glieder  ga^gs«  von  O  gerade  ausgefallen  sind.  Man 
findet  für  das  30  gemeinte  h{t,)  den  ezpliciten  Ausdruck: 

(9)  Ä(g„)  =  ^  (&,»+  3fc.&«(£a  -  U) 

a 

H 2 —  ^  ^^  ^*"  —  ^"  ^^^  —  "^  ^'^^  ^«)  I  • 
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Hiermit  wird  zugleich  evident,  was  bislang  noch  nicht  gezeigt  war, 
dass  die  dritte  Fotenzsumme  (7)  in  den  ^  nicht  identisch  verschwindet 

Nach  Einführung  von  h  setzen  wir  nun  die  Gleichung  für  das 
Büschel  (8)  von  Räumen  dritter  Ordnung  in  die  Gestalt: 

(10)  A(g,)  +  r(D(5.)  =  0. 

Da  aber  von  den  Schnittpunkten  der  C^q  der  %a  mit  dem  Räume  (10) 
bei  jedem  stehenden  Wert  x  nur  ein  einzelner  auf  denjenigen  Teil  der 
Curve  Cjo  entfallt,  welcher  als  Abbildung  des  Polygons  F^^  anzusehen 
ist,  so  haben  wir  umgeJcehrt  in  der  zur  r^  gehörenden  Modidfiinction: 

(11)  ,(a,)__^^^ _^ 

oder  anders  geschrieben  in: 

8|/A 

einen  Hauptmodul  für  diese  Gruppe  Tu  des  Geschlechtes  p  ==0. 

Dieses  Ergebnis  wird  durch  die  formentheoretische  Betrachtung 
unmittelbar  bestätigt.  Man  hat  als  Änfangsglieder  der  Reihenentwick- 
lung für  h(za): 

(13)         A(.„)  =  -8(?J)Va{i+.  +  1±^.A  +  2.A 


(12)  r(a,) -^ A^ 


+  1±^.^+-...), 


so  dass  die  y -wertige  Modulform  h(Za)  im  Innern  des  Polygons  JP^ 
nur  noch  einen  einfachen  Nullpunkt  haben  kann.  Bei  0  =  ^00  be- 
rechnet man  übrigens  für  r(aj)  die  Annäherung: 

(14)  lim  r(a>)  =  ri^, 


(OSSI  00 


SO  dass  der  Unstetigkeitspunkt  von  7(0))  in  der  Spitjere  c}  =  i<x>  des 
Polygons  gelegen  ist. 

Zwischen  den  Modulformen  /"(So);  h  (f«)  und  der  Function  t  der  fji 
bestehen  zwei  bemerkenswerte  algebraische  Relationen,  deren  erste  wir 
in  der  folgenden  Art  ableiten:  Es  ist  der  Quotient  yon  f^(Za)  und  A 
offenbar  eine  zweiwertige  Modulfunction  der  Tu,  deren  Nullpunkte  die 
beiden  Ausnahmepunkte  b  von  F^  sind,  während  der  fragliche  Quo- 
tient bei  cj  =  i  00  gleich  64 r^  wird.    Also  folgt  der  Ansatz: 

l-Lfi«64T«-f  8ar-f  6, 
den  wir  sofort  auch  in  die  homogene  Form  umrechnen: 
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Die  Bestimmung  der   beiden  Zahlen  a,  b   geschieht  durch  Einsetzen 
der  Entwicklungen  (6)  und  (13)  in  der  üblichen  Weise,  wobei  man 

für  }/A  nur  das  Anfangsglied  y—J  r^  braucht.     Wir  finden  dergestalt 

die  nachfolgende  explicite  Form  der  fraglichen  Belation: 

f\Za)  =  h\Za)  +  24  yZ  hiZa)  +  64  (5  -  lYTI)  A, 


(15) 


^!«l  =  .«+3r  +  (5-i>/ri). 


64  A 


Durch  Nullsetzen  der  rechten  Seite  letzterer  Gleichung  entspringen  ver- 
mittelst Auflösung  die  Werte  x  in  den  beiden  Ausnahmepunkten  h  von  JP^ . 

Auf  der  anderen  Seite  besitzen  wir  im  Quotienten  von  g^  und 
f{Zo)  eine  dreiwertige  Modulf unction  der  V^^^  deren  Nullpunkte  die 
drei  rückständigen  Punkte  h  von  jP^^  sind,  während  die  Unstetigkeits- 
punkte  bei  cd  =  t  oo  vereint  liegen.    Man  hat  hier  die  Ansätze: 

f{z^)~^  '^  %^  "T-64i^-^5l2> 

-?^'2^^g^d.y^  =  f[h^—a'y~Kh^+ß'£^h  —  y'£^y'^]. 

Die  Zahlen  a,  ß^  y  bestimmen  wir  wieder  vermittelst  der  Reihenent- 
wicklungen wnd  finden  solcherweise  als  explicite  Gestalt  der  neuen  Re- 
lation: 


(16) 


-  3.2%A1/Ä  =  /'{ä»  +  8l/AÄ2-96(l  +  il/ri)  AÄ 

—  256(7  -  i]/lT)Al/Ä}, 


Dabei  sind  auch  in  der  ersten  dieser  beiden  Gleicjbungen  als  Argu- 
mente von  f  und  h  die  Za  gedacht;  durch  Nullsetzen  der  rechten  Seite 
der  letzteren  Gleichung  entspringen  vermittelst  Auflösung  die  nmnerischen 
Werte  von  t  in  jenen  drei  Punkten  b  von  F^,  welche  durch  die  rechte 
Seite  von  (15)  no(h  nicht  mit  erledigt  waren. 

§  8.     Die  beiden  Besolventen  elften  Grades  in  fonotionen- 
theoretischer  nnd  formentheoretischer  Gestalt. 

Durch  die  eben  ausgeführten  Rechnungen  ist  die  Aufstellung  der 
beiden  Resolventen  elften  Grades  bereits  implicite  mit  erledigt.  Aus 
der  Verzweigung  der  Riemann'schen  Fläche  F^^  setzen  wir  nämlich 
unter  Rücksicht  auf  (14)  §  7  für  die  Relation  zwischen  dem  Haupt- 
modul r  und  J  die  Gestalt  an: 


T« 
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J:J—  1:1=  (r-  +  ar  +  6)  (r^  +  cr^  +  dt  +  ef 

:1728.*) 

Hier  aber  ist  der  quadratische  Factor  des  ersten  Gliedes  rechter  Hand 
nichts  anderes  als  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (15)  §  7^  während 
der  dreifach  zählende  cubische  Factor  dieses  Gliedes  direct  mit  der 
rechten  Seite  der  Gleichung  (16)  identisch  ist.  Das  Mittelglied  auf 
der  rechten  Seite  des  eben  aufgeschriebenen  Ansatzes  ergiebt  sich  nun 
aus  den  beiden  anderen  Gliedern  vermöge  einer  elementaren  Rechnung: 
Man  erhält  so  als  fertige  functionentheoretische  Gestalt  der  einen  Besolvente 
elften  Grades: 

(1)     J:J^VA  =  {z-+ir-^b-i]ry[){r^-x'-^-±^ 

:^^3_4^2^1z:^>^^_4  +  6iVTl)  (r*  +  2 

:1728. 

Von  hier  aus  gewinnen  wir  die  andere  Resolvente  elften  Grades 
einfach  dadurch,  dass  wir  allenthalben  das  Vorzeichen  der  Quadratumrzel 

y\\  umkehren.  Da  nämlich  — 1  quadratischer  Nichtrest  von  11  ist, 
so  wird  beim  Ersatz  von  e  durch  s^  mit  einem  Nichtrest  v  die  G^^ 
der  Sa -Substitutionen  derart  isomorph  auf  sich  selbst  bezogen,  dass 
das  eine  System  der  Untergruppen  G^q  in  das  andere  übergeht**).   Da 

aber  bei  diesem  Ersatz  des  b  die  Irrationalität  i)/IT  das  Zeichen 
wechselt,  so  ergiebt  sich  die  ausgesprochene  Behauptung  unmittelbar. 
Als  Wurzel  einer  formentheoretischen  Besolvente  11*®''  Grades  ist, 
wie  wir  schon  bemerkten,  die  Modulform  ( — 4)*®'  Dimension  f(Za)  be- 
sonders geeignet.  Zur  Vereinfachung  der  Zahlencoefficienten  setze  man 
f(Za)  mit  4a;(cDi,  Og)  identisch  und  folgere  für  diese  ganze  Modul- 
form X  aus  (15)  und  (16)  §  7  die  beiden  Gleichungen: 

a;3  =  A  (t^  -t-  3r  +  5  —  i)/ll), 


*)  Eben  dieser  Ansatz  würde  natürlich  auch  bei  allen  jenen  Nichtcongrnenz- 
moduln  zur  Geltung  kommen,  welche  den  am  Schlüsse  yon  §  6  gemeinten  Unter- 
gruppen fii  zugehören. 

**)  Es  kommen  hierbei  die  in  I  p.  427  ff.  begründeten  Sätze  über  die  Gleich- 
berechtigung der  Substitutionen  5,  S*y  S^,  ...  in  Anwendung. 
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Durch  Eliminatimi  des  x  aus  diesen  beiden  Gleichungen  entspringt  als  ein- 
fachste formentheoretische  Gestalt  der  einen  Besolvente  elften  Grades: 

(2)     x''  —  22  Ax^  +  11  (9  +  2^  Kll)  A^-o;^  —  11- \2g^A^' 3^ 

+  88il/ii  A^'X^  +  11  (3  —  iyu)  '6g,A^'X  —  lUg^^'A?  =  0. 

Die  andere  formelltheoretische  Resolvente  entsteht  aus  (2)  einfach  wieder 
durch  Zeichenwechsel  der  Wurzel  VIT.  Natürlich  hätte  man  die  Glei- 
chung (2)  auch  nach  formentheoretischem  Ansatz  vermittelst  der  Reihen- 
entwicklung (6)  §  7  ableiten  können. 

Wir  haben  hier  erneut  eine  lehrreiche  Gelegenheit,  die  von  uns 
häufig  betonte  Prävalenz  der  ersten  Stufe  in  der  Transformationstheorie 
vor  den  übrigen  zu  beobachten.  Es  war  ja  natürlich  dem  Herkommen 
gemäss,  dass  man  früher  die  von  Galois  entdeckten  besonderen  R«- 
solventen  fünften,  siebenten  und  elften  Grades  im  Anschluss  an  die 
Jacobi'schen  Modulargleichungen  der  betreffenden  Grade  zu  realisieren 
suchte,  welch'  letztere  in  der  That  dieselbe  Monodromiegruppe  be- 
sitzen, wie  die  Gleichungen  f{J\  J)  =  0.  Eben  dieses  war  der  Ziel- 
punkt der  eingehenden  Untersuchungen  Hermite's*),  dessen  Ansatz 
jedoch  viel  zu  umfänglich  war,  als  dass  die  volle  Durchbildung  des- 
selben im  Bereich  der  „wirklichen  Durchführbarkeit"  gelegen  hätte**). 
Auch  hier  gelang  es  erst  dadurch,  dass  Hr.  Klein  die  Transformations- 
theorie systematisch  an  die  erste  Stufe  knüpfte  und  zugleich  vermöge 
der  Riemann'schen  Principien  sich  stets  die  einfachsten  Functionen 
eines  gerade  vorliegenden  algebraischen  Gebildes  verschaffte,  die  Re- 
solvente elften  Grades  in  ihren  einfachsten  Gestalten  (1)  und  (2)  wirk- 
lich herzustellen.  — 

Für  das  gegenseitige  Verhältnis  der  beiden  formentheoretischen 
Resolventen  elften  Grades  (2)  gelten  übrigens  dieselben  Sätze,  die  wir 
an  analoger  Stelle  bei  den  Resolventen  7*®^  Grades  7*®'  Stufe  ent- 
wickelten: Die  Wurzeln  der  einen  Resolvente  sind  lineare  Functionen  der 
Wurzeln  der  anderen  Besolvente.  Unterscheiden  wir  nämlich  die  ver- 
schiedenen Wurzeln  von  (2)  durch  untere  Indices  v  und  benennen 
ihnen  gegenüber  die  Wurzeln  der  anderen  Resolvente  t/v,  so  ist  nach 
(4)  p.  423:  _ 


a 


a  a 


*)  Sur  la  th^orie  des  d^pMtions  tnodulaires,  Paris  1859  (Gomptee  Eendns  t.  49). 
**)  In  der  Tbat  sind  deDn  auch  in  der  Hermite'schen   Gleichung    noch   27 
namerische  Constaoten  unberechnet  geblieben. 
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Durch  Inversion  der  elf  Gleichungen  (3)  folgt: 

10  .         10 

durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  für  die  zweigliedrigen  ;e?a -Verbin- 
dungen in  (4)  entspringen  die  Darstellungen  von  y,,  durch  die  x.  Da 
die  Summe  der  elf  Xv  identisch  verschwindet  ^  so  lässt  sich  die  Dar- 
stellung des  einzelnen  y^  in  der  beabsichtigten  Gestalt  noch  in  cx>^  Weise 
treffen.    Besonders  einfach  sind  die  Formeln: 

(6) ^ yv  =  OCr^i  -f-  Xy^z  +  Xy^9  -f  Xv+5  +  iPv+i, 

welche  offenbar  den  Formeln  (8)  in  I  p.  759  völlig  gleichgebil^et  sind ; 
es  reihen  sich  ihnen  die  nachfolgenden  Darstellungen  der  x  durch 
die  y  an: 

so  dass  auch  betreffs  des  unteren  Indices  in  (6)  und  (7)  dieselbe 
Gesetzmässigkeit  herrscht,  die  wir  1.  c.  bei  n  =?  7  vorfanden. 

§  9.     Das  Transformationspolygon  elfter  Ordnung  vom 

Gesohleohte  p  =  1. 

Eine  erschöpfende  Behandlung  der  elften  Stufe  würde  un  gegen- 
wärtiger Stelle  die  Untersuchung  der  zu  w  =  11  gehörenden  Modul- 
systeme ( —  1)**'  Dimension  A«  anzureihen  haben.  Solcher  Systeme  aber 
werden  uns  von  Kap.  3  (p.  354  ff.)  im  ganzen  iswei  geliefert,  und  ihnen 
würde  sich  die  Untersuchung  der  Resolvente  12*^  Grades  dann  wieder 
naturgemäss  anschliessen  lassen,  gerade  wie  wir  voraufgehend  die  Be- 
solventen 11*®"^  Grades  an  die  0a  knüpften.  Inzwischen  sei  es  erlaubt, 
hier  unmittelbar  zur  Betrachtung  der  Resolvente  12*^  Grades  bez.  zur 
Betrachtung  der  ihr  zugehörigen  Riemann'schen  Fläche  F^^  vorzu- 
gehen; wir  werden  dann  weiter  unten  noch  bei  passender  Gelegenheit, 
wenn  auch  nur  ganz  beiläufig,  auf  die  beiden  Systeme  der  A«  kurz  zu 
sprechen  kommen. 

Die  eben  gemeinte  Riemann'sche  Fläche  F^2  ^^^^  ^^^  durch  die 
zwölf  gleichberechtigten  Untergruppen  f^^  des  Index  12  geliefert,  welche 
von  den  halbmetacyclischen  Untergruppen  der  Gq^q  herrühren.  Eine 
unter  ihnen  ist  arithmetisch  durch  die  Congruenz  y  ^  0  (mod.  11)  de- 
finiert, und  "das  ihr  zugefiörige  Polygon  F^^  nennen  wir,  wie  gewohnt, 
Transformationspolygon  elfter  Ordnung.  Dasselbe  ist  bezüglich  seiner 
Gestalt  oben  (Kap.  2  des  vor.  Abschn.)  ausführlich  charakterisiert  und 
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hat  bekanntlich  (cf.  p.  52)  das  Geschlecht  j>  =  1;  demzufolge  muss  sich 
dieses  Polygon  durch  teilw^ises  Zusammenfügen  seiner  auf  einander 
bezogenen  Kanten  za  einem  einfach  bedeckten  Parallelogramm  um- 
gestalten lassen,  dessen  je  zwei  gegenüberliegende  Seiten  einander  zu- 
zuordnen sind.  Wir  brauchen  diese  Operation  hier  nicht  explicite  durch- 
zuführen, da  wir  ohnedies  schon  über  die  Verzweigung  der  Fläche  JP,, 
orientiert  sind  (cf.  p.  50  u.  f.);  übrigens  sehe  man  die  p.  43  genannte 
Abhandlung  von  Hrn.  Papperitz,  wo  man  auf  der  ersten  der  beige- 
gebenen Tafeln  das  fragliche  Periodenparallelogramm  dargestellt  findet. 
Das  Transformationspoljgon  wird  nun  durch  die  Substitution: 

(1)  Wio)  =  -  ji^ 

in  sich  übergeführt,  wie  solches  oben  bereits  ansführlich  erläutert 
wurde.  Durch  Zusatz  der  Operation  (1)  wird  demnach  die  f^g  auf  eine 
Gruppe  r/  erweitert,  in  welcher  fjg  eine  ausgezeichnete  Untergruppe 
des  Index  zwei  ist;  natürlich  ist  diese  Vq  nicht  mehr  Untergruppe  der 
Modulgruppe,  und  wir  wollen  an  diesen  Umstand  immer  durch  den 
oberen  Index  bei  Tg'  erinnern.  Das  zu  Tg'  gehörende  Polygon  Fq  ent- 
steht durch  Hälftung  aus  F^^j  ^^^  unsere  ganze  Entwicklung  gründet 
sich  nun  auf  die  wichtige  Thatsache,  dass  das  Polygon  F^  mm  Ge- 
schlechte jp  =  0  gehört. 

Es  stellt  sich  nämlich  die  Transformation   W  vermöge  des  Inte- 
grals erster  Gattung  u  der  ri2  notwendig  in  der  Gestalt: 

(2)  u  =  —  u  -{-  c 

dar,  da  die  Substitution  ©'  =«  W((d)  die 
Periode  ßwei  aufweist  und  andrerseits  auf 
der  imaginären  co-Axe,  wie  man  leicht 
überblickt,   einen   Fixpunkt   besitzt.    Man 


' ,,     ■^■■■.,.    ■■'.',,..    ■'//,;, 

,■'■■■.',.  ■■■■:..     V  ,  ■/^',//'^^//,  . 


1. 


»2 I  wolle  aber  w  gleich   so   wählen,  dass   die 


*f^i  Constante  c  in  (2)  mit  Null    identisch  ist, 

*^*  ^'  worauf  sich  die  Fixpunkte  der  Substitution 

W  in  der  u-Ebene  mit  Hülfe  ganzzahliger  A,  ft  einfach  in  der  Gestalt: 

(3)-  «„  =  ^i!?L±üf. 

darstellen;  hier  sind  in  (3)  und  sogleich  in  (4)  mit  ©i,  ©^  vorüber- 
gehend die  beiden  Perioden  gemeint,  welche  das  vorliegende  elliptische 
Gebilde  besitzt.  Figur  8  soll  uns  schematisch  die  Abbilder  der  Polygone 
Fy^  und  jP/  andeuten;  ersteres  überträgt  sich  in  das  grosse,  um  den 
Nullpunkt  der  u-Ebene  symmetrisch  angeordnete  Parallelogramm  (dessen 
gegenüberliegende  Seiten  einander  zuzuordnen  sind),  F^  liefert  die  obere 
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(schraffierte)  Hälfte.  Die  Grenzlinien  dieses  schraffierten  Bereiches 
sind  dabei  durch  die  Substitutionen: 

(4)  Vi(u)  =  —  M,     t?2(w)  =  —  w  -f.  coj ,     v^(u)  =  w  +  COa 

einander  zugeordnet^  deren  Wirkung  z.  T.  in  Fig.  8  angedeutet  ist.  Da 
ist  nun  unmittelbar  eyident^  dass  wir  es  mit  einem  Fundamentalbereich 
des  Geschlechtes  p  =  0  zu  thun  haben,  und  das  Gleiche  muss  dann 
natürlich  auch  zufolge  der  conformen  Abbildung  vom  ursprünglichen 
Polygon  Fq   der  co-Halbebene  gelten. 

Bildet  man  jetzt  F^  durch  eine  zugehörige  einwertige  Function  auf 
eine  complexe  Ebene  ab,  so  wird  sich  über  derselben  Fj^^  ^^  iswei- 
blättrige  Biemann' sehe  Fläche  anordnen  lassen.  Die  vier  dabei  auftretenden 
Yerzweigungspunkte  entsprechen  natürlich  den  Fixpunkten  (3)  der  Sub- 
stitution W  und  haben  als  solche^  nach  p.  189  eine  interessante  zahlen- 
theoretische Bedeutung:  sie  werden  nämlich  in  der  oi-Helbebene  die 
repräsentierenden  Punkte  für  die  ursprünglichen  Formclassen  der  ne- 
gativen Determinanten  2)  =  —  11  und  D  =  —  44  liefern.  Thatsächlich 
finden  wir  denn  auch  nach  I  p.  250  an  reducierten  ursprünglichen 
Formen  (P,  ©,  JK)  für  D  =  —  11  nur  die  eine: 

(1,1,3)  mit  a,  =  -^+-^l^ 

als  repräsentierenden  Punkt,  sowie  für  D  =  —  44  die  drei: 

(1,0,  11)  mit  fii  =  iVTl, 

0 

(3,  +  2,  4)  mit  a  =  Ü±^-^^. 
als  repräsentierenden  Punkten. 

9      §  10.     Die  beiden  zum  Polygon  F^^  acljnngierten  einwertigen 
Modalformen  A,  B  und  die  zweiwertige  Function  r(cD). 

Eine  dem  Polygon  F^^  adjungierte  Modtdform  ( —  l)"*®'  Dimension 
wird  auf  demselben  die  Wertigkeit  1  haben.  Die  beiden  im  Anfang 
des  vorigen  Paragraphen  erwähnten  Systeme  der  A«  liefern  uns  nun 
in  ihren  beiden  ersten  Gliedern  Aq  zwei  derartige  Modulformen,  die 
wir  hier  gleich  durch  die  besonderen  Bezeichnungen  A,  B  von  einander 
unterscheiden  wollen.  Die  Modulform  A(ai^;  (o^)  sei  jene,  welche  uns 
von  dem  System  (7)  p.  332  für  n=ll  und  a  =  0  geliefert  wird; 
wir  haben  also  nach  leichter  Umsetzung  der  damaligen  Formel: 

(1)        A  =  ;^>;(-1)^    r     ^     ,    g  =  i,  =  +  l  (mod.6), 
summiert   über   alle  der  beigefügten  Congruenz   genügenden  Zahlen- 
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paare.  Die  Modulform  B(o^,  ©g)  wird  uns  von  (2)  p.  355  geliefert, 
und  wir  haben  als  einfachste  Darstellung  derselben: 

summiert  über  alle  Paare  ganzer  Zahlen  $;  17.  Als  Anfangsglieder  für 
die  nach  ansteigenden  Potenzen  angeordneten  lleihen  (1)  und  (2) 
finden  wir: 

(3)  A  =  ^  ri(l-r  — r^+r^+r^— r"...), 

(4)  B  =  —  (1  +  2r  +  4r»  +  2r*  +  4r^  •  •  •). 

Da  das  Polygon  F^^  Ausnahmepunkte  a,  6  nicht  aufweist  (cf. 
p.  52),  so  wird  B  in  einem  im  Innern  von  F^^  gelegenen  Punkte  in 
der  Ordnung  1  verschwinden.  A  vetschwindet  demgegenüber  in  der 
Spitze  (D  =s  i  00  von  der  Ordnung  ^  und  muss  somit  in  der  anderen 
Polygonspitze  a>  =  0  in  eben  dieser  Ordnung  zu  Null  werden.  Sonstige 
Nullpunkte  treten  für  unsere  beiden  Moduln  aber  nicht  auf.  A  und  B 
werden  nun  durch  die  homogenen  Operationen  der  V^^  nur  bis  aufs 
Zeichen  in  sich  transformiert,  so  dass  erst  ihre  Quadrate  im  absolutere 
Sinne  m  F^^  gehören;  merken  wir  uns  für  die  letzteren  gleich  die  An- 
fangsterme: 

(5)  A«  =  (^-)V  +   r  —  2r2—  r^  +   2r^  +    /» }, 

z 

(6)  B*  =  (^)' {1  +  4r  +  4r-  +  8r'  +  20r*  +  16r'  -{ } . 

Bei  dieser  Sachlage  gewinnen  wir  eine  mm  Polygon  jF^g  ^  G^^ 
scldechtes  p  =  1  gehörende  zweiwertige  Modulftmctimi  in  dem  Quotienten: 

(7)  ^W==il; 

dieselbe  tvird  in  den  beiden  Polygonspitzen  je  einfach  verscttwinden,  da- 
gegen in  einem  genossen  Punkte  im  Innern  des  Polygons  doppelt  un- 
endlich. 

Die  Lage  dieses  letzteren  Punktes  (nämlich  des  Nullpunktes  von 
B)  lässt  sich  nun  auf  F^^  laicht  noch  näher  umgrenzen.  Die  Nullpunkte 
von  T  werden  durch  die  Substitution  Wj  wie  wir  wissen,  permutiert. 
Der  Zähler  von  r,  als  Function  des  oben  fixierten  Integrals  u  auf- 
gefasst;  weist  also  die  Residuensumme  Null  auf  (cf.  I  p.  157).  Da  ein 
Gleiches  von  der  Redidueusumme  des  Nenners  gelten  muss^  so  ist  der 
NuUpunkt  von  B  offenbar  einer  der  vier  Fixpunkte  der  Operation  W. 
Um  jetzt  weiter  zu  entscheiden ,  in  welchem  unter  diesen  vier  Fix- 
punkten B  verschwindet,  bemerken  wir  erstlich,  dass  er  jedenfalls  nicht 
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der  auf  der  imaginären  co-Axe  gelegene  sein  kann.  Benennen  wir 
nämlich  die  in  der  Klammer  von  (6)  stehende  Potenzreihe,  die  übrigens 
auf  der  imaginären  co-Axe  überall  reelle  Werte  besitzt,  der  Kürze 
halber  durch  B^,  so  lässt  sich  zeigen,  dass  B^  auf  dieser  Axe  einen 
Zeichenwechsel  nicht  erleidet  und  also  auch  nicht  verschwinden  kann. 
Es  gilt  nämlich  für  hinreichend  kleine  cd,  (d.  i.  in  der  Nähe  der  Spitze 
(o  =  i  oo)  näherungs weise  die  Formel  *): 

(8)  iyii  B  (-  ©j,  ©i)  =  B  (©1,  Qj,), 
aus  welcher  wir  sofort 

als  Näherungsformel  für  einen  auf  der  imaginären  Axe  in  der  Nähe 
von  (D  B=  i  cx)  gelegenen  Punkt  cd  ziehen.  Mit  der  letzten  Gleichung 
ist  aber  unsere  Behauptung  bestätigt,  wenn  man  noch  beachten  will, 
dass  B  als  einwertige  Modulform  der  f^^  doch  höchstens  einen  einzigen 
Zeichenwechsel  auf  der  imaginären  cd -Axe  erfahren  kann.  —  Da  weiter  r 
in  den  beiden  von  den  Formclassen  (3,  +2^  4)  herrührenden  Fixpunkten 
conjugiert  complexe  Werte  haben  wird,  so  bleibt  nur  noch  übrig,  dass 
der  Nullpunkt  von  B  auf  dem  Polygon  F^^  mit  dem  repräsentierenden 
Purikie  der  einen  zu  D  =  —  11  gehörenden  Formelasse  zusammenfällt. 

Für  unsere  weiterhin  durchzuführenden  Rechnungen  müssen  wir 
die  Substitution   W  in  die  homogene  Gestalt  setzen: 

(9)  {W)         a>.'  =  ^,       <  =  -'-^- 

und  werden  wiederholt  yon  dem  Umstände  Gebrauch  machen,  dass 
auch  die  so  definierte  homogene  Substitution  W  die  Periode  zwei  besitzt. 
Man  wolle  daraufhin  gleich  feststellen,  wie  die  homogene  Operation 
W  auf  die  Formen  A  und  B  wirkt.  Es  werden  sich  jedenfalls  A  wie 
B  nur  um  constante  Factoren  ändern  k;önnen,  da  beide  Male  die  Null- 
punkte durch  W  in  sich  selbst  übergeführt  werden.  Diese  constanten 
Factoren  können  aber  nur  +  1  oder  —  1  sein,  da  die  Operation  (9) 
die  Periode  zwei  besitzt.    Schreiben  wir  also  den  Ansatz: 


^Qk'   ^  =  ±AK,».) 


und  entsprechend  für  B.     Hier  setze   man  nun  die  Special  werte  ein 


*)  Dieselbe  ist  eine  unmittelbare  Folge  aus  dem  Verhalten  des  hier  in  Be- 
tracht kommenden  Modulsystems  B^  bei  Ausübung  der  Substitution  T;  man 
wolle  nur  bemerken,  dass  die  Zahl  p  in  unserem  Falle  gleich  2,  d.  h.  gleich 
einem  Nichtrest  von  11  ist,  und  dass  unter  den  sechs  Moduln  B^  nur  der  erste 
B^  ■»  B  in  den  Polygonspitzen  endlich  bleibt. 

Kiein-Frioke,  Modulftmctionen.  IL  28 
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(Oi  =  i,  a)2  =  yii,  welche  einen  in  der  positiven  Halbebene,  und 
zwar  auf  der  imaginären  Ax«,  gelegenen  Quotienten  o  liefern;  wir  ge- 
winnen solchergestalt: 

(10)    A(t,yTi)  =  ±A(i,yn),  B (t, >/rT)  =  +  B 0, vTi) . 

Nun  erinnere  man  sich,  dass  auf  der  imaginären  CD-Axe  im  Innern 
der  Halbebene  weder  A  noch  B  einen  Nullpunkt  aufweist;  in  Formel 
(10)  muss  demnach  beide  Male  das  obere  Zeichen  gelten.  Wir  haben 
so  das  Resultat  erzielt:  Bei  Ausübung  der  homogenen  Substitution  W 
geht  jede  der  Formen  A,  B  unverändert  in  sich  selbst  über: 

b(J^,    "•l^  =  B(«.,a„). 

Hieraus  ergiebt  sich  endlich  als  eine  unmittelbare  Folgerung  f&r 
die  zweiwertige  Function  r{p),  dass  dieselbe  gleichfalls  durch  W  unver- 
ändert  in  sich  transformiert  wird: 

(12)  -y)  =  -W- 

Man  kann  dieses  Ergebnis  auch  dahin  aussprechen,  dass  't{(o)  ein 
Hauptmodul  der  Gruppe  f^  des  Geschlechtes  p  «=  0  ist  Hieran  werden 
wir  gleich  weiter  anzuknüpfen  haben. 

§  11.     Die  znm  Polygon  F^^  gehörenden  dreiwertigen  Grössen 

E(oj,  (O2)  und  r  (cd).    Relation  zwischen  t{(o)  und  t'{(o). 

Wenn  wir  den  Nullpunkt  von  B  für  das  Integral  erster  Gattung 
u  der  F12  als  untere  Grenze  wählen,  so  wird  r(a)),  als  Function  von 
u  betrachtet,  entweder  direct  mit  der  Function  fp(u)  identisch  werden 
oder  aber  doch  eine  lineare  ganze  Function  von  J?  (u)  sein.  Wir  wollen 
uns  jetzt  weiter  eine  Function  t'((ö)  verschaflfen,  welche,  in  Abhängig- 
keit von  u  gedeutet,  bis  auf  einen  constanten  Factor  mit  j/(tf)  iden- 
tisch wird.  Diese  Function  r'  (cai)  wird  auf  F12  dreiwertig  sein,  und  die 
drei  Nullpunkte  werden  in  jenen  drei  Fixpunkten  von  W  liegen,  für 
welche  B  von  Null  verschieden  ist;  femer  wird  t'(cd)  im  Nullpunkte 
von  B  dreifach  unendlich.     Bei  dieser  Sachlage  wird: 

(1)  E  (oj ,  02)  =  r  {(o)  .  B^  (©1 ,  a>j) 

eine  zum  Polygon  F^^  gehörende  gamse  Modulform  (—  3)**'  Dimension 
vorstellen,  welche  wir  hernach  mit  A  und  B  zu  einem  vollen  Modul- 
system der  Gruppe  fjj  vereinen. 
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Die  explicite  Gewinnung  von  E  und  damit  von  x  basieren  wir 
auf  zwei  unterschiedene  Darstellungen  des  Integrals  u.  Wir  wissen  näm- 
lich erstlich  aus  der  algebraischen  Theorie  der  Gebilde  des  Geschlechtes 
1,  dass  u  darstellbar  ist  in  der  Gestalt: 

(2)  «=/^. 

Andrerseits  aber  folgt  auf  transcendentem  Wege^  dass  auch: 

(3)  u  =/A*-  (cDidcDg  —  m^da^ 

ein  überall  endliches  Integral  unserer  Fläche  F^^  ergiebt;  denn  die  in 

(3)  dargestellte  Grösse  ist  nur  noch  von  m  allein  abhängig  und  be- 
sitzt; wie  man  in  üblicher  Weise  zeigt,  auf  dem  Polygon  (dessen  beide 
Spitzen  eingeschlossen)  keinerlei  Unstetigkeitspunkte.  Wir  schliessen 
demnach  auf  die  Identität: 

->  =  —  cA'  •  {fo^dfo^  —  OgdcDi) 

und  finden  von  hier  aus  unter  Benutzung  von  (1)  für  E  den  Ausdruck: 

(4)  C.E(a>i,  (öj)  =  ^^ 


(o»aui 


In  Anschluss  an  eine  schon  im  vorigen  Paragraphen  gebrauchte  Ab- 
kürzung sei 

so  dass  Aq  und  Bq  nur  noch  von  r  allein  abhängen.  Indem  wir  als- 
dann in  (4)  für  r  seinen  Ausdruck  in  A^  und  B^  eintragen,  zugleich 
aber  die  numerische  Constante  c  in  zweckmässiger  Weise  wählen,  ent- 
springt durch  Entwicklung  der  Gleichung  (4)  für  die  ganze  Modulform 
E(cö^,  (Dg)  der  Ausdruck,  den  unr  als  Definition  von  E  betrachten: 

(5)  E_(|')-2rAr'.(B.^-\'S')- 

Es  ist  ein  Leichtes,  von  hier  aus  einige  Anfangsglieder  der  Potenz- 
entunddung  von  E  nach  r  zu  berechnen;  wir  finden  in  der  That: 

(6)  E  =  (^)'{1— 4r— lOr*  — 40r»-52r*— 104r*..-}. 

Es  genügt  für  unsere  ferneren  Zwecke,  diese  Anfangsterme  von  E 
mitgeteilt  zu  haben,  ohne  dass  wir  allgemein  ein  analytisches  Bil- 
dungsgesetz für  diese  Modulform  entwickeln.  Ob  die  Ansätze  von 
p.  365  S,,  für  die  Dimension  (—  3)  specialisiert,  auf  unser  E  führen  oder 
nicht,  wird  man  ja  nachträglich,  wenn  man  will,  leicht  entscheiden 
können. 

28* 


436  ^f  5-    Modaln  und  Besolventen  elfter  Stufe. 

Nun  wird  das  Quadrat  der  Modulfunction  r{p)  eine  ganze  Func- 
tion dritten  Grades  von  t{(o),  wobei  das  Absolutglied  im  Ausdruck 
dieser  ganzen  Function  gleich  1  ist,  da  bei  co  =  i  oo  r  verschwindet, 
X   dagegen  gleich  1  wird.     Man  hat  also  den  Ansatz: 

(7)  r'2  =  1  +  ar  +  hx^  +  cx\ 

Zur  Berechnung  der  numerischen  Factoren  a,  h^  c  tragen  wir  in   (7) 
die  Modulformen  A,  B,  E  ein,  wodurch  diese  Gleichung  übergeht  in: 

(8)  E*  =  B«  +  aB*A2  +  feB^A*  +  cK\ 

Durch    Einsetzung    der   Reihenentwicklungen   (6),  sowie  (5)   und  (6) 
§  10  bestimmt  man  leicht: 

a  =  — 20,     6  =  56,    c  =  — 44*). 

Also  das  Resultat:  Zwischen  den  beiden  Modulfunctionen  r(a>)  und  x{p) 
besteht  die  cübische  Belation  des  Geschlechtes  p  =  1: 

(9)  x'=l  —  20r  +  56r«  -  44r% 

die  man  auch  in  die  homogene  Gestalt  setzen  mag: 

(10)  E^  —  B«  +  20B*A2  —  56B^A*  +  44A«  =  0, 

eine  Gleichung,  die  für  unser  Gebilde  p  =^  1  charakteristisch  ist 

Wir  können  dem  erhaltenen  Resultate  auch  die  Wendung  geben : 
Die  beiden  Grössen  x(<o),  x'((o)  liefern  uns  ein  volles  System  von  Modul- 
functionen für  die  Untergruppe  fja;  dabei  stellt  sich  die  Transformation 
W  der  Fläche  F^^  ^^  ^^^^  einfach  durch  Zeichenwechsel  des  x   bei  unver- 
ändertem X  dar.  Daraus  folgt  noch  für  E  unter  Rücksicht  auf  (11)  §  10: 

(11)  E(i^,-f)--E(»„».), 

was  man  auch  leicht  am  Ausdruck  (4)  von  E  verificiert. 

Man  führe  auch  gleich  noch  die  nachfolgende  formentheoretische 
Überlegung  durch:  Die  quadratische  Verbindung  (xiA^+  x^B^)  ist  eine 
zum  Polygon  F^  im  absoluten  Sinne  gehörende  Modulform  der  Dimen- 
sion —  2,  welche  auf  diesem  Polygon  nur  einen  einzigen,  mit  den  x,- 
willkürlich  beweglichen,  Nullpunkt  aufweist.  Daraus  folgt  unmittelbar: 
Jede  m  Fq  im  absoluten  Sinne  gehörende  ganze  Modulform,  die  als  solche 
eine  gerade  Dimension  —  2v  aufweisen  mrd,  ist  eine  rationale  gansse 
homogene  Function  v^  Grades  von  A*  und  B*.  Dem  gegenüber  sind, 
um  es  zu  wiederholen,  A,  B  und  E  dem  Polygon  Fq  nur  erst  ad- 
jungiert.    Sie  besitzen  auf  F^    die  Wertigkeit  i,  bez.  ^,  f ,  und  zwar 

*)  Bei  Rechnungen  dieser  Art  wird  man  immer  noch  eine  überzählige  lineare 
Gleichang  für  die  unbekannten  Coefficienten  entwickeln,  vermöge  deren  man  die 
berechneten  Zahl  werte  einer  Controlle  unterziehen  kann. 
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wird  A  in  der  Polygonspitze  co  =  ioo  in  der  Ordnung  ^  zu  Null,  E 
verschwindet  je  in  der  Ordnung  ^  in  jenen  drei  Polygonecken,  welche 
den  Formclassen  2)  =  —  44  zugehören,  und  B  endlich  verschwindet 
von  der  Ordnung  i  in  derjenigen  Polygonecke  von  Fq\  welche  wir 
der  einen  Formclasse  der  Determinante  2)  =  —  11  zuzuweisen  hatten. 
Diese  Überlegungen  gewinnen  nun  gleich  eine  fundamentale  Bedeu- 
tung für  unsere  weiter  folgenden  Betrachtungen. 

§  12.    Darstellung  von  g^,  g^jY^  und  ihrer  transformierten  Werte 

^2)  9i}  V^  in  E,  A,  B.     Ausdruck  für  die  fnnctionentlieoretisobe 

Resolvente  12^  Grades, 

Nachdem  wir  voraufgehend  gelernt  haben,  die  zur  Untergruppe 
fj^  gehörenden  Functionen  und  Formen  durch  die  einfachsten  unter 
ihnen  enthaltenen  Grössen  zu  beherrschen,  wenden  wir  uns  unserem 
eigentlichen  Ziele  zu,  nämlich  einen  functionentheoretischen  Ausdruck 
für  die  Besolvente  zwölften  Grades  zu  gewinnen.  Unserer  oft  verwen- 
deten Massnahme  getreu  werden  wir  diesen  Ausdruck  dadurch  her- 
stellen, dass  wir  J{(o)  im  Modulsystem  r,  t  rational  darstellen.  In- 
dessen gehen  wir  auch  hier  wieder,  wie  schon  in  der  Einleitung 
angedeutet,  vorab  einen  formentheoretischen  Weg,  indem  wir  nämlich 
zuerst  die  Modulformen  erster  Stufe  g^,  g^  mit  den  Formen  A,  B,  E 
der  r^2  ^  Beziehung  setzen. 

Sei  gkipij  02)  ®^^®  ^^^  beiden  Formen  erster  Stufe  g^^  g^,  so  wird 
gk  natürlich  der  f^g  angehören;  ein  Gleiches  gilt  demnach  auch  von 
der  Form: 

(1)  ^,'(".,»,)=i/*(^,  ^, 

welche  aus  gjt  durch  Ausübung  der  Substitution  W  der  Periode  zwei 
entsteht.  Diese  Form  gk  ist,  wie  man  bemerken  wolle,  nur  ganz  un- 
wesentlich von  der  Form  fif*(ll  ©j,  o^)  verschieden,  wie  wir  sie  früher 
durch  Transformation  11*®'  Ordnung  aus  gt  herstellten.  Wir  haben 
nämlich,  was  man  leicht  bestätigt: 

ffk{(Oij  ©2)  =  ll*5f*(ll0i,  ©2). 

Da  W  die  Periode  zwei  hat,  so  wird  eine  erneute  Anwendung  der 
Operation  W  auf  gk  wiederum  zu  gt  zurückführen;  daraus  folgt  so- 
fort: Die  Ausdrücke  {gk  +.gk)  sind  ganze  Modulformen  der  r,2,  welclie 
hei  Ausübung  von  W  unverändert  bleiben  oder  das  Vorzeichen  wechseln, 
je  nadidem  bei  {gk  +  gt)  das  obere  oder  untere  Zeiclien  genommen  wird. 
Hierauf  gründen  wir  die  Darstellung  der  g^^g^  in  A,  B,  E,  indem  wir 
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die  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  entwickelten  Sätze  zur  An- 
wendung bringen. 

Da  T  und  B'  absolut  zur  V^^.  gehören,  so  folgt  aus  (1)  §  11  das 
Gleiche  für  BE,  ein  Product,  welches  gegenüber  W  Zeichenwechsel 
erfahrt.     Demnach  sind: 

(9\  ?iJ:zJi,  und ^^' "  ^ 

W  BE        "°°    BE(«A»+ÖB«) 

yLodulfunctionen  der  Vq,  und  als  solche  sind  diese  Grössen  auch  in  der 
Umgebung  der  Nullpunkte  von  B  und  E  auf  der  „Ebene^^  Fq  eindeutig. 
In  jedem  dieser  vier  Punkte  muss  also  mit  dem  Nenner  auch  der  einzelne 
Zähler  (2)  wenigstens  in  der  Ordnung  ^  verschwinden,  so  dass  auch 
noch  der  Quotient  von  ^/  —  gk  und  B  E  eine  ganze  Modulform  der  fi, 
vorstellt,  welche  aber  nun  gegenüber  W  absolut  invariant  ist  und  eben 
deshalb  sich  als  ganze  homogene  Function  von  A'  und  B^  darstellen 
lässt.  Aus  der  Dimension  in  den  (Oj,  co.^  ergiebt  sich  daraufhin  un- 
mittelbar der  Ansatz: 

(3)  ^/-(/2  =  aBE,    g,'  ^g,  =  BE{a^'  +  ßB'). 

Noch  directer  erledigen  sich  die  beiden  Ausdrücke  g^  +  gk ;  denn 
hier  gilt  offenbar  der  Ansatz: 

f  9i  +9i  =  6A*  +  cA^B«  +  dß\ 
9z  +  ^3  =  yA«  +  *A*B^  +  £A«B*  +  IB\ 
Zur  Bestimmung  der  noch  unbekannten  numerischen  Coefficieuten 
trage  man  die  Reihenentwicklungen  ein;  dabei  genügen   für  g^  und  g^ 
selbst  unter  Einschluss  der  überschüssigen  (zur  Controlle  der  Rechnung 
hinzugezogenen)  Glieder  folgende  Anfangsterme: 

12  (^y  ^,  =  1  +  12  .  20  (r  +   9r*  +  28r^  +  .'•.), 

216  (^)'  ifg  =  1  —  14  .  36  (r  +  SSr»  +  244r^  +  1057 r^  +  ...). 

Nachdem  wir  die  Rechnung  zu  Ende  geführt  haben,  bestimmen  wir 
durch  Combination  der  entspringenden  Gleichungen  gk  und  gu  ein- 
zeln. -4k  Ausdrücke  für  die  Modulformen  g^,  g^  und  ihre  transfor- 
mierten Werte  g^ ,  g^  in  den  Modulformen  A,  B,  E  dar  f^j,  ergeben  sich 
solcherweise: 

(6)  12g^,  \2g^  =  2^  •  IIA*  —  2*  •  23A«B^  +  61B*  =F  22.3.5. BE, 

(7)  2165^3,  216^3'«7(2«.1PA6— 2«-311A*B2  +  2*.3.23A*B*— 5.19B«) 

+  2.32BE(2^.11A^— 37B2). 

Dabei  beziehen  sich  die  oberen  Zeichen  immer  auf  die  ursprünglichen 
Moduln,  die  unteren  aber  auf  die  transformierten. 


(4) 


(5) 
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Um  entsprechende  Ausdrücke  fOr  A  und  A'  zu  gewinnen^  be- 
trachten wir  yÄ  auf  i^,^.  Hierbei  liegt  der  Nachdruck  auf  dem  Um- 
stände, d(iss  ^j/AA'  his  auf  einen  numerischen  Factor  mit  A'  überein- 
stimmt; die  betreffende  Formel  findet  man  weiter  unten  angegeben. 
Es  folgt  die  Identität  dieser  beiden  Modulformen  einfach  aus  der 
gleichen  Lage  und  Art  ihrer  Yerschwindungspunkte  auf  F^^y  wie  man 

leicht  ins    einzelne    verfolgen  wird*).     Demzufolge  gehört  |/AA'  im 

absoluten  Sinne  zu  F/,  und  es  werden  die  beiden  Formen  (y^A'  +  }/A) 
idiesem  Polygon  F^  adjungiert  sein.  Man  bilde  nunmehr  die  beiden 
nachfolgenden  Quotienten: 

^^  AB(aA*-f  2)A»B«+cB*)'     ÄE(aA*+  |5B»)' 

wobei  die  Coefficienten  a,  h,  c  und  a,  ß  vorab  ganz  beliebig  gewählt 
sein  mögen.  Die  Ausdrücke  (8)  stellen,  wie  man  sieht,  Hodulfunc- 
tionen  dar,  deren  Quadrate  absolut  zur  f/  gehören,  während  sie  als 
solche  zufolge  der  früheren  Formeln  sowohl  gegenüber  S  als  W  ab- 
solut invariant  sind.  Demnach  muss  z.  B.  (}/A'  —  V^Ä)  bei  der  Lage 
und  Art  der  Nullpunkte  von  A  und  E  in  der  Spitze  o  =  i  cx>  von  F/, 
sowie  in  den  drei  zu  Z)  =  —  44  gehörenden   Ecken  von  F^  jeweils 

13      5 

in  einer  der  Ordnungen  -«  ,  v ;  ö^>*-  (gemessen  auf  jF^')  verschwinden: 

dagegen  wird  (|/Ai  —  V^)  ^^  der  zu  Z)  =  —  11  gehörenden  Polygon- 
ecke entweder  endlich  bleiben  oder  in  ganzzahliger  Ordnung  auf  F^' 
verschwinden,  da  hier  A  und  E  selbst  endlich  und  von  Null  verschieden 
sind.  In  sonstigen  (gewöhnlichen)  Punkten  von  F^  wird  der  zweite 
Ausdruck  (8)  selbstverständlich  nur  in  ganzzahliger  Ordnung  Null 
oder  cx>  werden  können,  da  er  doch  eine  Modulfunction  darstellt.  In- 
dem wir  also  daran  erinnern,  dass  F^'  zum  Geschlechte  p  =  0  gehört, 
wird  auf  der  geschlossenen  Fläche  F^'  nicht  nur  das  Quadrat  des 
zweiten  Ausdrucks  (8),  sondern  dieser  selbst,  als  nirgends  von  ge- 
brochener Ordnung  0  oder  cx>,  eine  eindeutige  Function  vorstellen.  -— 
Ebenso  verfahren  wir  beim  ersten  Ausdruck  (8)  und  erkennen  so  end- 
lich, dass  die  Quotienten  ("j/Ä'  +  VE)  :  AB  und  (}/Ä'  —  VÄ)  :  A E  als 
ganze  Modulformen  absolut  zur  f/  gehören.  Damit  aber  haben  wir  die 
Ansätze  erreicht: 

l/Ä'  +  ]/Ä  =  AB  (aA*+  6A*B»+  cB^),  )/Ä'  -  V^=AE(aA«+  /JB*), 
von   denen   aus   wir  nun  in  gewohnter  Weise   leicht  die  gewünschten 

*)  Man  Tgl.  anch  die  nächstfolgenden  Paragraphen  sowie  oben  p.  67  u.  f. 
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Resultate  ableiten.  Als  endgültige  Darstellungen  der  Moduln  Y^  und 
]/A'  in  den  Modulformen  A,  B,  E  der  fig  ergeben  sich: 

(9)  2}/A,  2}^  =  AB(2^11A^-  3.7A2B^+ 8*)  + AE(11  A^  -  B^). 

Dieses  letzte  Ergebnis  ist  übrigens  einer  interessanten  Bestätigung 

fähig.  Es  wurde  nämlich  bereits  angedeutet,  dass  j/Ä'Ä  bis  auf  einen 
numerischen  Factor  mit  A  identisch  ist.    Aus  (9)  folgt  aber: 

4>/Ä7i=  A«B«(88A*  -  21A2B«  +  B*)«  -  A^E^CllA«  —  B^)^ 

Wenn  man  also  hier  E^  durch  seinen  aus  (10)  p.  436  entspringenden 
Ausdruck  in  A;  B  ersetzt,  so  muss  sich  die  rechte  Seite  der  letzten 
Gleichung  auf  das  einzelne  Glied  mit  A^^  zusammenziehen.  Die  Rech- 
nung bestätigt  dies,  indem  sie  auf  die  Relation  führt: 

(10)  1/A^=  121 A^^ 

Die  Aufstellung  der  fumtionentheoretischen  Besolvente  zwölften  Grades 
ist  mit  dem  Bisherigen  bereits  implicite  geleistet.  Wir  brauchen  nur 
noch  auf  die  Proportion: 

J:J—1:  1  =g^^:21g^^:A 

zurückzugehen,  um  auf  der  rechten  Seite  derselben  g^,  g^,  A  durch 
ihre  Ausdrücke  (6),  (7)  und  (9)  zu  ersetzen.  Indem  wir  dann  noch 
zur  nicht -homogenen  Bezeichnungs  weise,  d.  i.  zu  den  Modulfunctionen 
r,  X   der  r^^  zurückgehen,  erhalten  wir  das  Resultat*): 

(11)  J:J-1:1  =  [2^.11.t2  — 2*-23.r  +  61  — 22.^.5.rT 

:[7(2».112t»— 2« -3.11.  t2  + 2^.3. 23.r  — 5.19) 

—  2.3*. r  (2^.11. r-37)P 

:2*-3».r[2».ll.r2— 3.7.r+l— r'(llr-l)?. 

Diese  Gleichung  im  Verein  mit  der  zwischen  x  und  x  bestellenden  cdge- 
braischen  Belation: 

(12)  r  2  -  1  +  20r  —  öGt^  +  44r^  =  0 

ergibt  uns  im  gewohnten  Sinne  den  Ausdruck  für  die  futictionentheore- 
tische  Besolvente  zwölften  Grades,  Auf  der  anderen  Seite  besitzen  wir 
hier  ein  interessantes  Ergebnis  für  jene  Darstellungsweise  der  Modular- 
gleichungen  erster  Stufe,  wie  wir  sie  oben  p.  58  flf.  allgemein  postu- 

*)  Man  vgl.  nun  hier  die  schon  in  der  Einleitung  znm  vorliegenden  Kapitel 
namhaft  gemachten  ünterenchnngen  von  Hm.  Kiepert.  Die  Formel  (326b) 
p.  98  1.  c.  ist  in  anderer  Gestalt  geradezu  die  Gleichung  (11)  des  Textes,  während 
unsere  Gleichung  (12)  bei  Hm.  Kiepert  mit  der  Gleichung  (320)  p.  96  überein- 
stimmt; die  Überführung  dieser  beiden  letzten  Gleichungen  in  einander  lässt  sich 
in  der  That  mühelos  vollziehen. 
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lierten  und  für  die  Fälle  des  Geschlechtes  |)  =  0  vollständig  durch- 
führten. In  der  That  wird  ja  für  J''(cd)  «=  «7(11©)  eine  der  Relation 
(11)  völlig  gleich  gebaute  Proportion  gelten,  deren  rechte  Seite  aus 
derjenigen  von  (11)  einfach  durch  Zeichen  Wechsel  von  x  entspringt. 
Die  so  gemeinte  Gleichung  im  Verein  mit  (11)  und  (12)  bildet  alsdann 
den  Ersatz  für  die  Modulargleichung  erster  Stufe  elfter  Ordnung.  Der 
einzige  Unterschied  gegen  die  früheren  Entwicklungen  ist,  wie  man 
sieht,  der,  dass  wir  (dem  Geschlechte  |)  =  1  zufolge)  nicht  mehr  mit 
einer  einzelnen  Grosse  t  reichen,  sondern  deren  moei  neben  einander 
stellen  müssen,  die  dann  durch  die  algebraische  Relation  (12)  an  ein- 
ander gebunden  sind, 

« 

§  13.    Von  den  formentheoretisohen  Besolventen  zwölften  Grades. 

Die  Ableitung  formentheoretischer  Resolventen  aus  den  functionen- 
theoretischen  gelang  bei  den  niederen  Stufen  n  =  5,  7  ohne  weiteres; 
hier  bei  n  =  11  liegen  die  Verhältnisse  anders,  und  zwar  infolge  der 
Eigenart  der  zu  Grunde  gelegten  Modulfunction  r,  r':  Diese  einfachsten 
Functionen  der  f^g  sind  eben  Quotienten  von  Formen,  die  durchgehends 
nur  erst  der  Stufe  elf  angehören,  während  bei  n  =  5  oder  7  der  Haupt- 
modul r  Quotient  zweier  Formen  war,  von  denen  die  eine  der  ersten 
Stufe  adjungiert  war  (cf.  Formeln  (5)  p.  64). 

Bei  dieser  Sachlage  werden  wir  zur  Gewinnung  formentheore- 
tischer Resolventen  zwölften  Grades  aufs  neue  ansetzen  müssen.  Da 
eine  Modulform,  die  absolut  zur  homogenen  r^^  gehören  soll,  von  ge- 
rader Dimension  sein  muss  (insofern  sie  anderenfalls  gegenüber  T* 
das  Zeichen  wechselt),  so  werden  wir  offenbar  eine  möglichst  einfache 
formentheoretische  Resolvente  erhalten,  wenn  wir  als  Wurzel  der- 
selben eine  ganze  Modulform  ( — 2)***  Dimension  der  r,2  wählen.  Die 
allgemeinste  Form  dieser  Art  ist  aber  bekanntlich: 

(1)  y.  =  ll(x.A^-x,B*), 

um  sie  gleich  (vermittelst  eines  willkürlich  bleibenden  Parameters 
Xj :  Xj)  in  diese  typische  Form  zu  setzen.  Auf  dem  bezeichneten  Wege 
erlialten  unr  also  gleich  einfach  unendlich  viele  wesentlich  versdiiedene  Be- 
solventen zwölften  Grades, 

Was  die  Gestalt  aller  dieser  Gleichungen  angeht,  so  haben  wir 
hier  die  wesentliche  Fallunterscheidung,  ob  Xg  von  Null  verschieden 
oder  Null  ist.  Im  ersteren  Falle,  den  wir  vorwegnehmen,  setzen  wir 
einfach  X2  =  l  und  erinnern  daran,  dass  B  =  Bq  unter  allen  zwölf  Grössen 
der  beiden  zu  Grunde  liegenden  Modulsysteme  Aa,  B»  die  einzige  ist, 
welche  bei^oj  =  j  oo  gegen  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  con- 


442  V,  6.    Moduln  und  Besolventen  elfter  Stufe. 

vergiert.  Genau  in  derselben  Weise,  wie  wir  bei  n  =  7  im  vorigen 
Kapitel  (p.  398)  ausführlich  zeigten,  hat  dies  zur  Folge,  dass  die  frag- 
liche Resolvente  in  grosser  Nahe  von  o  =  i  cx>  annähernd  die  Gestalt 
annimmt: 

Die  Coefficienten  der  Resolvente  sind  damit  bis  auf  Bestandteile,  die 
mit  r  verschwinden,  ohne  weiteres  zu  bestimmen;  in  der  That  finden 
tvir  als  Ausdruck  der  formentheoretischen  Resolvente  für  x^  =  1  ntzch 
Jcurjser  Rechnung: 

2/'^  -  6  .  11  .  V2g^y'''  +  11  •  40  •  216^3^^  -  11  •  135  •  I2V2V 

+  11  •  288  .  12^,  .  216g,i/  -  (11  •  420  •  12V  +  «A)y« 

(2)  i        +•  11  .  432  -  12V  •  2165r32/^  -  (11  •  315  •  12V  +  ßg,^)l/' 

+  (lM60.12V-216<73+y^3^)2/'-(ll-54.12V+*5'2'A)y* 
+  (120.14V-216Ä+^^2i/3A)t/-(lM2V+e^2'^+^A2)=O. 

Die  sieben  numerischen  Coefficienten  a,  /3,  .. .,  ^  bleiben  mit  x^  un- 
bestimmt, indem  sie  offenbar  rationale  ganze  Functionen  dieses  Para- 
meters werden;  die  Ausdrücke  derselben  würde  man  vermöge  einer 
allerdings  etwas  umständlichen  Rechnung  aus  den  Reihenentwicklungen 
nach  r  feststellen  können. 

Gegenüber  der  umfänglichen  Gleichung  (2)  wolle  man  nun  die 
besondere  Einfachheit  jener  speciellen  unter  unseren  Resolventen  be- 
merken, welche  dem  Falle  Xj  =  1,  x,  =  0  in  (1)  zugehört.  In  diesem 
Falle  werden  alle  Coefficienten  der  Resolvente  solche  ganze  Modul- 
formen erster  Stufe  sein  müssen,  die  mit  r  verschwinden;  nun  also 
kommen  alle  Glieder,  welche  wir  in  (2)  explicite  bestimmen  konnten, 
gerade  zum  Fortfall,  und  unter  den  übrig  bleibenden  Gliedern  wird 
auch  noch  ^-^^^A  ausfallen  müssen,  da  offenbar  das  Product  der  zwölf 
gleichberechtigten  y  bei  a  =  ioo  mit  einer  höheren  als  der  ersten 
Potenz  von  r  proportional  wird.  Die  sechs  noch  unbekannten  Coeffi- 
cienten bestimmt  man  endlich  aus  den  Reihenentwicklungen.  Auf  solche 
Wei^e  findet  man  als  fertige  Form  der  Resolvente  iswolften  Grades  für 
^^  =  +  11 A'^  die  nachfolgende: 

(3)  y'*  —  11  •  90A .  /  +  11  ■  40 .  12^2  A .  j/*  —  11 .  15  •  2l6g^Ay^ 

-f  11.2- 12V^y*- 12^2 -216^3^1/ -11^2  =  0. 

Hier  haben  wir  zufolge  der  Identität  (10)  §  12,  die  wir  nun  auch  in 
die  Gestalt: 

(4)  y«  =  (/A((öi,5)A(a)j,  io,) 

setzen  mögen,  keine  andere  als  die  formentheoretische  Transformations- 
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cfldchung  für  n  =  11  vor  uns,  die  wir  im  vorigen  Abschnitt  {p.  72)  der 
ersten  Stufen  adjungiert  nannten*). 

Der  jetzt  erreichte  Fortschritt  gegenüber  den  eben  genannten  Ent- 
wicklungen im  vorigen  Abschnitt  besteht  nun  aber  nicht  nur  darin, 
dass  wir  die  fertige  Gestalt  der  Resolvente  (3)  kennen  gelernt  haben: 
wir  werden  vielmehr  vor  allen  Dingen  A  =  Aq  jetzt  wieder  als  erste 
Modulform  im  System  der  sechs  Formen  A^^,  A,,  .  . .,  Ag  elfter  Stufe 
betrachten  und  konnten  eine  Theorie  dieses  Modulsystems  durchbilden, 
welche  in  den  entsprechenden  Entwicklungen  über  das  quaternäre 
Modulsystem  der  A«  bei  w  =  7  ihr  genaues  Vorbild  finden  würde.  Da 
würden  wir  denn  ein  G(üois*sches  Problem  der  A«  zu  formulieren  habei%, 
dessen  einfachste  Resolvetite  die  Gleichung  (3)  ist;  wir  würden  die  Quadrat- 
wurzeln aus  den  zwölf  Grössen  y  durch  die  sechs  Aa  in  der  Gestalt 
eines  Jacobi^scJien  Schemas  darstellen  können  und  also  in  (3)  eine 
Jacobtsche  Gleichung  erkennen  u,  s.  w. 

Auf  die  hiermit  bezeichneten  Verhältnisse  treffen  wir  nun  aber 
nicht  nur  bei  der  Resolvente  (3),  sondern,  was  sofort  evident  ist,  auch 
bei  jener  Resolvente  (2),  welche  den  Werten  x^  =  0,  Xj,  ==  1  in  (1) 
zugehört.  Hier  kommen  wir  zum  Modulsystem  der  B«,  welches  sich 
(bei  richtiger  Anordnung)  contragredient  zu  den  normierten  A«  sub- 
stituiert. Nichts  würde  hindern,  nun  auch  ein  Problem  der  B«  zu  for- 
mulieren, für  welches  dann  die  in  Rede  stehende  Gleichung  (2)  die 
einfachste  Resolvente  liefern  würde. 

Die  Thatsache,  dass  auch  noch  Yy^  eine  eindeutige  Modulform 
ist,  tritt  übrigens  (wie  hier  noch  anschliessend  bemerkt  sein  mag) 
ausser  für  die  beiden  Werte  0  und  cx>  des  Parameters  x^ :  Xj  auch  noch 
für  jene  drei  Werte  ein,  welche  aus  der  Gleichung: 

(5)  x,^  —  20x^^X2  -f-  Sex^Xa^  -  44x/  =  0 

zu  berechnen  sind.  Nur  für  diese  drei  y^  werden  nämlich  die  beiden 
Nullpunkte  auf  dem  Polygon  F^^  coincidieren,  so  dass  die  Quadrat- 
wurzel Yy^  im  Innern  der  co- Halbebene  keine  Nullpunkte  gebrochener 
Ordnung  darbietet.  Auf  diese  drei  Modulformen  ( —  1)**'  Dimension, 
deren  nähere  Betrachtung  sich  gewiss  verlohnte,  wurden  wir  übrigens 
durch  unsere  anfänglichen  Entwicklungen  schon  deshalb  nicht  geführt, 
weil  wir  hier  in  Betreff  sowohl  der  Entwicklungscoefficienten  der 
Potenzreihen  nach  r,  wie  auch  der  numerischen  Bestandteile  in  den 
bezüglichen  Resolventen  (2)  in  ein  irrationales  numerisches  Gebiet  hinein- 
gelangen,  dasjenige  nämlich,  welches  durch    die    cubische   Gleichung 

*)  unter  diesem  Gesichtspunkt  hat  Hr,  Klein  seiner  Zeit  die  Oleichimg  (8)  des 
Textes  aufgestellt  and  in  seinem  p.  402  genannten  Brief  an  Brioschi  mitgeteilt. 
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(5)  charakterisiert  ist.  Dass  übrigens  die  fraglichen  drei  Quotienten 
Xi :  «2  <Jie  reciproken  Werte  der  drei  singulären  Moduln  x  sind,  welche 
den  drei  ursprünglichen  Formclassen  der  Determinante  D  =  —  44  zu- 
gehören, wird  man  bereits  bemerkt  haben. 

Die  beschriebenen  Verhältnisse  sind  übrigens  auch  von  der  allge- 
meinen Stufentheorie  aus  verständlich,  wenn  wir  dieselbe  auf  das 
durch  die  Fläche  F^^  gegebene  elliptische  Gebilde  in  Anwendung 
bringen*).    Da  geht  offenbar  die  Form  B  der  <y- Function  erster  Stufe 

parallel,  jene  drei  Modulformen  ]/y^  aber,  welche  der  Gleichung  (5) 
entsprechen,  vnirden  wir  mit  den  drei  zur  zweiten  Stufe  gehörenden 
Functionen  ö^q  (m)  ,  öq^  (u)  ,  6^^  (u)  zu  identificieren  haben.  Der  Fort- 
schritt von  der  ersten  zur  zweiten  Stufe  bei  unserer  F^^  würde  also 
in  arithmetischer  Hinsicht  den  Charakter  haben,  dass  wir  den  Bereich 
der  numerischen  Zahlen  durch  HinmnaJime  der  drei  zu  D  =  —  44  ge- 
hörenden singulären  Moduln  t  erweitern. 

Es  mag  in  dieser  Hinsicht  noch  interessant  sein,  zu  erfahren, 
welche  numerischen  Zahlwerte  die  rationalen  Invarianten  und  unter  ihnen 
insbesondere  die  absolute  für  unser  elliptisches  Gebilde  annehmen.  Um 
Verwechslungen  zu  vermeiden,  wollen  wir  alle  in  Betracht  kommenden 
elliptischen  Functionen  erster  Stufe  durch  die  betreffenden  deutschen 
Buchstaben  bezeichnen.  Die  Gleichung  (12)  §  12  rechnet  sich  als- 
dann in  die  Weierstrass'sche  Normalform  um: 

und  es  ergeben  sich  von  hier  aus  als  Werte  der  Invarianten: 

_  2»'31                   41.61        ^_  5       cy_         2«.  31» 

9» —  ~"3      )     03"^       33      ;      *^ l^A  7      -vJ —         33.116* 


Mit  den  vorstehenden  Entwicklungen  müssen  wir  die  Theorie  der 
elften  Stufe  abschliessen.  Wir  haben  die  letztere  Theorie  vermöge  der 
Modnlsysteme  des  Kap.  3  bis  zu  dem  gleichen  Grade  durchbilden 
können,  wie  die  Theorie  der  siebenten  Stufe  in  Bd.  I,  und  haben  so 
aufs  neue  einen  Beleg  für  die  Brauchbarkeit  der  allgemeinen  analyti- 
schen Ansätze  des  vorletzten  Kapitels  gewonnen. 

*)  Man  sehe  z.  B.  die  Theorie  der  elliptischen  Normalcnrven  der  verschie- 
denen Ordnungen  n  und  deren  Beziehnng  zu  den  Modnlfunctionen  n^'  Stofe  in 
den  beiden  ersten  Kapiteln  des  vorliegenden  Abschnitts;  vgL  insbesondere  auch 
das  zu  Anfang  des  vierten  Abschnitts  (p.  2  bis  8)  entwickelte  allgemeine  Stnfen- 
schema  für  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen. 


Sechstes  Kapitel. 

Von  den  durch  die  Hodulargleiehnngen  erster  Stufe  definierten 

algebraischen  Gebilden  bei  n>ll. 

Bei  der  Fortsetzung  unserer  fnnctionentheoretischen  Einzelunter- 
suchungen über  den  Fall  n  =  11  hinaus  konnte  es  sich  für  die  weiter 
folgenden  Stufenzahlen  zunächst  wieder  um  die  Modulsysteme  der  A», 
der  Za  etc.  handeln ,  die  von  den  allgemeinen  Ansätzen  des  dritten 
Kapitels  geliefert  werden.  Mag  n  prim  oder  zusammengesetzt,  gerade 
oder  ungerade  sein,  immer  wird  man  dem  einzelnen  der  yorgelegten 
Modulsysteme  in  bekannter  Überlegung  die  ihm  zugehörige  Curve 
zuerteileU;  für  welche  alsdaun  Ordnung  und  Geschlecht  leicht  angebbar 
sind.  Jede  solche  Curve  wird  auf  das  Polygon  der  Hauptcongruenz- 
gruppe  der  gerade  vorliegenden  Stufe  eindeutig  bezogen  sein,  und  sie 
wird  gegenüber  den  Transformationen  dieses  Polygons  in  sich  selbst 
die  gleiche  Anzahl  von  Gollineationen  in  sich  erfahren. 

Nun  war  aber  bei  w  =  11  der  eigentliche  Beweggrund  für  die 
ausführliche  Betrachtung  der  Moduln  Zat  dass  wir  die  Resolventen 
Ijten  Qrades  bilden  wollten.  Höher  hinauf  sind  die  niedersten  Resol- 
venten immer  diejenigen  vom  Grade  V'(n);  und  diese  sind  functionen- 
theoretisch  zugänglich,  auch  ohne  dass  wir  jene  Galois'schen  Modul- 
systeme vorher  einer  eingehenden  Discussion  unterzogen  hätten.  Es 
ist  dies  darin  begründet,  dass  uns  Moduln  des  Transformationspolygons 

Fxp{n)  von  den  Systemen  der  -^     bez.     7"     Grössen  immer  leicht  ge- 
liefert werden;  im  Falle  ungerader  n  sind  es  sogar  direct  die  Grössen 

Ao,  Vo  etc. 

Bei  dieser  Sachlage  wollen  wir  jetzt  den  Zielpunkt  für  die  Ent- 
wicklungen des  gegenwärtigen  Kapitels  folgendermassen  festlegen:  Es 
soll  sich  darum  handeln^  für  eine  Beihe  weiterer  Stufenisahlen  n  die  Be- 
solvente  V'(n)*®°  Grades  und  das  durch  sie  definierte  algebraische  Gebilde 
mit  Hülfe  der  uns  zur  Verfügung  stehenden  Moduln  Aq  etc.  zu  unter- 
suchen. Hier  treffen  wir  in  der  That  noch  auf  eine  ganze  Reihe  leicht 
zugänglicher  Einzeluntersuchungen,  während  sich  die  auf  die  regulären 
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Flächen  i*]u(ii)  der  gleichen  Ordnungen  n  bezogenen  Modulsysteme  der 
2a,  Aa  etc.  einer  erschöpfenden  Betrachtung  nicht  mehr  in  dem  Masse 
leicht  zugänglich  erweisen,  wie  bei  n<^ll. 

Die  folgenden  Entwicklungen  erstrecken  sich  mit  Ausnahme  des 
Falles  n  =  3B  nur  auf  Primzahlstufen;  es  geschah  dies  namentlich 
wegen  der  einfachen  Gestalt,  die  das  Transformationspoljgon  Fyj(^n)  für 
primzahliges  n  aufweist.  Dabei  haben  wir  nach  Bequemlichkeit  eine 
Reihe  von  Stufen  n  zur  Untersuchung  herausgegriffen,  und  zwar  war 
fQr  die  Auswahl  der  Umstand  massgeblich,  dass  unsere  analytischen 
Ansätze  sich  yomehmlich  in  jenen  Fällen  als  brauchbar  erweisen, 
welche  zu  elliptischen  oder  hyperelliptischen  Gebilden  hinführen. 

Die  Untersuchungen  des  vorliegenden  Kapitels  sind  erst  letzthin 
vom  Herausgeber  ausgeführt  worden*);  sie  gründen  sich  durchaus 
auf  den  Gebrauch  der  Riemann^schen  Flächen  Fxp^n)  und  der  zu  den- 
selben gehörenden  Modul/brman,  und  stellen  sich  auch  in  diesem 
Sinne  den  bezüglichen  Entwicklungen  bei  n  =  11  im  vorigen  Kapitel 
(§  10  u.  f.)  unmittelbar  an  die  Seite.  Im  übrigen  liegt  die  engste 
Beziehung  zu  der  schon  häufig  genannten  Arbeit  von  Hrn.  Kiepert 
in  Bd.  32  der  Mathem.  Ann.  vor;  doch  kommen  in  letzterer  Arbeit 
mit  einziger  Ausnahme  des  Falles  n  =  1 1  nur  zusammengesetzte  Stufen- 
zahlen zur  Geltung. 

§  1.     Das  2ur  Ordnung  n  =  31   gehörende  Transformationspolygon 
und  seine  Modulformen  der  Dimensionen  —  1  und  —  2. 

Als  Prototyp  für  diejenigen  Fälle  n,  die  zu  einem  algebraischen 
Gebilde  des  Geschlechtes  p  =  1  hinführen,  kann  die  im  vorigen  Kapitel 
behandelte  Ordnung  «=11  gelten.  Für  die  Fälle  p  =  2  bringen  wir 
hiermit  die  Ordnung  n  =  31  in  Vorschlag  **).  Das  zugehörige  Trans- 
formationspolygon i^3j  hat  nach  früheren  Regeln,  als  32 -blättrige 
Fläche  über  der  e7- Ebene  angeordnet,  die  nachfolgende  Verzweigung: 
Bei  «7=0  verlaufen  zwei  Blätter  isoliert^  während  die  übrigere  dreissig 
zu  je  drei  in  zehn  Verzweigungspunkten  zusammenJiängen;  bei  J=l 
hängen  die  Blätter  zu  je  zwei  in  sechzelin  Verzweigung^mnkten  zusammen; 
schliesslich  verläuft  bei  J  =  oo  ein  Blatt  isoliert ^  während  die  übrigen 
31  im  Cyclus  zusammenhängen.  Die  beiden  bei  J=0  isoliert  ver- 
laufenden Blätter  liefern  im  ursprünglichen  Polygon  F^^  zwei  Ecken  6, 
die  als  Fixpunkte  zu  zweien  in  der   fgg  enthaltenen   elliptischen  Sub- 

*)  Vgl.  aach  Math.  Ann.  Bd.  40. 
**)  Die  zu  p  =  1  bez.  p  =  2  gehörenden  Ordnungen  n  =  19  und  23  sind  in 
der  eben  genannten  Arbeit  des  Herausgebers  behandelt. 
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stitutionen  der  Periode  drei  gehören.  Wir  wollen,  die  frühere  Benen- 
nung beibehaltend,  diese  beiden  Ecken  kurz  als  „Ausuahmepunkte  b" 
des  Polygons  F^^  bezeichnen. 

Die  wichtigste  Eigenschaft  des  Polygons  F^^  besteht  darin,  dass 
dasselbe  die  früher  (p.  42)  mit  W  bezeichnete  Transformation  der  Periode 
zwei  in  sich  sulässt  Diese  Transformation  W  hatte  nun  für  unsere 
Fläche  2^32  eine  sehr  merkwürdige  arithmetische  Bedeutung;  in  der 
That  repräsentieren,  wie  wir  früher  (p.  189)  fanden,  die  Fixpunkte 
von  W  im  Polygon  F^^  gerade  die  gesamten  Classen  ursprünglicher 
quadratischer  Formen  (P,  Q,  B)  der  beiden  Determinanten  D=  —  31 
und  D  =  —  124.  Nun  aber  bestimmen  wir  nach  I  p.  250  sofort  drei 
reducierte  ursprüngliche  Formen  für  D  =  —  31  und  ebensoviele  für 
D  =  —  124;  es  sind  dies  die  Formen: 

i)  =  -31,      (1,  1,  8),      (2,  ±1,4), 
D  =  -  124,     (1,  0,  31),    (5,  +  4,  7). 

Nennen  wir  die  aus  V^^  durch  Zusatz  von  W  entspringende  Gruppe 
r(8i)  und  ihr  Polygon  jF(si),  so  ergiebt  sich  aus  den  eben  dargelegten 
Verhältnissen  der  wichtige  Satz,  dass  dieses  Polygon  JP(si)  zum  Geschlechte 
p  =  0  gehört  Wenn  wir  nämlich  2^(8i)  zu  einer  geschlossenen  Fläche 
zusammenfalten,  so  werden  wir  nun  umgekehrt  F^^  durch  doppelte 
Überlagerung  jener  Fläche  wiedererhalten,  indem  wir  nur  Sorge  tragen, 
dass  beide  Blätter  an  den  sechs  durch  (1)  charakterisierten  Stellen 
mit  einander  verzweigt  sind.  Nun  bemerke  man,  dass  wirklich  eine 
doppelt -überdeckte  Ebene  mit  sechs  Verzweigungspunkten  zum  Ge- 
schlechte 1?  =  2  hinführt,  während  eine  elliptische  Fläche,  in  dieser 
charakteristischen  Weise  doppelt  überdeckt,  bereits  das  Geschlecht  4 
bekommt.  Offenbar  können  wir  übrigens  das  erhaltene  Resultat  auch 
in  der  Weise  aussprechen,  dass  die  Substitution  W  es  ist,  welche  die 
zweiwertigen  Functionen  unserer  hyperelliptischen  Fläche  in  sich  trans- 
formiert. 

Um  in  die  analytische  Behandlung  unserer  Fläche  F^<g  den  Ein- 
gang zu  gewinnen,  sind  die  in  (2)  p.  355  angesetzten  Reihen  A^  weit- 
aus die  geeignetsten.  Wir  haben  dieselben  zu  bilden  für  die  beiden 
quadratischen  Formen  (1,  1,  8),  (2,  1,  4)  bez.  für  zwei  mit  ihnen  äqui- 
valente Formen,  welche  den  Gestaltanforderungen  entsprechen,  wie  sie 
1.  c.  formuliert  wurden.  Setzen  wir  dann  gleich  31 1  statt  g,  um  der 
Summationsbedingung  |  ^  0  (mod.  31)  zu  genügen,  so  erhalten  wir 
die  beiden  Reihen: 
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wo  beide  Male  |  und  ri  alle  Combinationen  ganzer  Zahlen  durchlaufen 
sollen.  Indem  wir  noch  eine  weitere  naheliegende  Vereinfachung  in 
der  Schreibweise  der  Exponenten  einführen  und  zugleich  auf  die  schon 
bei  w  =  ll  gebrauchte  Bezeichnung  6(01^,  (O2)  zurückgreifen,  haben  wir 

B  =  ^^r      ^      ,    x  =  y{mod.2), 


a>2  ^ 


als  die  beiden  zu  Grunde  zu  legenden  Modulformen.  Doch  ist  es  noch 
zweckmässiger  statt  B'  die  Form  A  durch  2A  «=  B  —  B'  einzuführen, 
um  nun  das  Modulsystem  A,  B  zu  benutzen.  Als  die  Anfangsterme 
der  Entwicklungen  von  A  und  B  nach  Potenzen  von  r  merke  man 
gleich  an: 

(3)  A  =  —  (r  —  r»  —  r^  —  r'  +  r«  +  r''  +  ••.), 

(4)  B  =  — (1 +2r  +  2r* +  4r«  +  2r'-' +  •••). 

CO, 

Eine  Modulform  (—  1)**"  Dimension  hat  auf  dem  Polygon  F^2  ^^^ 
Wertigkeit  -f;  sie  wird  in  den  Ausnahmepunkten  b  des  Polygons  je- 
weils im  Grade  ^  verschwinden;  ausserdem  aber  istoei,  allgemein  nicht 
näher  angebbare,  einfache  Nullpunkte  auf  F^^  aufweisen.  In  der  That 
sind  diese  beiden  Nullpunkte  für  die  lineare  Verbindung: 

(5)  «A  +  ßB 

mit  den  Quotienten  a  :  ß  selbst  beweglich.  Der  Quotient  irgend  ssweier 
linear -unabhängiger  Verbindungen  (5)  wird  demgemäss  eine  zweiwertige 
Function  der  Fläche  F^^  li^f^'^^y  wwd  zugleich  erhalten  unr  auf  diesem 
Wege  offenbar  ihre  gesamten  zweiwertigen  Functionen;  wir  werden  im 
nächsten  Paragraphen  eine  besondere  unter  ihnen  zum  speciellen  Ge- 
brauche auswählen. 

Die  Nullpunkte  einer  einzelnen  Modulform  (5)  werden,  wie  wir 
eben  fanden,  durch  die  Transformation  W  in  sich  übergeführt.  Es 
müssen  demnach  A  imd  B   gegenüber  der  Iwmogenen  Substitution   W: 

(6)  iW)        <=-^,      «3'  =  ^ 

bis  aufs  Zeichen  in  sich  selbst  übergehen;  denn  auch  in  dieser  homo- 
genen Gestalt  ist  W  von  der  Periode  zwei.  Aber  aus  dem  Verhalten 
der  Formen  B  gegenüber  der  Modulsubstitution  T  folgern  wir  hier 
genau,  wie  bei  n  «=  11,  dass  direct  die  Gleichungen  bestehen: 

CT      A(j|,"-f?)-AK,».),      B(i|,»-fi)  =  B  („.,».). 
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Die  allgemeinste  ganze  Modulform  ( —  2)*®'  Dimension,  welche  ab- 
solut zur  r32  gehört,  ist 

(8)  «A^  + AAB  +  |[iB^ 

die  beweglichen  Nullstellen  dieser  Formen  bilden,  wie  man  sieht,  eine 
oo*- fache  Schaar  äquivalenter  Systeme  zu  je  vier  Punkten  auf  unserer 
hyperelliptischen  Fläche  F^2'    ^^^  gleichfalls  zur  V^^  gehörende  ganze 

Modulform  ( — 2)^  Dimension: 

if» 

(9)  P  (a>i ,  -(Dj)  =  ^po,  n  (ö, ,  ß>2) 

wird  sich  demnach  in  der  Gestalt  (8)  darstellen  lassen.  Um  diese  Dar- 
Stellung  hier  wirklich  noch  zu  leisten,  werden  wir  auf  die  charak- 
teristische Beihenent Wicklung  der  Form  (9)  zurückgreifen: 

(10)  P(a,.,ß,,)  =  f/)'  \l  +  ^<l>„(m)r"' 

in  welcher  ^^i(ni)  die  Summe  aller  gegen  31  primen  Divisoren  von 
m  ist  Indem  wir  andrerseits  die  Entwicklungen  für  die  quadratischen 
Verbindungen  der  A,  B  heranziehen,  findet  sich  durch  bekannte  nume- 
rische Rechnungen  als  Darstellung  der  Modulform  (9): 

(11)  4P  =  SA«  —  16AB  -f  58^ 

§  2.     Das  volle  Modnlsystem  der  fjg.     Die  singxQären  Moduln  und 
die  Smith'sohe  Curve  des  Transformationspolygons  F^^, 

Unter  den  homogenen  Verbindungen  sechsten  Grades  von  A  und 
B  muss  es  eine  bestimmte  geben,  deren  zwölf  „bewegliche''  Nullpunkte 
auf  2^33  zu  Paaren  in  den  sechs  Fixpunkten  der  Substitution  W  coin- 
cidieren.  Auch  noch  die  Quadratwurzel  aus  dieser  Verbindung  der 
A,  B  ist  eine  Modulform,  die  wir  E (071,072)  nennen  wollen,  und  die 
natürlich  zunächst  nur  bis  auf  einen  numerischen  Factor  bestimmt  ist. 
E  ist  alsdann  eine  ganze  Modul  form  ( —  3)**'  Dimension,  die  ausser  in 
(leyi  seclis  eben  genannten  Fixpunkten  von  W  noch  in  den  beiden  Aus- 
naJimepunTcten  b  von  F^^  je  einfadi  verschunndet. 

Um  diese  Modulform  E  der  näheren  Betrachtung  zugänglich  zu 
machen,  gehen  wir  gerade  wie  bei  ti  =  11  auf  die  überall  endlichen 
Integrale  der  Fläche  F^^  zurück.  Soll  die  unter  (8)  des  vorigen  Para- 
graphen angegebene  Modulform  in  den  beiden  Spitzen  des  Polygons 
2^82  verschwinden,  so  muss  /n  =  0  gesetzt  werden.  Von  hier  aus  finden 
wir  auf  transcendentem  Wege  (d.  h.  von  den  a7j,  co^  aus)  als  allge- 
meinstes Integral  erster  Gattung  der  F^^: 

(1)  /(xA^  +  AAB)  (a7ida7j  —  07^^07,). 

Kloin-Frioke,  Modul fanotioneu.   II.  29 
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Andrerseits  können  wir  uns  diese  Integrale  aber  auch  wieder  auf 
algebraischem  Wege  bilden  und  bedienen  uns  dabei  der  abkürzenden 
Bezeichnungen: 

An  Stelle  von  (1)  treten  nun  die  Formeln: 

(2)  /"  — t'--  •  (^odAo  -  \dB,) 

mit  willkürlich  zu  wählenden  x,  X\  Wie  hierbei  die  Zahlenpaare  x,  A 
und  7c\  k'  einander  eindeutig  zugewiesen  sind;  brauchen  wir  nicht  in 
voller  Allgemeinheit  festzustellen;  jedenfalls  aber  ist  sicher,  dass  X  =  0 
auch  den  Wert  A'  =  0  nach  sich  zieht.  Indem  wir  jetzt  die  beiden 
Integrale  (1)  und  (2),  gebildet  für  A  =  0  und  A'  =  0  einander  gleich 
setzen,  gemnnen  wir  nadi  kurzer  Rechnung  für  die  Modulform  E  die 
Darstellung: 

und  berechnen  von  hier  aus  die  nachfolgenden  Anfangsglieder  ihrer  Potenz- 
reiJienentwicklung : 

(4)  E=(-J')'{  1— r— 3r^— 3r»--13r*--18r'— 27r«-36r^— 59r« ) . 

Der  Ausdruck  von  E^  in  A  und  B  enthält  sieben  numerische  Co- 
efficienten.  Die  Entwicklung  (4)  im  Verein  mit  den  Potenzreihen  des 
vorigen  Paragraphen  wird  uns  also  nicht  nur  die  Bestimmung  dieser 
Coefficienten  ermöglichen,  sondern  liefert  uns  zugleich  auch  noch  in 
bekannter  Weise  die  Mittel  zur  ControUe  der  berechneten  Werte.  Es 
ergiebt  sich  auf  diesem  Wege  als  algebraische  Relation  ztmschen  den 
drei  Modulformen  A,  B,  E  der  Fläche  F^^: 

(5)  E^=— 3A«-2WB+2.311A*B2-2.53A3B'^+61A^B*— 2.7AB^+B«. 

Um  ein  volles  System  von  Modul/wnc^zonen  der  Gruppe  fg^  zu 
bilden,  werden  wir  nun  einfach  die  beiden  Quotienten: 

(6)  ^W  =  l,      <yH  =  ^3 

neben  einander  stellen.  Der  erste  von  ihnen  ergiebt  eine  eweiwertigCj 
der  andere  eine  sechswertige  Function  der  Fläche  F^^]  beide  sind  mit 
einander  verknüpft  durch  die  aus  (5)  unmittelbar  hervorgehende  Relation: 

(7)  <y*  +  3t«  +  St«^  —  66t*  +  106t»  —  61t2  +  14t  —  1  =  0. 

Gegenüber  der  Transformation  W  wird  T(aj)  unverändert  bleiben, 
während  ^{gd)  Zeichen  Wechsel  erleidet: 
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Eben  deshalb  wird  bei  Ausübung  der  homogenen  Operation  W  die 
Modulform  E  gleichfalls  einen  Zeichen  Wechsel  erfahren: 

(»)  E(;i,"-f)— E(.„^). 

Setzen  wir  in  (7)  für  6  den  Wert  0,  so  sind  die  sechs  zuge- 
hörigen Werte  r  diejenigen  „singulären  Moduln  r",  welche  im  Sinne 
von  p.  185  u.  f.  zu  den  zweimal  drei  ursprünglichen  Formclassen  der 
Determinanten  D=  — 31  und  2)=  —  124  gehören.  Dieserhalb  muss 
sich  nach  den  früher  mitgeteilten  Sätzen  über  die  complexe  Multipli- 
cation  der  elliptischen  Functionen  die  in  Rede  stehende  ganze  Function 
sechsten  Grades  von  t  in  zwei  cubische  Factoren  spalten  lassen,  deren 
Coefficienten  gleichfalls  rationale  Zahlen  sind.  Es  bestätigt  sich  dies 
in  der  That;  denn  wir  können  die  Relation  (7)  in  die  Gestalt  setzen: 

(10)  <y2  ^  (^s  _|_  e^2  _  5^  ^  1)  (3^3  _  lor«  +  9t  —  1)  =  0. 

Welcher  unter  den  beiden  cubischen  Factoren  der  Determinante 
D  =  —  31  und  welcher  der  Determinante  D  =  —  124  zugehört,  ist 
leicht  entschieden;   wir  haben  in  der  That  die  Zuordnung: 

(11)  D  =  —  31,       T^  +  6t2  —  5r  +  1  =  0, 

(12)  D 124,     3i:»— 10i:2  +  9r-  1  =0. 

Jede  dieser  Gleichungen  hat  nämlich  eine  reelle  Wurzel,  den  beiden 
ambigen  Formclassen  (1,1,8)  und  (1,  0,  31)  entsprechend.  Dabei  liegt 
der  repräsentierende  Punkt  dieser  letzten  Form  auf  der  imaginären 
(o-Axe,  woselbst  r,  wie  man  leicht  feststellt,  reelle  positive  Werte  hat; 
unter  den  beiden  Gleichungen  (11)  und  (12)  hat  aber  offenbar  nur 
die  letztere  eine  reelle  positive  Wurzel. 

Auch  auf  die  quadratischen  Formen  der  positiven  Determinante 
7)  =  31  haben  wir  hier  zufolge  der  allgemeinen  Entwicklungen  von 
p.  169  ff.  eine  interessante  Anwendung.  Da  müssen  wir  jene  sym- 
metrische Umformung  der  Fläche  F^^  ^^  sich  heranziehen,  welche  durch 
Gombination  der  Substitution  cd'  =  W{co)  mit  der  Spiegelung  an  der 
imaginären  o-Axe  entspringt.  Durch  ö  und  t  stellt  sich  die  so  ge- 
meinte Operation  in  der  Gestalt  dar: 

(13)  <y' =  —  S,     r'  =  T, 

wobei    6   und  r   die  zu   ö  und  t   conjugiert   complexen   Werte    sind. 

Nach  den  1.  c.  gewonnenen  Resultaten  besteht  also  „die  auf  die  Fläche 

2^32  übertragene  Smith^sche  Curve'^  aus  denjenigen  Linienzügen  dieser 

Fläche,  tüdctie  reelle  Werte  von  %  mit  reellen  negativen  Werten  von  6^  tragen. 

Wenn  wir  F^^  als  zweiblättrige  Fläche  über  der  r-Ebene  anordnen,  so 

wird   die  Lage   der  Smith'schen  Gurve   besonders   übersichtlich.     Zwei 

89  ♦ 
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unter  den  sechs  Yerzweigungspunkten  dieser  F^  —  wir  wollen  sie  P^ 
und  Pg  nennen  —  liegen  auf  der  reellen  r-Axe  und  teilen  dieselbe 
in  zwei  Teile,  von  welchen  wir  jenen  herausgreifen,  der  den  Nullpunkt 
r  =  0  nicht  enthält  Etwa  von  Pj  beginnend  durchlaufen  wir  diese 
Strecke  bis  P,  im  oberen  Blatte  der  F^  und  kehren  im  unteren  längs 
derselben  Strecke  nach  P^  zurück,  um  solchergestalt  gerade  die  ganze 
Smith'sche  Curve  beschrieben  zu  haben. 

Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  nur  eine  Classe  quadratischer  Formen 
{ayhyC)  der  Determinante  D  =  31  existiert*).  Um  die  zugehörige 
Formenperiode  aufzustellen,  wird  man  die  Smith'sche  Curve  jetzt  rück- 
wärts in  das  Transformationspolygon  F^^  übertragen.  Dabei  zerfallt 
diese  Curve  in  diejenigen  sieben  das  Polygon  durchziehenden  Kreis- 
segmente, welche  durch  die  Gleichungen: 


(14) 


31(a;^  +  y«)-l=0, 
6  .  31  {x^  +  y')  +  2  .  31a;  +  5  =  0, 
10  •  31  (a:«  +  y^  +  2  .  31a;  +  3  =  0, 
15  .  31  {x^  +  y*)  +  2  .  31a;  +  2  =  0 


dargestellt  sind.  Durch  die  Zuordnung  der  Randcurven  des  Polygons 
P32  werden  natürlich  diese  sieben  Kreissegmente  zu  einer  geschlossenen 
Kette  vereint.  Indem  man  die  fraglichen  sieben  Ejreisbogen  in  das 
Polygon  wirklich  einzeichnet,  wird  man  übrigens  gewahr,  dass  die 
Formenperiode  der  einen  zu  D  =  31  gehörenden  Classe  insgesamt  29 
reducierte  Formen  umfasst.  Zufolge  der  Bedeutung  der  Transformation 
(13)  können  wir  natürlich  die  sieben  Kreisbogen  (14)  auch  als  die- 
jenigen Linienzüge  des  Polygons  P32  ansprechen,  welche  reelle  x  und 
rein  imaginäre  6  tragen.  Dem  gegenüber  sind  dann  die  Punkte  mit 
reellem  r  und  reellem  6  durch  die  Symmetrielinien  der  von  ai'  -=»  —  cä 
herrührenden  Transformation  der  Fläche  F^^  in  sich  geliefert. 

§  3.    Die  Modulformen  Z,  H  der  fgg.    Darstellung  von  A,  ^2  ^uid  J 

in  den  Moduln  der  f^g* 

Die  in  Formel  (lOj  des  vorigen  Paragraphen  angegebene  Zer- 
legung des  Ausdrucks  sechsten  Grades  von  t  ist  auch  in  functionen- 
theoretischer  Hinsicht  von  Wichtigkeit.  Wir  lernen  nämlich  auf  diesem 
Wege  die  Modulform  ( — 4)*®'  Dimension  AE  in  das  Product  der  beiden 

ganzen  Modulformen  ( —  2)*^  Dimension  Z  und  H : 

. . .  • 

*)  oder  aber,  wenn  man  sich  so  auBdrücken  will,  zwei  mit  einander  inverse 
Classen;  vgl.  oben  p.  1C4. 
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...  {  Z (oj,  cDg)  =  1/AB«  -  5A^B*  +  6A«B  +  A*, 

l  H((Di,02)  =  l/AB»  — 9A^B^+  10A»B~  3A* 

spalten,  deren  einzelne  dem  Polygon  JF^g  freilich  nur  erst  adjungiert 
ist.  Die  Nullpunkte  dieser  neuen  Formen  haben  im  Polygon  F^^  ^^^^ 
sehr  charakteristische  Lage:  Erstlich  verschwindet  jede  von  ihnen  in 
den  beiden  Polygonspitzen  je  im  Grade  1^,  in  den  beiden  Ausnahme- 
punkten  b  aber  je  im  Grade  ^*  alsdann  bleiben  sowohl  filr  Z  wie  H 
noch  drei  Nullpunkte  über,  und  dies  sind  für  Z  die  repräsentierenden 
Punkte  der  drei  Formclassen  D  =  —  31,  für  H  diejenigen  der  drei 
Formclassen  der  Determinante  D  =  —  124. 

Als  die  Anfangsglieder  der  Potenzreihen  für  Z  und  H  berechnen 
wir  leicht: 


(2) 


Z  =  (?^yri(l+  *  +  r^  +3r3  —  3r*  +  6r^ +  ...), 
H  =  [^)\i{l  —  2r  —  3r'—  r«  +   r*  _6r^ +  ...). 


Andrerseits  aber  handelt  es  sich  darum,  festzustellen,  wie  sich  Z  und 
H  bei  Ausübung  der  *  homogenen  Operation  W  verhalten.  Jedenfalls 
muss  dabei  eine  der  beiden  Modulformen  Z,  H  das  Zeichen  wechseln, 
die  andere  unverändert  bleiben,  da  ihr  Product  Zeichenwechsel  erleidet, 
ihre  Quadrate  aber  sich  nicht  ändern.  Dass  aber  H  die  Form  ist, 
welche  gegenüber  W  Zeichenwechsel  erfährt,  folgt  einfach  aus  dem 
Umstände,  dass  H  auf  der  imaginären  o-Axe  einen  einfachen  Null- 
punkt besitzt,  und  dass  demzufolge  die  auf  der  rechten  Seite  von  (2) 
für  H  angegebene  Potenzreihe  (1 — 2r  — ...)  bei  Durchlaufung  der 
imaginären  o-Axe  einen  Zeichenwechsel  erfahrt;  merken  wir  uns  dem 
gemäss  die  Formeln: 

Die  beiden  Grössen  H,  Z  werden  nun  besonders  wichtig,  wenn 
wir  die  Modulform  erster  Stufe  A  durch  die  Moduln  der  fgg  ausdrücken 

wollen.  Man  knüpfe  hierbei  an  die  sechste  Wurzel  j/A  der  Discrimi- 
nante,  welche  durch  die  homogene  Operation   W  in 

übergehen  möge.  Da  31  mod.  6  mit  1  congruent  ist,  so  ändert  sich 
]/A^  bei  Ausübung  einer  Substitution  der  V^^  um  die  gleiche  Einheits- 
wurzel, wie  y^]  man  zeigt  dies  in  der  That  durch  eine  elementare 
Zwischenrechnung,  welche  an  Formel  (14)  und  (17)  in  I  p.  627  an- 
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zuknüpfen  hat.  Daraufhin  erweisen  sich  die  beiden  zweigliedrigen  Ver- 
bindungen (|/A  +  y^')  als  dem  Polygon  JP(8i)  adjungierte  Modniformen 
der  Dimension  — 2,  und  wir  wollen  nunmehr  die  Modulfunctionen: 


(4) 


H 


auf  dem  Polygon  in  Discussion  ziehen. 

Auf  -F(3i)  betrachtet,  ist  jeder  der  beiden  Zähler  (4)  von  der  Wertig- 
keit -1  und  verschwindet  in  der  einen  jetzt  noch  allein  in  Betracht 
kommenden  Spitze  bei  cd  =  i  oo  im  Grade  \ ,  so  dass  noch  Nullpunkte 
in  der  Gesamtordnung  f  übrig  bleiben.  Notwendigerweise  treten  also 
noch  Nullpunkte  der  Ordnung  ^  auf,  und  diese  können  offenbar  nur 
in  jenen  Ecken  des  Polygons  2^(8i)  gelegen  sein,  welche  die  Form- 
classen  der  Determinanten  D  =  —  31  und  D  =  —  124  repräsentieren. 
Nun  aber  bemerke  man,  dass  im  Ausdruck  der  Functionen  (4)  durch 
r  unmöglich  jene  irrationalen  numerischeu  Grössen  explicite  als  Coef- 
ficienten  auftreten  können,  welche  wir  im  vorigen  Paragraphen  als 
singulare  Moduln  t  den  Determinanten  D  =  —  31  und  — 124  zuge- 
wiesen haben;  denn  die  Entwicklungscoefficienten  in  den  Potenzreihen 
nach  r  sind  für  aMe  hier  in  Betracht  kommenden  Modulformen  rationale 
Zahlen,  und  aus  diesen  letzteren  bestimmen  sich  die  Constanten  in 
den  Ausdrücken  von  (4)  durch  r  auf  rationalem  Wege.  Da  nun  der 
erste  Zähler  (4)  bei   W  unverändert  bleibt,  während  der  zweite  das 

Zeichen  wechselt,  so  ist  evident,  dass  |/A  -|-  |/A'  in  den  drei  zu 
D  =  —  31  gehörenden  Ecken  von  JP(8i)  je  im  Grade  ^  verschwindet, 

|/Ä  —  }/A'  aber  in  den  drei  zu  2)  =  —  124  gehörenden  Ecken.  Für 
jede  der  Functionen  (4)  bleibt  jetzt  nur  noch  ein  im  Innern  von  i^(si) 
gelegener  Nullpunkt,  und  diesem  müssen  beide  Male  Unstetigkeits- 
punkte  in  der  Gesamtordnung  1  gegenübertreten.  Ein  solcher  von  der 
Ordnung  ^  liegt  aber  bei  a  =  i  cx),  und  der  rückständige,  als  von  der 
Ordnung  -J,  kann  jetzt  nur  noch  in  dem  einen  Ausnahmepunkte  6 
liegen,  welcher  für  2^(8i)  noch  in  Betracht  kommt. 

Nehmen  wir  auf  die  Werteverteilung  von  r  Bezug,  so  kleidet  sich 
die  nun  beendete  Überlegung  ein  in  den  Ansatz: 

Vä+  \/Ä'  ^1  +a^_  i^ -_l^^  ^       1  +bt 

Z  )/  T  (1  +  er)« '  H  }/t(l  +  cty' 

wobei  insbesondere  r  =  —  er"^  der  Wert  dieser  Modulfunction  im 
Ausnahmepunkte  b  sein  würde.  Tragen  wir  hier  statt  t  die  Formen 
A,  B  ein  und  ziehen  ein  paar  Anfangsterme  der  Reihenentwicklungen 
heran,  so  ergeben  sich  die  numerischen  Werte  von  c,  b,  c.   Wir  com- 
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binieren  die  entspringenden  Formeln  sogleich  und  finden  als  Ausdrücke 
ßr  die  sechsten  Wurzeln  aus  der  ursprünglichen  und  transformierten 
Discriminante : 

(5)  KÄ,   VK'  =  Z(B-JA)±H(B.-5A)^ 

2V'A(3A  — B)* 

wobei  sich  das  obere  Zeichen  auf  ^Ä,  das  untere  auf  |/A'  bezieht. 

Das  gefundene  Resultat  (5)   ist  jetzt  hinterher  noch    in   anderer 
Weise  einer  Bestätigung  fähig.   Indem  wir  nämlich  die  beiden  Formeln 

(5)  mit  einander  multiplicieren,  zieht  sich  das  Product  der  Zähler  auf 
ein  einzelnes  Glied,  nämlich  eine  Potenz  von  A  zusammen.  Wir  er- 
halten nämlich: 

(6)  'V^  =  ^ß^, 

ysA  — B 

und  diese  Formel  ist  es,  welche  wir  auch  leicht  auf  directem  Wege 
hätten  ableiten  können. 

Wir  setzen  nun  auch  die  Modulform  g^  mit  den  bisher  betrach- 
teten A,  B  etc.  in  Verbindung.  Die  Summe  {g^  +  ^2)  besitzt  auf  i^(3i); 
wie  man  aus  ihrer  Wertigkeit  schliesst,  fünf  einfache  Nullpunkte  und 
verschwindet  überdies  im  Ausnahmepunkte  b  im  Grade  ^.  Aber  an 
dieser  Stelle  verschwindet  jede  ganze  Function  fünften  Grades  von  A 
und  B  in  der  Ordnung  ^  und  andererseits  (3A  —  B)  in  der  Ordnung 
4;  demgemäss  wird  (g./  +  5^2)  (3A  —  B)  mit  einer  ganzen  homogenen 
Function  fünften  Grades  von  A  und  B  identisch  sein.  Durch  eine  ähn- 
liche Überlegung  ergiebt  sich  {g^  — g^)  (3A  —  B)  als  Product  von  E 
in  eine  ganze  homogene  Verbindung  zweiten  Grades  von  A  und  B. 
Aus  den  Reihenentwicklungen  berechnen  wir  die  Constanten  in  diesen 
Ausdrücken  5**^  und  2**^  Grades  von  A,  B  und  finden  solcherweise  als 
die  gewünschten  Darstellungen  von  g.^  +9%  ^^  nachfolgenden: 

6(^;  +  ^,)(B-3A)  = 
13  •  STB'*^  -  5171B^A  +  2^  •  5  •  IPB^A^—  2*  •  23  •  83B«A^ 
-f  2*  •  3*  •  131B  A*  —  2^ .  5  •  23A^ 
(^2'  -  92)  (B  -  3A)  =  2* .  5  .  E  (2«B«  -  17 AB  +  2^A0, 

aus  denen  sich  nun  wieder  ohne  weiteres  die  Formeln  für  g^  und  g^'p 
einzeln  genommen,  ergeben. 

Die  bisher  gewonnenen  Resultate  genügen  bereits,  um  J  im  Modul- 
system der  Tag  darzustellen.  Wir  finden  in  der  That  nach  eleme^itarcr 
Zwischenrechnung  als  Ausdruck  von  J  in  den  leiden  für  die  fgj  zu  Grunde 
gelegten  Functionen  6  und  % : 


(7) 
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j6Vr{(13r'-280T*+328r»-125T2-fl9r-l)-<y(35r«-12r+l)}» 
(8)  ={(3680r5  — 18864T*  +  30588T»-19360i:2  +  5171r-481) 

1  —  120.tf.(l6r«— 17t  +  4)}^(1  — 3r). 

Der  Ausdruck  fär  die  transformierte   Grösse  J(plcai)  entspringt    aus 

(8)  einfach  dadurch,  dass  wir  bei  unverändertem  r  das  Zeichen  von  ö 
wechseln;  beide  Gleichungen  im  Verein  mit  (7)  p.  450  bilden  uns 
dann  im  bekannten  Sinne  ein  Äquivalent  fCLr  die  zu  n  «=  31  gehörende 
Modulargleichung  erster  Stufe. 

Bei  einer  vollständigen  Behandlung  der  Transformation  31*"  Ord- 
nung würde  sich  nunmehr  die  Discussion  der  einfachsten  formentheore- 
tischen  Besolventen  32***"*  Grades  anschliessen.  Hier  gewinnen  wir  oflfen- 
bar  die  denkbar  einfachste  Gleichung,  wenn  wir  das  Quadrat  der  Modul- 
form A  zur  Unbekannten  x  setzen.  Da  nämlich  A  und  also  auch  die 
mit  A  gleichberechtigten  Moduln  in  den  Polygonspitzen  durchgehends 
verschwinden,  so  werden  die  Coefficienten  der  zugehörigen  Resolvente 
solche  ganze  Modulformen  erster  Stufe  sein,  die  alle  den  Factor  A  auf- 
weisen.   Die  fragliche  Resolvente  hat  demnach  die  Gestalt: 

(9)  (x?^  +  a-Lx^^  -f  bg^Ax^^  +  c-g^Ax^^  +  d-g^^Ax^'  +  ...  =  0. 

Die  vollständige  Berechnung  dieser  Gleichung  bietet  natürlich  keine 
principielle  Schwierigkeit;  doch  müssen  wir  davon  absehen,  da  die 
zu  diesem  Ende  durchzuführenden  numerischen  Rechnungen  zu  um- 
fänglich sind. 

Immerhin  ist  es  wichtig,  auf  die  Gleichung  (9)  hingewiesen  zu 
haben,  weil  wir  hier  nicht  mit  jener  formentheoretischen  Transforma- 
tionsgleichung zu  thun  haben,  deren  allgemeine  Theorie  wir  oben 
(p.  72  u.  f.)  entwarfen.  Diese  letztere  Gleichung  hat  vielmehr  hier 
bei  n  =  31  das  Quadrat  der  Modulform: 

(10)  'VTK^  =  A2(B-^_  A  H  (B  -  5_A) 

zur  Wurzel,  und  dieses  Quadrat  gehört  bereits  zur  Dimension  — 6, 
ist  also  weniger  einfach,  als  die  Wurzel  von  (9).  Die  gleichen  Ver- 
hältnisse treffen  wir  übrigens  bei  allen  Primzahlordnungen  n  an,  die 
nicht  mit  11  (mod.  12)  congruent  sind.  In  all'  diesen  Fällen  weist 
eben  das  Polygon  l^n-fi  Ausnahmepunkte  a  bez.  b  auf,  und  die  zu- 
gehörigen Modulformen  (—  If^  und  (—  2)*®'  Dimension,  welche  sich 
doch  allererst  zur  Bildung  formen  theoretischer  Resolventen  empfehlen, 
müssen  in  diesen  Ausnahmepunkten  feste  Nullpunkte  aufweisen.  Von 
den  Wurzeln  der  Multiplicatorgleichungen  des  vorigen  Abschnitts  gilt 
dies  aber  nicht,  dieselben  sind  vielmehr  innerhalb  der  (D-Halbebene 
allenthalben  von  Null  verschieden.    Hierin  haben  wir  denn   auch  den 
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Grund  zu  sehen,  warum  wir  1.  c.  bei  den  Multiplicatorgleichungen 
erster  Stufe  eine  vierfache  Fallunterscheidung  für  die  Primzahlordnung 
n  nach  dem  Zahlmodul  12  zu  trefiPen  hatten. 

§  4.     Die  zu  n  =:  35  gehörende  Fläche  F^  tind  ihr  einfachstes 

Modnlsystem. 

Um  wenigstens  an  einem  Beispiele  den  Charakter  zusammenge- 
setzter n  zu  erläutern,  besprechen  wir  jetzt  weiter  die  Ordnung  n  =  35. 
Da  ^  (35)  =  48  ist,  so  wird  das  Transformationspolygon  48  Doppel- 
dreiecke umfassen,  deren  Anordnung  nach  den  allgemeinen  Sätzen  von 
p.  50  S.  in  Erfahrung  zu  bringen  ist.  Wir  haben  insbesondere  als 
Verzweigung  der  über  der  «7- Ebene  gelagerten  Riemann'schen  Fläche 
F^:  Bei  J=  0  hängen  die  48  Slätter  zu  je  drei  in  16  Verzweigungs- 
punkten  zusammen;  hei  J  =1  hängen  sie  zu  je  zwei  in  24  Verzweigu/ngs- 
ptmJcten  zusammen;  endlich  haben  wir  vier  Punkte  der  Fläche  mit  J«=  oo, 
die  unr  als  c^,  c^^  c^  und  c^  "bezeichnen  mögen:  im  Verzweigungspunkt  c^ 
hängen  35  Blätter  der  Fläche  cyclisch  zusammen,  bei  c^  deren  sieben,  bei 
Cg  fünf,  während  endlich  ein  letztes  Blatt,  welches  c^  trägt,  bei  J  =  oo 
isoliert  verläuft.  Man  bestimmt  hieraus  leicht  p  =  B  als  das  Geschlecht 
der  Fläche  F^. 

Es  ist  nun  f^  als  Untergruppe  vom  Index  6  in  der  zu  n  «=  7 
gehörenden  Gruppe  Tg  enthalten,  deren  Fundamen talpolygon  in  I  p.  742 
dargestellt  ist.  Auch  die  aus  diesem  Polygon  durch  Deformation  ent- 
springende einfach  bedeckte  Ebene  mit  ihren  sechzehn  Bereichen  ist 
1.  c.  in  Fig.  105  graphisch  dargestellt,  und  es  muss  nun  möglich  sein, 
durch  sechsfache  Überlagerung  dieser  Ebene  F^  unter  charakteristi- 
scher Verzweigung  unsere  Riemann'sche  Fläche  F^  herzustellen.  Wie 
diese  Verzweigung  beschaffen  ist,  wird  man  leicht  feststellen.  In  der 
That  werden  Verzweigungspunkte  nur  eintreten  erstlich  in  den  beiden 
Punkten  c  der  Ebene  F^,  wo  der  seinerzeit  zu  Grunde  gelegte  Haupt- 
modul r  die  Werte  0  und  cx)  annimmt,  zweitens  aber  in  den  beiden 

Ausnahmepunkten  b  von  F^,  woselbst  t  die  beiden  Werte  = — ~ 

"annimmt  (cf.  (12)  p.  61).  Sowohl  bei  t  =  0  une  &ei  t  =  cx)  verläuft 
je  ein  Blatt  der  sechsblättrigen  Fläche  isoliert,  während  jeweils  die  fünf 

Übrigen  cyclisch  zusammenhängen;  an  den  beiden  Stellen  t  = =^ 

hängen  endlich  die  Blätter  zu  dreien  in  zweimal  zwei  Verzweigungspunkten 
zusammen.    Die  Angabe  p  =  3  findet  man  von  hier  aus  bestätigt. 

Endlich  ist  V^  als  Untergruppe  des  Index  8  in  der  zu  n  =  5  ge- 
hörenden  Gruppe   fg    enthalten,    deren    Polygon    man   in    den   beiden 
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charakteristischen  Gestalten  in  I  p.  63ö  vorfindet.  Darch  achtfache 
Überdeckung  der  Ebene  F^  wird  man  demnach  F^  herstellen  können, 
und  dabei  finden  sich  Verzweigungen  wieder  nur  in  den  beiden  Punkten 
c,  sowie  in  den  beiden  Ausnahmepunkten  a,  welche  das  Polygon  F^ 
aufweist;  in  jenen  Punkten  nimmt  der  zugehorende  Hauptmodul  t  die 
Werte  0,  cx>  an,  in  diesen  aber  zufolge  (11)  p.  61  die  Werte  — 11  +  2i. 
Man  findet  nun  durch  gjne  leichte  Betrachtung:  Bei  r  =  0  und  r=  cx) 
verläuft  je  ein  Blatt  der  achtblättrigen  Fläche  isoliert,  tmhrend  die 
si^en  andern  jeweils  cyclisch  msammenhängen;  an  den  beiden  Stellen 
r  =  —  11  +  2i  ordnen  sich  die  Blätter  zu  Paaren  in  zweimal  vier 
Verzweigungspunkte  zusammen.  Diese  Angaben  bestätigen  das  Geschlecht 
|)  =  3  der  F^  aufs  neue. 

Man  wolle  nunmehr  der  Gruppe  V^  die  zu  n  =  35  gehörende 
Operation  W  zusetzen  und  benenne  die  solchergestalt  erweiterte  Gruppe 
'  nach  Analogie  der  früheren  Bezeichnungs weise  durch  r(85).  Die  yier 
Punkte  c  des  Polygon  F^^  werden  durch  W  zu  Paaren  permutiert^ 
und  zwar  vertauschen  sich  c^  und  c^  einerseits  und  Cg  und  Cg  andrer- 
seits. Das  durch  Hälftung  von  F^^  entspringende  Polygon  F^zs)  wird 
demgemäss  noch  zwei  Spitzen  c  aufweisen,  ein  Umstand,  auf  welchen 
wir  sogleich  zurückkommen.  Die  Fixpunkte  von  W  auf  F^^ ,  d.  h.  die 
im  Innern  der  o- Halbebene  gelegenen  Ecken  des  Polygons  J^(35),  ent- 
sprechen natürlich  wieder  den  Formclasseü  der  Determinanten  7)=  —  35 
und  2)  =  —  140.  In  diesem  Betracht  haben  wir  uns  folgende  redu- 
cierte  Formen  anzumerken: 

i5  =  -35,       (1,1,9),       (3, +1,  3), 

D  =  -14f),    (1,0,35),     (3,  ±2,  12),    (4,  +2,  9). 

Hierbei  haben  wir  die  beiden  Formen  (3,  +1,  3)  besonders  zu  zählen, 
obwohl  sie  einander  äquivalent  sind  und  im  Sinne  von  I  p.  250  nur 
die  erste  reduciert  sein  würde.  Indessen  müssen  wir  die  bez.  Unter- 
suchungen von  p.  189  dahingehend  ergänzen,  dass  bei  jenen  Abzahlungen 
die  ambigen  Classen  in  der  Regel  doppelt  zu  zählen  sind*);  im  vor- 
liegenden Falle  ist  in  der  That  jede  der  beiden  Formen  (3,  +  1 ,  3) 
als  reduciert  zu  zählen.  Indem  hiernach  W  im  Polygon  F^g  acht  Fix- 
punkte aufweist,  wird  F^  als  zweiblättrig  überdeckte  Fläche  F^^s)  mit 


*)  Man  wolle  bei  der  fraglichen  Abzahlung  eine  ambige  Classe  stets  nnd 
nnr  dann  einfach  zählen,  wenn  ihr  in  das  Transformationspolygon  übertragener 
repräsentierender  Punkt  auf  einer  Symmetrielinie  der  Operation  A  gelegen  ist. 
In  allen  übrigen  Fällen  liefert  die  auf  F^  übertragene  Smith'sche  Curve  zwei  zu 
jener  ambigen  Classe  gehörende  Schnittpunkte  mit  ürcieck-^seiten  der  Einteilung 
von  F^;  vgl.  hier  überall  die  ausführlichen  Darlegungen  p.  187  ff. 
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acht  Verzweigungspunkten  vorgestellt  werden  können.  Umgekehrt  folgt 
hieraus  sofort,  dass  das  Folygon  2^(86)  ^w  Geschlechte  p  =  0  gehört^ 
tmd  dass  demgemäss  die  Fläche  F^is)  ^ine  hypereüiptische  ist  Hiermit 
ist  für  die  functionentheoretische  Behandlung  des  Falles  n  =  35  der 
Weg  gewiesen. 

Die  besonders  leichte  Zugänglichkeit  zusammengesetzter  Ordnungen 
n  bewährt  sich  im  vorliegenden  Falle  n  =  35  dadurch,  dass  wir  hier 
gar  nicht  auf  die  allgemeinen  Ansätze  von  Eap.  3  zurückzugreifen 
brauchen,  vielmehr  mit  den  transformierten  Werten  der  Discriminante 
bereits  zum  Ziele  kommen.   Man  bilde  sich  nämlich  den  Ausdruck: 


(1) 


derselbe  gehört  nicht  nur  zur  r^y  sondern  geht  auch  bei  der  Operation: 

(2)        (W)  "i=pil'       «'s»    \. 

in  sich  selbst  über,  stellt  also  eine  zur  r(35)  gehörende  Modulfunction 
dar.  Aber  diese  letztere  kann  höchstens  in  den  beiden  Polygonspitzen 
c  verschwinden  oder  unendlich  werden,  und  thatsächlich  wird  (1)  bei 
Ol  =  i  oo  zufolge  leichter  Rechnung  mit  r""  ^*  proportional.  Demzufolge 
stellt  die  24**®  Wurzel  des  Ausdrucks  (1)  einen,  Hauptmodul  der  Gnippe 
r(85)  dar,  welcher  bei  cd  =  icx)  seinen  UnstetigJceitspunkt,  in  der  anderen 
Polygonspitze  aber  seinen  Nullpunkt  aufweist*). 

Um    mit   leicht   zugänglichen   Modulformen   zu   thun    zu    haben, 
schreiben  wir  etwa: 

l  B  (a>i ,  02)  =  'i/A  (35  dl ,  (O2)  ' ' j/A  (a>i ,  a>s) 
und  fixieren  den  Hauptmodul  r(a))  der  Gruppe  r(86)  in  der  Gestalt: 

(4)  <«)  =  r 

Als  Allfangsglieder  der  Reihenentwicklungen  fQr  A  und  B  berechnet 
man  von  (6)  p.  375  aus  ohne  Mfihe: 

A  =  *' r*  (1  —  r»  —  r^  —  r»«  +  r"  +  •  •  •), 


(5) 


00 


B  =  —  r\(l  -  r  -  r*  +  r^  +  r'  —  r»«  +  ...). 


*)  Ausdrücke  der  Art  (1)  sind  es,  von  denen  Hr.  Kiepert  in  seinen  wieder- 
holt genannten  Arbeiten  einen  ausgedehnten  Gebrauch  macht;  über  den  vor- 
liegenden Fall  n  =»  So  vgl.Tinan  insbesondere  Math.  Ann.  Bd.  87  p.  395. 
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Jede  dieser  Modulformen  ist  auf  2^(36)  von  der  Wertigkeit  zwei ;  A  weist 
in  der  Spitze  bei  a  =  icx)  einen  Nullpunkt  der  Ordnung  ^  auf,  in 
der  anderen  Spitze  aber  einen  solchen  der  Ordnung  ^]  B  verhält  sich 
gerade  umgekehrt.  Wie  man  leicht  bestätigt,  bleiben  beide  Formen 
gegenüber  der  homogenen  Operation  W  unverändert. 

Die  Ergänzung  der  A,  B  zu  einem  vollen  Modulsystem  der  f^g 
geschehe  nun  in  gewohnter  Weise  durch  Verwertung  der  überall  end- 
lichen Integrale  der  f^g.  Es  sei  /*(A,  B)  diejenige  homogene  Ver- 
bindung achten  Grades  von  A  und  B,  welche  auf  F^  in  den  acht  Fix- 
punfcten  von   W  je  doppelt  zu  Null  wird.    Dann  schreibe  man: 


(6)  E(a)i,o,)  =  V/-(A,B) 

und  beweise^  dass  die  beiden  Integrale: 

bis  auf  einen  Factor  mit  einander  übereinstimmen  müssen;  im  zweiten 
Integrale  sind  die  Benennungen  Aq  etc.  im  früheren  Sinne  (p.  450) 
gebraucht.    Es  ergiebt  sich  für  E  die  Darstellung: 


(fJ'E  =  c. 


A^dBo  —  Bo(iAo 
da) 


> 


und  wir  berechnen   insbesondere  als  Anfangsglieder   für  die   Potenz- 
entwicklung der  so  gewonnenen  Modulform: 

(7)  E  =  (^^)V«(1— 2r-3r2+10r^— 3r^-f  12r^— 5r«— 4r^-f  8ri<^+...). 

Die  Modulform  E  wechselt  gegenüber  der  Operation  W  das  Vorzeichen 
und  besitzt,  auf  dem  Polygon  -F(86)  gemessen,  die  Wertigkeit  8;  es 
finden  sich  in  der  That  acht  Nullpunkte,  je  von  der  Ordnung  ^, 
auf  J?|85)  in  den  acht  *im  Innern  der  cd -Halbebene  gelegenen  Ecken 
dieses  Polygons,  ausserdem  aber  in  den  beiden  Spitzen  von  F^^s)  je 
ein  Nullpunkt  der  Ordnung  2. 

Die  ausführliche  Berechnung  des  Ausdrucks  /"(A,  B)  geschieht  jetzt 
in  der  gewöhnlichen  Art  durch  Einsetzen  der  Reihenentwicklungen  (5) 
und  (7).  Man  findet  solchergestalt  als  hyperelliptische  Relation  des  Ge- 
schlechtes jp  =  3  zwischen  A,  B  und  E : 

(8)  E^  =  A»  —  4A^B  —  6A«B2  —  4A^B3  —  9A*B*  +  4A^B5  —  6A*B« 

-f  4AB'-f  B». 

Für  die  nicht -homogene  Schreibweise  benutzen  wir  wie  früher  die 
Bezeichnungen: 

(9)  f*  =  *(«>),      i  =  <"). 
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Das  in  6  und  r  gegebene  voUe  System  von  Modulfunctionen  der  f^g  ist 
alsdann  der  folgenden  algebraischen  Belation- unterworfen : 

(10)     <y2  =  T«  —  4r^  -  6t«  —  4r^  -  9r*  +  Ar^  —  6t«  +  4r  +  1 . 

§  5.  Darstellung  der  Hauptmoduln  der  zn  n  =  7  und  n  >==  5  ge- 
hörenden Gruppen   fg    und  f^    durch    die  Moduln    der   zu   n  =  35 

gehörigen  r^. 

Das  Transformationspolygon  F^  hatten  wir  zu  Beginn  des  vorigeu 
Paragraphen  in  zwei  Riemann'sche  Flächen  verwandelt^  von  denen  die 
eine  sechshlättrig^  die  andere  achtbUUtrig  über  einer  Ebene  gelagert  war; 
beide  Male  wurden  auch  die  Verzweig^ungspunkte  nach  Art  und  Lage 
angegeben.  Wir  werden  jetzt  hinterher  die  algebraischen  Functionen 
kennen  lernen  wollen^  welche  gerade  diese  beiden  charakteristischen 
Abbildungen  des  Polygons  F^  leisten,  und  haben  zu  diesem  Ende  die 
rationalen  Ausdrücke  der  fraglichen  Functionen  in  6  und  r  abzuleiten. 

Als  Functionen  von  <o  betrachtet  sind  natürlich  diese  beiden 
Grössen  die  Hauptmoduln  jener  beiden  Untergruppen  fg  und  f^,  welche 
der  Transformation  der  Ordnung  n  =  7  bez.  »  =  6  zu  Grande  liegen. 
Um  Verwechslungen  mit  dem  im  vorigen  Paragraphen  unter  (4)  ein- 
geführten Modul  t((»)  zu  meiden,  nennen  wir  die  Hauptmoduln  der 
fg  bez.  fg  etwa  x{(o)  und  ^{(o)  und  lesen  vorab  von  p.  61  als  Be- 
ziehungen von  X  und  ss  zu  J  die  folgenden  ab: 

J:J-'l:l=(x^+l3x  +  49)(x^  +  öx+lY 

(1)  :(a^+  Ua^  +  63^2  +  70a:  -  7)« :  1728  x , 
J:J—l:l  =  iz^+lO0  +  by:(0^+22e+125){0^+4z  — 1^:11280. 

Wenn  man  will,  kann  man  die  hiermit  eingeführten  x,.0  als  volles 
Modulsystem  der  r4g  annehmen,  wobei  alsdann  zwischen  beiden  Grössen 
die  Belation  des  Geschlechtes  jp  =  3  besteht: 

(2)  0  (x^  +  13a;  +  49)  {x^  +  bx  +  ly  -  x  (ä*  +  lOj?  +  5)»  =  0. 

Im  Anschluss  hieran  können  wir  es  geradezu  als  die  von  uns  zu 
lösende  Aufgabe  angeben,  dass  wir  die  rationale  Transformation : 

(3)  a:  =  i?,(<r,r),   ,0  =  R^{6,r) 

aufstellen  sollen,  durch  welche  die  Relation  (2)  in  die  hyperelliptische 
Normalform  (10)  des  vorigen  Paragraphen  übergeht. 

Das  eben  bezeichnete  Problem  lösen  wir  nun  wieder  durch  formen- 
theoretische Betrachtungen,  bei  denen  wir  die  Darstellungen  (5)  p.  64 
von  X  imd  0  verwerten. 
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Gehen  x  und  e  durch  Ausübung  der  Operation   W  in  x'  und  js' 
über,  so  haben  wir  erstlich  für  x: 

(4)  ^  =  7  1/  -W— ^A       ^'  =  71  /     ^—  -^^  • 

Das   Product   dieser   beiden    Ausdrücke   führt   nach   den   Formeln    des 
vorigen  Paragraphen  direct  auf: 

(5)  XX  =49t^{(o). 

Andrerseits  berechne  man  für  die  Di£Ferenz  der  x,  x   den  Ausdruck: 

/^v  (x  —  x)  B*        x'  —  X 

(6)  --^ = 

6  E  (Ol ,  iD,) 

und  unterziehe  nun  den  iiier  rechter  Hand  stehenden  Quotienten  auf 
dem  Polygon  2^(35)  einer  formentheoretischen  Discussion.  Dieser  Quo- 
tient gehört  nicht  nur  zur  r4g,  sondern  bleibt  auch  gegenüber  W  un- 
verändert und  stellt  demgemäss  eine  rationale  Function  von  t{p)  dar. 
Der  Zähler  des  fraglichen  Quotienten  (wie  auch  der  Nenner)  hat  auf 
jF(85)  die  Wertigkeit  8,  und  zwar  liegen  zwei  Nullpunkte  der  Ord- 
nung 1  in  den  beiden  Spitzen,  acht  weitere  Nullpunkte  jeweils  von 
der  Ordnung  \  in  den  acht  im  Innern  der  Halbebene  gelegenen  Ecken 
von  -F(a6).  unter  Rücksicht  auf  das  Verhalten  von  E  schliesst  man 
von  hier  aus  auf  den  Ansatz: 

x'  —  X       ax^ •\-hx •\-  c 

mid  findet  bei  Gelegenheit  der  üblichen  Bestimmung  von  a,  b,  c  eine 
Bestätigung  der  vollzogenen  Schlussweise;  es  ergiebt  sich 

(7)  ^' ^  ^  ^ -JI'^I^JZJ) . 

Wenn  wir  jetzt  (5)  und  (7)  zur  Berechnung  von  x  und  x  vereinen, 
so  muss  sich  die  dabei  auftretende  Quadratwurzel  durch  6  und  r 
rational  darstellen  lassen.  Dem  ist  in  der  That  so,  und  wir  erhalten 
nach  elementarer  Zwischenrechnung  als  ratianale  Ausdrücke  von  x  und 
X   in  6  und  t: 

(8)  X,X   =  2x 

Die  Behandlung  des  Hauptmoduls  0  geschieht  nach  einer  durchaus 
analogen  Methode.     Man  knüpfe  hier  an  die  Darstellungen  an: 
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(9)     .  =  51/5  1/   -^,--4^,    /  =  5K5 


aus  denen  sicli  einerseits  unmittelbar  die  Formel: 
(10  zz  =  125r« 

ergiebt,  sowie  andrerseits  vermöge  einer  kurzen  formentheoretischen 
Discussion  der  Ansatz: 

z  —z  _  A^+aA*B+_6A8B*j-cA*B«  +  (iABHi«B* 

Die  in  der  letzten  Gleichung  rechter  Hand  enthaltenen  numerischen 
Coefficienten  werden  in  der  bekannten  Weise  ausgewertet  und  führen 
für  z  und  z  auf  die  Darstellungen: 

\^^)     ^7^  — ~2x 

Durch  (8)  und  (11)  ist  nun  in  der  That  die  rationale  Transfor- 
mation angegeben,  durch  welche  die  hyperelliptische  Relation  (2)  in  die 
Normalgestalt  f{6,  r)  =  0  übergeführt  wird.  Auf  der  andern  Seite  kann 
man  jetzt  auf  zweierlei  Weise  den  rationalen  Ausdruck  von  J  {iind  J') 
durch  das  Modulsystem  6,  t  bilden;  man  wird  zu  diesem  Ende  entweder 
den  Ausdruck  (8)  von  x  in  die  erste  Gleichung  (1)  einsetzen,  oder  aber 
den  Ausdruck  (11)  von  z  in  die  zweite  Gleichung  (1).  Beide  so  ent- 
springenden Darstellungen  von  J  sind  alsdann  vermöge  der  zwischen 
ö  und  t  bestehenden  Relation  in  einander  überführbar.  Doch  sehen 
wir  von  der  Durchführung  dieser  Rechnung  hier  ab. 

§  6.     Das  zu,  n  =  47  gehörende  Transformationspolygon  F^  und 
seine  Modulformen  ( — 1)**'  und  ( — 2)*"  Dimension. 

Über  n  =  35  hinaus  berücksichtigen  wir  nur  noch  die  Primzahl- 
ordnungen n  und  unter  ihnen  einzig  diejenigen  der  Form  n  =  47i-^3, 
weil  uns  für  diese  Fälle  die  analytischen  Ansätze  von  Kapitel  3  im 
reichhaltigeren  Maasse  Hülfsmittel  zur  Verfügung  stellen^  als  für 
n  =  4A+  1.  Der  nächste  zu  discutierende  Fall  würde  hiemach  n  =  43 
sein,  dessen  Riemann'sche  Fläche  F^^  zum  Geschlechte  p  =  S  gehört. 
Die  Classenanzahl  der  Formen  für  D  =  —  43  und  D  ««=  —  172  aber 
ist  vier,  und  eben  dieserhalb  wird  die  Riemann'sche  Fläche  jF(43),  welche 
durch  die  bekannte  Hälftung  des  Polygons  F^  entspringt,  zum  Ge- 
schlechte |)  =3  1  gehören  müssen.  Die  Fläche  p  =»  3  ist  also  nicht 
mehr  hyperelliptisch.    Es  liegt  in  diesen  Verhältnissen  eine  doppelte 
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Gomplication  begründet:  erstlieh  sind  selbstverständlich  die  Modul- 
funetionen  einer  Fläche  p  =  1  einer  directen  functionentheoretischen 
Betrachtung  schwieriger  zugänglich  als  diejenigen  einer  Fläche  p  =0; 
andrerseits  gewinnen  wir,  da  es  nur  eine  Formclasse  für  2)  =  —  43  giebt, 
vom  Ansatz  (2)  p.  355  auch  nur  eine  einzige  Modulform  ( —  1)**'  Di- 
mension Aq.  Nun  könnte  man  freilich  auch  noch  die  übrigen  Ansätze 
des  Eap.  3  für  n  =  43  specialisieren ,  sowie  namentlich  auch  die 
beiden  Formen: 


t/A(y43a,„^)±|/A((ö„a,,) 


heranholen.  Aber  man  kann  doch,  um  von  hier  aus  alle  drei  Functionen 
q)  der  Fläche  F^  des  Geschlechtes  jp  =  3  zu  gewinnen,  wie  es  scheint, 
umständlichen  formentheoretischen  Betrachtungen  nicht  aus  dem  Wege 
gehen.  Wir  wenden  uns  bei  dieser  Sachlage  sofort  zum  Falle  n  =  47, 
dessen  Behandlung  s^h  derjenigen  von  n  =-  31  ganz  analog  ge- 
stalten lässi 

Die  zu  n  «=  47  gehörende  Fläche  F^  weist  die  für  Primzahlen  n 
der  Gestalt  w  =  12A  —  1  überhaupt  charakteristische  Verzweigung 
auf:  Bei  J=  oo  verläuft  ein  Blatt  isoliert^  die  47  übrigen  Mngen  im 
Cyclus  ssusammenj  hei  J  =  0  Jüingen  die  48  Blätter  zu  dreien  in  16,  hei 
J  =  \  zu  zweien  in  24  Verzweigungspunkten  zusammen.  Die  Fläche  F^ 
weist  daraufhin  das  Geschlecht  |)  =  4  auf. 

Ferner  haben  wir  die  Ergebnisse:  Die  reducierten  Formen  der 
Determinanten  D  =  —  47  und  2)  =  —  188  sind: 

2)  =  -47,         (1,1,12),     (2,  ±1,6),       (3, +  1,4), 

li>=-4.47,    (1,0,47),    (3, +2,  16),     (7,  ±6,  8). 

Die  Transformation  W  der  Fläche  F^  in  sich  besitzt  auf  derselben 
hiernach  zehn  Fixpunkte*),  und  also  ist  wiederum  eine  unmittelbare 
Folge:  Die  Gruppe  ^(^^),  welche  aus  f^g  durch  Zusatz  von  W  entspringt, 
gehört  zum  Geschlechte  i>  =  0,  so  dass  F^g  eine  hyperelliptiscJie  Fläche  ist 
Wir  werden  dieses  Resultat  sogleich  auf  functionentheoretischem  Wege 
bestätigt  sehen. 

Da  sich  unter  den  fünf  Formclassen  der  Determinante  i)  =  —  47 
eine  ambige  findet,  so  liefert  der  allgemeine  Ansatz  (2)  p.  355  für 
gegenwärtigen  Fall  n  =  47  im  ganzen  drei  Modul  formen  ( —  1)*^  Di- 
mension, die  wir  der  Gewohnheit  halber  durch  B,  B',  B"  bezeichnen. 
Ihr  analytisches  Bildungsgesetz  spricht  sich  am  einfachsten  in  der 
nachfolgenden  Gestalt  aus: 

'^)  Wie  man  leicht  nachweist,  sind  die  ambigen  Classen  (1)  hier  je  einfach 
zu  zählen. 


(1) 
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(2) 


2„  '^    '•  +  «»• 

B  (©1,  Oj)  =  ■-      >  r      *      ,    x  =  y  (mod.  2), 


(0, 


_  2a  '^ 


m 


B'  (©,,  ojj)  =  —  ^  r      8      ,    a;  =  y  (mod.  4), 

B"(aJi,  «a)  =  —  ^  ^     "      >     ^  =  y  (mo<i-  6)- 

Indessen  eignet  es  sich  für  die  Rechnungen  noch  mehr^  statt  dieser 
drei  Formen  die  nachfolgenden  drei  Gombinationen  derselben  zu  ge- 
brauchen: • 

KP)  Bo-^*— 2 ;      Di  = 2~~~'      °2        2 ' 

die  Anfangsglieder  der  Potenzentwicklungen  der  so  eingeflihrten  Modul- 
formen  sind: 

Bo  =  —  ( 1  +  r  +r»+2r«+r7+  r»  +  r»  +r>^  +  3ri*+  •  •  •), 


(4) 


0), 


Bj  =?^(r— r»— r«—  r»  +r»+r'«-fr^*+ ...), 


flO, 


B,  =  ^(r2— r«— r*+r^  +r»-ri*+...)- 


CDj 


Eine  Modulform  der  Dimension  —  1  hat  auf  F^^  die  Wertigkeit  4. 
Da  die  drei  Formen  B  aber  offenbar  von  einander  linear -unabhängig 
sind  und  andrerseits^  wie  man  aus  (4)  leicht  ins  einzelne  nachweist, 
gemeinsame  Nullpunkte  auf  2^4g  nicht  aufweisen,  so  wird  die  Verbindung: 

(5)  xBo  +  AB,  +  fiBg 

auf  jP^g  zweifach  unendlich  viele  Systeme  von  je  vier  beweglichen 
Nullpunkten  festlegen.  Durch  Anwendung  der  in  I  p.  559  ff.  ent- 
wickelten allgemeinen  Principien  folgt  hieraus  unmittelbar:  SeM  man 
die  B  zu  homogenen  Coordinaten  der  Ebene,  'so  erscheint  in  dieser  letz- 
teren das  Polygon  F^  eindeutig  bezogen  auf  eine  Curve  vierter  Ordnung. 
Aber  eine  eigentliche  ebene  Curve  vierter  Ordnung  kann  höchstens  das 
Geschlecht  jp  <»  3  aufweisen,  nämlich  in  dem  Falle,  dass  sie  keine 
singulären  Punkte  besitzt.  Unsere  C^  der  B  hat  jedoch  das  Geschlecht 
p  ^=  4]  sie  muss  demnach  notwendig  eine  doppelt -überdeckte  C^  sein  und 
unrd,  um  als  solche  dem  Geschlechte  jp  «»  4  anzugehören,  zehn  Verzwei- 
gungspunkte  aufweisen  müssen.  Der  hyperelliptische  Charakter  der  Fläche 
F^  ist  solchergestalt  aufs  neue  zur  Evidenz  gebracht. 

Man  kann  übrigens  ganz  direct  den  Beweis  führen,  dass  zwischen 
den  drei  Moduln  B  eine  quadratische  Relation  identisch  besteht.  Unter 
den  sechs  quadratischen  Verbindungen  der  B  verschwinden  nämlich 
die  fQnf: 

Klein-Fricke,  Modalftinotionen.  IL  30 
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(6)  Bo^u     Bo^2>     ^i^>     ^1^2?     B2* 

in  den  Polygonspitzen;  diese  also  liefern,  mit  dem  Differential 
{(Oid(02  -—  (o^doi)  maltipliciert  und  integriert ,  fünf  überall  endliche 
Integrale  der  Fläche  F^.  Aber  die  letztere  ist  vom  Geschlechte  jpa=4, 
und  also  besteht  zwischen  den  Grossen  (6)  eine  lineare  Identität.  Um 
die  Gestalt  der  letzteren  zu  erfahren,  addieren  wir  die  fünf  Verbin- 
dungen (6),  mit  unbestimmten  Goefficieuten  versehen,  zu  einander  und 
entwickeln  den  solchergestalt  gewonnenen  Ausdruck  nach  ansteigenden 
Potenzen  von  r.  Jene  unbestimmten  Goefficienten  lassen  sich  alsdann 
nur  in  einer  Weise  so  wählen,  dass  die  Goefficienten  dieser  letzteren 
Potenzentwicklung  nach  r  insgesamt  mit  Null  identisch  werden.  Die 
hiermit  skizzierte  Rechnung  liefert  als  Gestalt  der  in  Bede  siehenden  quadron 
tischen  Belation  zwischen  den  drei  Modxiln  B: 

(7)  B,^-BoB,  =  0; 

wir  werden  dieselbe  geometrisch  als  einen  Kegelschnitt  deuten,  der 
auf  das  Polygon  F{4»)  der  Gruppe  r(48)  eindeutig  bezogen  ist  Die  Ge- 
stalt der  Relation  (7)  wird  nun  gleich  weiter  bei  der  Bildung  eines 
vollen  Modulsystems  der  Gruppe  V^^  massgeblich  werden. 

§  7.     Das  volle  Modulsystem  der  r4g  und  die  zugehörige  h^er- 

eUiptiBohe  Belation  zehnten  Grades. 

Da  die  Riemann'sche  Fläche  F^  hyperelliptisch  ist,  so  giebt  es 
auf  derselben  zweiwertige  Functionen,  und  wir  wählen  unter  ihnen  ins- 
besondere die  nachfolgende: 

(1)  r{.)  =  I;  =  I 

zum  Gebrauch  aus,  deren  Gestalt  in  den  B  sich  aus  der  eben  gewon- 
nenen Relation  (7)  zwischen  den  drei  B  ergiebt. 

Man  bilde  alsdaim  weiter  (analog  wie  bei  n  =  31)  etwa  aus  B^ 
und  B2  den  Ausdruck  zehnten  Grades  /"(B^,  B^),  welcher  neben  je 
zehn  einfachen  Nullpunkten  in  den  Polygonspitzen  von  jP4g  je  in  der 
Ordnung  zwei  in  den  zehn  Fixpunkten  der  Operation  W  verschwindet. 
Im  Anschluss  an  diesen  Ausdruck  /'(B^,  B^)  definieren  wir  die  ganze 
Modulform  ( — 5)*®'  Dimension: 


(2)  E  {a>„  0,,)  =  V/XB^Tb;) 

und  fähren  wiederum  eine  zweite  Darstellung  von  E  mit  Hülfe  der 
Integrale  erster  Gattung  ein.     Schreibt  man  hierbei  zur  Abkürzung 


(D.> 


(3)  /».  =  EB., 


2  TT 
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so  ergeben  sich  unter  Rücksicht  auf  die  Überlegung  des  vorigen  Para- 
graphen auf  transcendentem  Wege  als  Integrale  erster  Gattung: 

(4)  fßoßid^.   Sßoß.dm,   fß^ß.dm,   fß^'dio, 

während  wir  andrerseits  durch  algebraische  Betrachtung  auf  folgende 
Ausdrucksformeu  für  diese  Integrale  der  r4g  kommeift 

^'^        f'i^f^  •  ^''^*'"''  ^  =- '' '' ''  '• 

Wie  sich  die  lineare  Abhängigkeit  der  Grössen  (4)  von  den  vier 
Grössen  (5)  gestaltet,  brauchen  wir  nicht  allgemein  zu  untersuchen; 
es  genügt  festzustellen,  dass  die  beiden  Integrale 

bei  gemeinsamer  unterer  Grenze  bis  auf  einen  constanten  Factor  mit 
einander  übereinstimmen,  um  von  hier  aus  für  die  Modulform  E  die 
unmittelbare  Definition  zu«  gewinnen : 

(6)  (Jt)'  E  («. ,«,,)  =  rft  .  MAz-Mft . 

Als  Anfangsglieder  der  Potenzentwicklung  der  Modulform  E  finden  wir 
daraufhin: 

(7)  E  =  (^)V5(1— 3r-r2  +  4r3  +  3r*  +  10r^-  16r«— 19r8  — r^ 

Als  ein  voües  System  von  Modulformen  der  f^'g  bringen  wir  E, 
B^,  Bg  in  Vorschlag,  was  den  Vorteil  für  sich  hat,  dass  gemeinsame 
Nullpunkte  dieser  drei  Formen  einzig  in  den  Polygonspitzen  gelegen 
sind.  Vermöge  der  mittlerweile  gewonnenen  Reihenentwicklungen  können 
wir  nun  auch  die  ausführliche  Gestalt  des  Ausdrucks  /*(Bi,  Bj)  be- 
rechnen und  finden  auf  diesem  Wege  als  (algebraische  Bdation  snmschen 
den  Moduln  E,  B^,  B,: 

(8)  E*  =  B/ö— 6B^»B,  +  llBi^Ba^  —  24Bi'Bs,8  +  igB^^B^*  -  löB^^B/^ 

—  13B,*Bs,^  +  30B,3B,'  -  38Bi2Bsj»  + 28BiB2^—  IIB/^ 

Um  zur  nicht -homogenen  Schreibweise  überzugehen,  gestalten  wir 
die  bereits  in  (1)  eingeführte  zweiwertige  Function  t  durch  die  fol- 
gende Bestimmung: 

(9)  <«')  =  ^.   ^H  =  i; 

zu  einem  vollen  System  von  Modulfunctionen  der  f^g  aus.  Die  zwischen 
6  und  r  bestehende  hyperelliptische  Relation  weist  alsdann  die  Ge- 
stalt auf: 

30* 
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(10)  <y2  =  1  _  6r  +  11t*  -  24t»  +  19t*  -  Iöt^—  13t«  +  30t^  —  38r» 

+  28t^~11t^«. 

Die  Anwendung  der  erhaltenen  Resultate  auf  die  ganzzahligen 
quadratischen  Formen  der  Determinanten  D  =  +  41  und  —  4-47 
gestaltet  sich  hiy  ganz  ähnlich  wie  bei  n  <»  31. 

Nehmen  wir  zunächst  2)  =  +  47 :  Die  Symmetrielinien,  welche 
die  durch: 

(11)  (y'=-ö,     T'  =  i 

dargestellte  symmetrische  Umformung  der  Fläche  F^  in  sich  aufweist, 
liefern  die  zu  n  =  47  gehörende  Smith'sche  Curve.  Am  leichtesten 
lässt  sich  der  Verlauf  derselben  verfolgen,  wenn  wir  F^  als  zwei- 
blättrige Fläche  über  der  T-Ebene  anordnen.  Da  werden  nach  (1)  §  G 
nur  jene  ewei  Verzweigungspunkte  auf  der  reellen  T-Axe  liegen,  welche 
den  beiden  damals  genannten  ambigen  Formclassen  zugewiesen  sind. 
Demnach  folgt  aus  (11)  sofort:  Auf  der  „im  Räume  geschlossenen 
■^48 "  erfüllen  die  Punkte  mit  reellen  Werten  r  zwei  geschlossene  ein- 
ander in  zwei  Punkten  überkreuzende  Linien.  Auf  der  einen  sind  die 
zugehörigen  Werte  6  reell,  und  dies  ist  die  Symmetrielinie  der  durch 
aj'=  —  ö  definierten  Transformation  der  jP^g  in  sich;  auf  der  anderen 
jener  beiden  Linien  ist  6  rein  imaginär,  und  sie  liefert  die  Smith'sche 
Curve  der  Determinante  D  =  47.  Da  F^  Ausnahmepunkte  mit  «7"=  1 
nicht  aufweist,  so  folgt  vor  allem,  dass  es  nur  eine  sich  selbst  nicht 
inverse  Glosse  von  Formen  der  positiven  Determinante  D  =  47  gid>t 
Solches  bestätigt  man  denn  auch  nach  den  Regeln  von  I  p.  250  sofort 
durch  die  Rechnung;  es  ergeben  sich  23  reducierte  Formen,  welche 
sich  zu  einer  einzigen  Formenperiode  zusammengliedem.  Dabei  treten 
nur  an  zwei  Stellen  dieser  Periode  Hauptreducierte  auf,  und  eben  des- 
halb wird  sich  die  im  ursprünglichen  Polygon  F^  gezeichnete  Smith- 
sehe  Curve   aus  drei  Ereisbogensegmenten  aufbauen;    wir   finden    als 

deren  Gleichungen: 

47  (x'  +  y«)  -  1  =  0, 

23-47  {x''  +  f)±2'A7x  +  2  =  0.— 

Andrerseits  steht  die  rechte  Seite  von  (10)  in  interessanter  Beziehung 
zu  den  Formen  der  negativen  Determinanten  D  =  —  47  und  —  4-47. 
Setzen  wir  nämlich  in  (10)  für  6  den  Wert  Null,  so  sind  die  zu- 
gehörigen zehn  Werte  r  die  singulären  Moduln  r  der  zweimal  fünf 
Formclassen  der  Determinanten  D  =  —  47,  D  = —  4-47.  Demnach 
wird  sich,  eben  diesen  beiden  Determinanten  entsprechend,  die  ganze 
Function  zehnten  Grades  auf  der  rechten  Seite  von  (10)  in  zwei  eben- 
solche Functionen  fünften  Grades  spalten  lassen,  die  gleichfalls  ganz- 
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zählige  CoefficieDten  haben.  Diese  beiden  Ausdrücke  fünften  Grades 
sind  dank  des  Umstandes,  dass  die  rechte  Seite  von  (10)  für  r  =  0, 
+  1,  cx)  lauter  primzahlige  Werte  annimmt,  leicht  aufgefunden,  und 
wir  erhalten  so  mit  Rücksicht  auf  die  Werteverteilung  von  r  als  Glei- 
dmngen  der  singulären  Moduln  r  für  7)  =  —  47  und  Z)  =  —  4  •  47 : 

[D  =  -4.47,     llr^  — 6r*+15r»-5r«  +  5r— 1=0. 

Die  hiermit  geleistete  Zerlegung  des  oft  genannten  Ausdrucks 
IQtnx  Qfs^des  hat  weiter  für  den  functionentheoretischen  Ausbau  der 
Transformation  4V^  Ordnung  ihre  wichtige  Bedeutung.  Wir  werden 
hier  nämlich,  ähnlich  wie  bei  n«»31,  im  Anschluss  an  (12)  die  beiden 
Modulformen  definieren: 

1  H  =  VB,%-  1  —  5Bi* +5B7%7^  15  Bi«  B^« + 6B^  B^«- 11  B^S 

welche  vermöge  ihrer  Nullpunkte  den  beiden  Determinanten  Z)  =  —  47 
und  D  =  —  4  •  47  in  charakteristischer  Weise  zugeordnet  sind.  Als 
die  Anfangsglieder  der  Potenzentwicklungen  für  diese  Formen  gewinnen 
wir  nach  kurzer  Rechnung: 

Z  =  (^)V*(1— r«  +  r»— 2r*—  r'  -  2r«  +  2rö  + 2r^«+   ..), 

H  =  (^)V^(l-2r— r«— 3r3+4r*+4r^  +  2r«+  3r'— 8r» 

_6r»— 14r*o^...). 

Die  beiden  hiermit  eingeführten  Modulformen  benutzt  man  mit  Vor- 
teil, wenn  es  gilt^  die  Discriminante  A  durch  die  Moduln  der  f^g  dar- 
zustellen.   Man  knüpft  hier  natürlich  wieder  an  die  beiden  Ausdrücke 

()/Ä  +  V^Of  welche  einer  formentheoretischen  Discussion  auf  dem 
Polygon  i^(47)  zu  unterwerfen  sind.  Dabei  zeigt  sich,  dass  die  beiden 
Ausdrücke: 

als  Producte  tod  Z  bez.  H  in  ganze  homogene  Verbindungen  9**"  Grades 
der  Bj,  Bj  darstellbar  sein  müssen.  Wir  haben  die  so  gemeinten  For- 
meln wenigstens  z.  T.  berechnet  und  finden: 

B,5(|/Ä+l/Ä')  =  Z.(B,9-17Bi8Bä+2*.7Bi^B,»— 5-71Bi«Bij» 

+  2-3-7-13B,»B,*-f-.-), 

B/-  (/Ä— ^Ä')  —  H(B,«  —  S-öBi'B,  +  2».3-7  B/B,« 

—  3»  ■  23Bi«B,»+  2*  •  43Bi*B,*+  •  ••)• 


(14) 


(15) 


(16) 
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Die  weitere  Beredmung  dieser  Formeln  hat  natürlich  keinerlei  Schwierig- 
keit; es  reichen  hierfür  sogar  bereits  die  in  den  voraufgehenden  Pa- 
tenzentwicklungen  angegebenen  Anfangsglieder  von  B^  Z,  H  aus. 

Bei  der  Darstellung  von  g^  hat  man  nur  die  beiden  Formen  B^  >  B^ 
und  E  nötig;  hier  erhalten  wir  als  Gestalt  und  Anfangsglieder  der  be- 
treffenden Formeln: 

6B8*(^2'+^2)  =  5(13.17Bi«— 2^.5. 43B/B2  + 2-3.5. 7*Bi«Bj* 

-2^.3.193Bi^B,»+..0, 
SBj^C^Z-i/g)  — 4E(2.3.23Bi»— 3«.17Bi2B,+  3.47BiB,* 

—  2*.3B2«). 

Die  erste  dieser  beiden  Formeln  wird  man  ohne  besondere  Schwierig- 
keit yervoUständigen  können,  worauf  sich  alsdann  der  rationale  Aus- 
druck von  J  in  <r  und  r  aus  den  Formeln  (15)  und  (16)  unmittelbar 
abschreiben  lasst  — 

§  8.     Grundlagen  für  die  Transformation  der  Ordnung  n  =  71. 

Nach  den  bisher  gewonnenen  Erfahrungen  gestaltet  sich  die  Unter- 
suchung für  diejenigen  Ordnungen  n  besonders  zugänglich,  bei  denen 
die  Classenanzahl  quadratischer  Formen  der  negativen  Determinanten 
2)c=  —  n  und  2)=  —  4n  eine  möglichst  grosse^  diejenige  der  posüiven 
Determinante  D==n  aber  eine  möglichst  geringe  ist.  Unter  den  Prim- 
zahlordnungen  n  =  4A  4~  ^  ^^^  ^^^^  ^  gtinz  hervorragender  Weise 
noch  bei  n==71  ein,  so  dass  sich  dieser  Fall  geradezu  wieder  in  ganz 
analoger  Weise  behandeln  lässt  wie  voraufgehend  n<=»47;  n«=31  etc. 
Die  Verzweigung  der  zugehörigen  Riemann'schen  Fläche  jF,,  ist  natür- 
lich die  bekannte ;  und  es  treten  insbesondere  Ausnahmepimkte  mit 
JT  =  0  oder  J=  1  nicht  auf;  als  das  Geschlecht  der  fraglichen  Fläche 
JF72  berechnet  man  p  =  6, 

Die  reducierten  ursprünglichen  Formen  der  beiden  Determinanten 
—  71  und  — 4*71  haben  wir  hier  tabellarisch  zusammengestellt: 

j/)  =  -71,       (1,1,18),  (2, +  1,9),     (3, +  1,6),  (4, +  3,  5), 
|Z)=-4.71,  (1,0,71),  (3, +2,24),  (8, +2,  9),  (5, +4, 15). 

Die  zu  n  =  71  gehörende  Transformation  W  der  Fläche  F^^  ^  sich  be- 
sitzt hiemach  auf  derselben  vierzehn*)  Fixpunkte,  und  daraus  schliessen 
wir  in  gewohnter  Überlegung,  dass  die  Fläche  jF(7i),  tvelche  durch  6e- 

*)  Es  sind  nämlich  die  beiden  ambigen  Glassen  (1)  jeweils  wieder  nur  eki- 
fach  zu  zählen,  da  die  betreffenden  repräsentierenden  Punkte  im  Polygon  F^^  auf 
der  Symmetrielinie  der  Operation  A  gelegen  sind. 
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Jcannte  Hälßung  aus  F^2  entspringt,  dem  Geschlechte  jp  =  0  ßugehört;  die 
Fläche  F^2  ist  dieserhalb  wieder  hyperelliptisch. 

Zu  eben  diesem  Ergebnis  gelangen  wir  auch  auf  analytischem 
Wege.  Da  unter  den  Formen  (1)  der  Determinanffe  Z)=  —  7k  nur 
eine  ambig  ist,  so  liefert  der  Ansatz  (2)  p.  355  vier  unterschiedene 
Modulformen  (—  !)*•'  Dimension,  die  wir  dem  bisherigen  Brauche  fol- 
gend durch  B  bezeichnen.  Das  einfachste  analytische  Bildungsgesetz 
für  diese  Modulformen  ist  gegeben  durch:  * 


(2) 


B 


B' 


B 


fi 


(0,    ^mJ  ' 


x^y  (mod.  2), 
x^y  (mod.  4), 


—  2j^    12     ,    x  =  y  (mod.  6), 


2«    ^«TT    ^+71 1^ 


B'"  —  -^  ^  r—ie— ,    x'=Sy  (mod.  8). 

Für  die  Rechnung   eignen   sich  aber  noch   besser  die   nachfolgenden 
Combinationen  der  Modulformen  (2): 


Bj  =  B,     62  = 


B  — B' 


B. 


B'  — B' 


B,= 


B"  —  B 


//# 


2       '      -3  2        '      ^*  2 

Die  Anfangsterme  der  hiermit  definierten  Modulformen  sind: 
B,  =  — (l  +  2r+  2r*+2r»  +  2r^« +...), 


(3) 


8x 


Bj  =  —  (r  -  r*  +  r*  —  »*  —  r»*  -^r't  —  r^^^ 


to 


2n 


83  =  — (r«— r»—  f^  +  r''  +  r^*  -ri«-f  r^s^ 


(O 


2n 


B^  =  _  (r«^  —  r*  —  r*  +  t^  ^  r^o  ^r^^  r'^  + 

*  CO«,    ^ 


und  der  Vorteil  beim  Gebrauch  dieser  Formen  ist  der,  dass  bei  der 
2ten^  gten  ^jj^  4ten  unter  ihnen  Anfangsglieder  der  Entwicklung  aus- 
fallen. 

Die  einzelne  Form  B  ist  auf  F^^  sechst/fertig;  wählt  man  also  die 
B  zu  homogenen  Goordinaten  des  gewöhnlichen  Raumes,  so  erscheint 
dabei  die  Fläche  F^^  eindeutig  bezogen  auf  eine  in  diesem  Räume  ge- 
legene Curve  sechster  Ordnung  C^.  Aber  diese  Cq  ist  notwendig  eine 
doppdt' überdeckte  Raumcurve  dritter  Ordnung  (7,,  welch'  letztere  alsdann, 
einfach  genommen,  auf  das  Polygon  F^u)  eindeutig  bezogen  ist  Um  solches 
zu  zeigen  bemerke  man,  dass  die  neun  quadratischen  Verbindungen: 

(4)  B^B,,  B^Bj,  B1B4,  Bj*,  Bj*,  B^*,  B^Bj,  B2B4,  BgB^ 
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nicht  nur  bei  a>  =  i  cx>^  soDdem  auch  in  der  andern  Polygonspitze,  bei 
(0=^0,  verschwinden,  welches  letztere  aus  dem  von  früher  her  be- 
kannten Verhalten  der  Formen  B  gegenüber  der  Modulsubstitution  T 
sichjeicht  folgerir  lässt.  Die  Verbindungen  (4)  werden  also^  mit  to^dm 
multipliciert  und  integriert,  neun  überall  endliche  Integrale  der  Fläche 
i^72  ^^^  Geschlechtes  j)  =  6  liefern;  zwischen  den  fraglichen  neun 
quadratischen  Verbindungen  bestehen  also  drei  lineare  Relationen  iden- 
Msch.  Die  so  gemeinten  y  in  den  B  quadratischen  Identitäten  haben  die 
Gestalt: 

i  B3«-B,^-B2B4  =  0, 

(5)  B,^  -  B,B3  +  2B,'  +  3B,B3  +  SB^B^  +  B3B,  =  0, 

l         B/  -  B, B,  +  B,B3  +  3B,B,  +  2B3B,  =  0, 

drei  Gleichungen^  die  augenscheinlich  von  einander  linear-unabhängig  sind. 
Deutey  wir  jetzt  die  Relationen  (5)  geometrisch^  so  stellen  dieselben 
drei  linear-unabhängige  Flächen  zweiten  Grades  vor,  deren  gemeinsamer 
Bestandteil  in  der  That  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  ist  Hier  haben 
wir  also  direct  die  C^  nachgewiesen,  welche,  doppelt  überdeckt  und  mit 
14  Verzweigungspunkten  versehen,  zur  oben  gemeinten  Curve  sechster 
Ordnung  C^  hinführt 

Was  übrigens  den  Beweis  für  die  Richtigkeit  der  Relationen  (5) 
angeh^  so  entwickele  man  die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  auf 
Grund  von  (3)  nach  ansteigenden  Potenzen  von  r;  man  wird  finden, 
dass  jedenfalls  alle  Glieder  ausfallen,  bei  denen  der  Potenzexponent 
von  r  kleiner  als  12  ist.  Wäre  also  eine  der  quadratischen  Verbin- 
dungen (5)  nicht  identisch  Null,  so  würde  sie  eine  Modulform  ( —  2)**' 
Dimension  der  r^^  vorstellen,  deren  zwölf  Nullpunkte  auf  F^^  alle 
in  der  Spitze  bei  o  =  i  00  vereint  liegen ;  inzwischen  verschwindet 
diese  Form  auch  noch  in  der  Spitze  bei  (0  =  0,  und  also  würde  die 
Zahl  der  Nullpunkte,  die  >  13  wäre,  nicht  mit  der  Wertigkeit  unserer 
Modulform  übereinstimmen. 

Eine  Folge  der  eben  gewonnenen  Ergebnisse  ist,  dass  die  Modul- 
formen B  sich  gegenüber  der  Substitution  W  einzeln  bis  auf  einen 
Factor  reproducieren;  dass  aber  dieser  Factor  in  einfachster  Weise  für 
alle  vier  B  gleich  1  ist^  schliessen  wir  in  der  bei  den  früheren  Bei- 
spielen entwickelten  Art.  Weiter  gelingt  es  nun  auch  sofort,  die  eu^- 
wertigen  Functionen  der  hyperelliptischen  Fläche  F^^^  anzugeben.  In 
der  That  liegen  von  den  sechs  Nullpunkten  von  xB,  -j-  /IB4  zweimal 
zwei  in  den  Polygonspitzen  fest,  so  dass  nur  noch  zwei  beweglich 
bleiben:  die  Quotienten  linear  -  unabhängiger  Verbindungen  xB^  -{-  XB^ 
liefern  also  die  zweiwertigen  Functionen  der  V^^. 
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Wie  frQher  ergänzen  wir  endlich  die  Formen  B3,  B4  durch  Zusatz 
einer  Form  E  zu  einem  vollen  Modulsystem  der  Pyg.  Diese  ganze 
Modulform  E  wird  zur  (—  7)*^  Dimension  gehören  müssen,  und  von 
ihren  42  Nullpunkten  auf  jP^,  sollen  in  den  Spitzen  je  14  liegen, 
während  die  rückständigen  14  Nullpunkte  mit  den  14  Verzweigungs- 
stellen  der  doppelt- überdeckten  Fläche  jF(7i)  zusammenfallen  müssen. 

Setzen  wir   abgekürzt  ßt  =  ^  B/ ,  so  gewinnen  wir  in  üblicher  Art 

durch  Vermittlung  der  überall  endlichen  Integrale  der  F^^  ^^^  E  die 
Darstellung: 

(6)  HiT^-rß^'-^'-^-^r-'"'- 

Als  Änfangstenne  der  BeihenentwickHung  für  die  ganee  Modviform  E  he- 
rechnen  wir  von  hier  aus: 

(1)     E  =  (^-)V'*  (1  -  5r  +  4r*+  13r»  -  13r*—  lör^  -  15r«  +  49r' 

+  26r«  -  36/-'  -  8r»o  —  60r"  +  32r^2  +  46r^^ 
+  46ri*— 152  r^^H ). 

Hiermit  sind  nun  auch  alLe  Mittel  beisammen,  um  den  mit  E^ 
identischen  Ausdruck  14^*^  Grades  in  B3,  B4  explicite  zu  berechnen; 
setzen  wir  um  der  bequemeren  Schreibweise  willen  B3  =  A,  B^  =  B, 
so  lautet  die  algebraische  Relation  maischen  A,  B,  E  wie  folgt: 

(8)  E*=Ai*+4A^3B-2A»^B^— 38A"B»— 77A^«B*— 26A^B^+111A»B« 

+ 148  A'  B'+ A«  B«— 122  A"^  B»— 70  A*  B^^+30  A«  B^^+40  A«  B^* 
+  4AB^«-11B^*. 

Sollen  wir  letzten  Endes  nicht -homogene  Schreibweise  anwenden, 
so  schlagen  wir 

(9)  <t(.<o)  =  §„      r(a,)  =  ^ 

als  ein  voUes  System  von  Modulfunctionen  der  f^^  vor;  diese  beiden 
Functionen  sind  alsdann  zufolge  (8)  mit  einander  verknüpft  durch  die 
hyperelliptisclie  Relation  14^^  Grades: 

(10)  cy«  =  r»*  +  4ri»-2r"-38r»^  — 77rio~26T»+lllr'+148T^ 

+  r«  —  122 r»  —  70t*  +  30r»  +  40r*  +  4r  -  11 . 

Anf  eine  Discussion  über  die  Beziehung  von  ^29  ^s>  ^  ^^^  ^  ^^ 
den  untersuchten  Functionen  der  r72  gehen  wir  hier  nicht  mehr  ein« 


In  den   Entwicklungen  der  vorangegangenen  Kapitel   haben  wir 
dank  der  analytischen  Hülfsmittel,  die  der  Theorie  der  doppeltperiodi- 
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sehen  Functionen  entstammen^  die  Behandlung  des  functionentheore- 
tischen  Grundproblems  weit  über  die  in  Bd.  I  innegehaltenen  Grenzen 
ausdehnen  können.  Eine  Fortsetzung  der  Ausbeute  der  gedachten  ana- 
lytischen Ansätze  fOr  unsere  fonctionentheoretischen  Modulprobleme 
würde  zwar  nicht  schwierig  sein;  inzwischen  würden  wir  uns  dabei 
immer  nur  wieder  in  jenen  Gedankengängen  bewegen,  die  wir  voraaf- 
gehend  bereits  ausgiebig  kennen  lernten.  Indem  wir  dieserhalb  die 
in  Bede  stehenden  Entwicklungen  hiermit  abschliessend  wenden  wir 
uns  weiterhin  neuen  und  wichtigen  Untersuchungen  zu. 


Sechster  Abschnitt- 


Theorie  der  Modnlareorrespondenzen  und  der  ans  Urnen 
hervorgehenden  Classenzahlrelationen. 

Erstes  Kapitel. 

Nene  Ansfflhrangen  zu  Riemann's  Theorie  der  algebraischen 

Functionen. 

Die  Aufgabe,  welche  uns  nun  noch  zo  lösen  übrig  bleibt,  ist  be- 
reits am  Schlüsse  des  vierten  Abschnittes  (p.  235)  vorgezeichnet:  Wir 
sollen  die  allgemeine  Theorie  der  Modularcorrespondeneen  entwickeln, 
deren  erstes  Glied  die  oben  behandelte  Lehre  von  den  Modular- 
gUichungen  ausmachte.  Wie  wir  dann  von  den  letzteren  Gleichungen 
in  Kapitel  5  und  6  des  vierten  Abschnitts  eine  ausgedehnte  Verwen- 
dung arithmetischen  Inhalts  gaben,  so  sollen  uns  nun  auch  die  Modnlar- 
eorrespondenzen ganz  allgemein  zu  einer  Quelle  für  die  Gewinnung 
neuer  Classenzahlrelationen  allgemeinerer  Stufemahlen  werden,  die  sich 
an  die  Relationen  erster  und  fünfter  Stufe  des  Abschnitt  4  anschliessen. 

Aber  wir  können  auch  jetzt  wieder  nicht  unmittelbar  zu  unserem 
neuen  Gegenstande  übergehen,  müssen  vielmehr  eine  Reihe  vorberei- 
tender Kapitel  voraussenden.  Es  ist  vor  allem  die  in  den  beiden 
Anfangskapiteln  des  dritten  Abschnitts  (I  p.  493  ff.)  nur  erst  begründete 
Riemann'sche  Theorie  der  algebraischen  Functionen,  welcher  wir  hier 
eine  weiter  ausbauende  allgemeine  Behandlung  widmen  müssen.  Ein- 
mal sollen  über  die  Integrale  einer  Riemann'schen  Fläche,  namentlich 
diejenigen  dritter  Gattung,  einige  ergänzende  Entwicklungen  gegeben 
werden.  Namentlich  aber  sollen  formentheoretische  Betrachtungsweisen, 
deren  Brauchbarkeit  im  engeren  Gebiete  der  Congruenzmoduln  soeben 
an  zahlreichen  Beispielen  evident  wurde,  jetzt  ganz  allgemein  zur 
Grundlage  für  die  Untersuchung  der  Functionen   einer  Riemann'schen 
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Fläche  gemacht  werden.  Indem  wir  in  der  That  den  allgemeinen 
BegriflF  einer  „Form  auf  der  Biemann'schen  Fläche"  einführen  und 
sachgemäss  durchbilden,  werden  wir  uns  durch  Verwertung  gleich  zu 
nennender  Weierstrass' scher  Gedanken  die  Hülfsmittel  yerschaffen, 
mit  denen  wir  hernach  auf  den  speciellen  Flächen  i^^  der  Modultheorie 
die  zugehörigen  Modularcorrespondenzen  in  der  einfachsten  Weise  zum 
Ausdruck  bringen  können. 

unsere  Darstellung  ist  eine  mit  Bücksicht  auf  die  ferneren  Zwecke 
eng  umgrenzte.  Aber  es  liegt  für  das  weitergehende  Studium  ins- 
besondere der  formentheoretischen  Principien  eine  grosse  Reihe  von 
Specialuntersuchungen  vor,  welche  man  in  der  Arbeit  von  Klein  jyZur 
Theorie  der  AheVschen  Functionenf^  genannt  findet*).  In  dieser  letzteren 
Abhandlung  sind  die  formentheoretischen  Principien  zuerst  in  Allge- 
meinheit entwickelt  und  werden  insbesondere  mit  der  Weierstrass- 
sehen  Theorie  der  Primfunction  in  Verbindung  gesetzt.  Diese  Function^ 
welche  von  Weierstrass  für  die  Darstellung  der  übrigen  Grossen  eines 
algebraischen  Gebildes  zu  Grunde  gelegt  wird,  erscheint  in  der  formen- 
theoretischen Behandlungsweise  Kleines  als  Primform  in  einer  wesent- 
lich abgeklärteren  Gestalt  wieder**). 


§  1.  Einführung  der  Integrale  dritter  Gattung  Q$]^  uad  inabesondere 

der  Normalintegrale  TffJ-. 

Bei  unserer  nächstfolgenden  Untersuchung  knüpfen  wir,  was  deren 
Voraussetzungen  und  Bezeichnungsweisen  angeht,  unmittelbar  an  den 
Abschluss  des  ersten  Kapitels  im  dritten  Abschnitt  (I  p.  492  bis  532) 
wieder  an.  Wir  haben  daselbst  die  Theorie  der  Integrale  dritter  Grat- 
tung  auf  einer  beliebigen  Biemann'schen  Fläche  Fn  nur  erst  soweit 
durchgebildet,  dass  wir  die  ihnen  zugehörigen  Potentiale  hergestellt 
hatten;  es  waren  dies  die  Grössen  Wa,6  (cf.  p.  520),  welche  wir  durch 
aaiale  Aneinanderreihung  der  Elementarpotentiale  zweiter  Gattung 
bildeten.  Es  wird  weiterhin  zweckmässig  sein,  die  beiden  bei  z  ==^  a 
und  z  =^b  auf  der  Fläche  Fn  gelegenen  Unstetigkeitspunkte  von  m«^  ^ 
selbst  als  variabel  zu  denken;  wir  wollen  dem  schon  jetzt  Bechnung 
tragen,  indem  wir  statt  a,  h  fortan  die  Symbole  |  und  17  brauchen. 
Natürlich  sind  |  und  iy  zugleich  Werte  der  Variabelen  z,  über  deren 


*)  Math.  Ann.  Bd.  36  (1889). 

**)  Man  vergl.  übrigens,  was  die  WeierstraBs^sche  Primfunction  angeht,  die 
Arbeit  Sohottky's  in  Crelle'B  Journal  Bd.  101  (1887);  Weierstrass  selbst  hat 
seine  bezügliche  Theorie  direct  nur  in  seinen  Vorlesungen  bekannt  gegeben. 
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Ebene  die  Fläche  Fn  construiert  ist^  aber  darum  soll  doch  der  ^^Punkt 
5  bez,  iy  der  i^«"  immer  nur  ein  bestimmter  unter  den  n  bei  ;?  =  5 
bez.  z  '^  ri  über  einander  liegenden  Punkten  der  Fläche  sein. 

Nach  dieser  Verabredung  bilden  wir  das  zu  u^^  conjugierte  Po- 
tential v^ti  und  Yon  hier  aus  das  Integnü  dritter  Gtxttung: 

(1)  Q^n  =  Hn  +  *v^;• 

Insofern  dieses  Integral  nur  evoei  (logarithmische)  Unstetigkeitspunkte 
auf  Fn  besitzt,  nennt  man  es  auch  wohl  ein  dementoAres  Integral  dritter 
Gattung;  doch  lassen  wir  diese  genauere  Benennung  weiterhin  ausser 
Betracht.  Jedenfalls  aber  sollen  |  und  ri  fortan  als  die  Parameter  des 
Integrals  Q  bezeichnet  werden. 

Um  (1)  zu  einem  bestimmten  Integrale  auszugestalten,  integrieren 
wir  dQ^tj  von  der  Stelle  y  der  Fläche  Fn  bis  zur  Stelle  x,  wobei  wir 
die  Symbole  x  und  y  in  genau  demselben  Sinne  brauchen  wollen,  den 
wir  soeben  für  |  und  r^  auf  der  JP«,  festlegten;  wir  führen  daraufhin 
die  ausführliche  Schreibweise: 

(2)  (Ti'n^JdQi, 

V 

ein.  Als  Function  der  Stelle  x  wird  sich  alsdann  das  Integral  (2) 
nach  I  p.  520  in  den  Umgebungen  der  beiden  Stellen  %  und  ri  ver- 
halten wie: 

+  log  {x  —  I)     bez.     —  log  {x  —  ri). 

Wollen  wir  aber  das  Integral  (2)  als  Function  der  unteren  Grenze  y 
auffassen,  so  wird  sich  diese  Function  an  den  beiden  fraglichen 
Stellen  |,  ri  der  Fläche  verhalten  wie: 

—  log  (y  —  I)    bez.    +  log  (y  —  i^). 

Um  die  Periodeneigenschaften  des  Integrals  Q|^  zu  charakterisieren, 
denken  wir  auf  Fn  ein  kanonisches  Querschnittsystem  gezogen,  wie 
es  in  I  p.  495  beschrieben  wurde.  Ausserdem  aber  ziehen  wir  noch 
eine  weder  sich  selbst,  noch  die  Schnitte  a^,  biy  d  des  kanonischen 
Systems  überkreuzende  Linie  l  vom  Punkte  rj  nach  g  und  denken  auch 
läDgs  l  die  Fläche  Fn  zerschnitten.     Die  so  vorgerichtete  Fläche  heisse 

etwa  Fn,  und  die  auf  Fn  eingeschränkte  Function  (2)  werde  QH^  genannt, 
so  oft  diese  genauere  Bezeichnungsweise  wünschenswert  erscheint.    Es 

gelten  hiernach  die  folgenden  Sätze:  Die  Function  ^fif;,  abhängig  von 
der  oberen  Grenze  x  betrachtet,  weist  längs  jeder  der  2p  geschlossenen 
Linien  ai,  h  eine  constante  (rein  imaginäre)  Wertdifferenz  auf,  längs 
der   Linien   d    tritt  jedodh    eine   von    NuU   verschiedene    Wertdifferenz 
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nicht  auf;  endlich  findet  längs  der  Linie  l  die  Wertdifferenz    —  2  ist 
staH*). 

Zur  EinfQhruDg  von  Normalintegralen  dritter  Gattung  benutzen 
wir  denselben  Gedankengang,  wie  in  I  p.  531  bei  den  Integralen  zweiter 
Gattung.  Seien  gerade  wie  in  I  p.  529  j^ ,  j^  -  - '  jp  die  zum  ausge- 
wählten Querschnittsjstem  gehörenden  Normalintegrale  erster  Gattung, 
so  wollen  wir,  gerade  wie  in  (2),  unter  Aufnahme  der  Grenzen  x,  y 
in  die  Bezeichnung  schreiben: 

(3)  iV'-Sdj,. 

y 

Man  bilde  daraufhin  aus  dem  particulären  Integral  ^!J  das  allgemeine 
Integral  dritter  GaUung  mit  den  Parametern  |,  17: 

(4)  m+^c,jV, 

WO  die  Ck  irgendwie  gewählte  Constante  sind.  Das  Integral  (4)  teilt 
offenbar  mit  ^^  alle  bisher  namhaft  gemachten  Eigenschaften  dieses 
letzteren  Integrals,  abgesehen  nur  von  dem  einen  Umstände,  dass  die 
Wertdifferenzen  des  Integrals  (4)  längs  a,-,  6»  nicht  mehr  ausschliess- 
lich imaginäre  Werte  zu  haben  brauchen.  Wie  in  I  p.  531  bei  den  In- 
tegralen zweiter  Gattung  werden  wir  jetzt  die  constanten  CoefiQcienteii 
Ck  in  (4)  so  auswählen,  doss  die  Wertdifferenzen  des  Integrales  (4) 
längs  aller  p  Linien  o,-  mit  Null  identisch  sind.  Das  so  gewonnene 
Integral  werde  durch: 

(5)  m?  =01'!,+ ^c^jt' 

k 

bezeichnet  und  heisse  fortan  das  Normalintegral  dritter  Gattung  mit 
den  Parametern  1^,  ri\  wie  man  leicht  bemerkt,  ist  dasselbe  durch  das 
gezogene  kanonische  Querschnittsjstem,  sowie  übrigens  durch  seine 
Parameter  g,  rj  eindeutig  bestimmt. 

Nebenher  bemerken  wir  gleich  noch,  wie  sich  die  Integrale  zweiter 
Gattung  hier  anschliessen.  In  der  That  erhalten  wir  das  Integral 
Z|'^  im  Sinne  der  in  I  p.  531  gebrauchten  Bezeichnung  jetzt  ganz  ein- 
fach durch  Differentiation  von  Q^^  nach  g,  und  insbesondere  liefert 
TTf^  bei  diesem  Übergange  das  Normalintegral  zweiter  Gattung;  wir 


*)  Es  ist  hier  an  der  in  I  getroffenen  Yerabredang  festgehalten,  dass  längs 
des  einzelnen  Schnittes  die  Wertdifferenz  durch  einen  Wert  der  Function  auf  der 
rechten  Seite,  vermindert  um  den  Wert  im  gegenüberliegenden  Punkte  des  linken 
Ufers  gegeben  sein  soU. 
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kommen  bei  Gelegenheit  auf  diese  Ableitung  der  Integrale  zweiter 
Gattung  nochmals  zurück*). 

§  2.  Perioden  des  NormaUntegrals  TT|^.  Satz  von  der  Vertausohbarkeit 

von  Parameter  und  Argument  bei  üf^ 

Die  Perioden  des  Normalintegrals  TT|^  auf  der  Fläche  Fn  sind 
z.  T.  bereits  im  vorigen  Paragraphen  bestimmt  worden.  In  der  That 
hat  längs  der  Linie  l  das  Normalintegral  dieselbe  Wertdifferenz  wie 
jedes  andere  Integral  (jH^,  nämlich  —  2%n,  An  den  p  Schnitten  ab- 
findet eine  von  Null  verschiedene  Wertdifferenz  fOr  TT|^  nicht  statt; 
eben  dies  war  die  Definition  unseres  Normalintegrals.  Es  bleiben  hier- 
nach nur  noch  die  p  Linien  h^ 

Sei  nun  längs  der  einzelnen  Linie  hk  die  Wertdifferenz  von  TT|^ 
durch  xjt  bezeichnet,  so  berechnen  wir  die  Werte  Xk  durch  genau  die- 
selbe Überlegung  wie  seinerzeit  die  Perioden  der  Integrale  zweiter 
Gattung  in  I  p.  531.     Wir  bilden  uns  das  Integral: 

(1)  /ni,dj* 

und  leiten  dasselbe  zuvörderst  im  positiven  Sinne  über  die  geschlossene 
Berandung  der  durch  a,*,  &»,  Ci  zerschnittenen  Fläche  JPn-  Dank  des 
einfachen  Verhaltens  der  Normalintegrale  jk  (cf.  I  p.  530)  gewinnen 
wir  durch  leichte  Zwischenbetrachtung  als  Wert  des  fraglichen  Inte- 
grals einfach  die  eben  gemeinte  Wertdifferenz  —  r*  von  TTfJ.  Nun 
aber  dürfen  wir  die  für  (1)  vorgeschriebene  Integrationsbahn  unbe- 
schadet des  Integralwertes  —  Xk  auf  eine  geschlossene  Linie  L  zu- 
sammenziehen,  welche  den  Schnitt  l  allenthalben  eng  umschliesst;  und 
als  Wert  des  Integrals  (1),  erstreckt  über  diese  Linie  L,  findet  sich 
leicht  —  2infk^.  Formulieren  wir  demgemäss  das  Resultat:  Die 
Perioden  des  NormaUntegrals  TTf^  sind  gegeben  durch  das  Schema: 

(2)  -  2ijr  I  0,  0, . . .,  0  I  2inji\  . . .,  2i7Cji'  \  , 

wo  jk  die  Normalintegrale  erster  Gattung  sind.  Der  Sinn  der  Anord- 
nung (2)  ist  wohl  ohne  weiteres  verständlich. 

Ein  viel  benutzter  Satz  ist  der  über  die  Vertausohbarkeit  von  Para- 
meter und  Argument  hei  den  Normalintegralen  dritter  Gattung  TT|^; 

(3)  111;  =  nlj. 

*)  Man  vergl.  fibrigens  zu  den  Entwicklongen  des  vorliegenden  und  der 
nächstfolgenden  Paragraphen  Riemann's  Abhandlung  „Theorie  der  AbeV sehen 
Functionen^',  Crelle'B  Joum.  Bd.  .54  (1867),  sowie  Clebsch- Gordan,  Theorie  der 
AbeVschen  Functionen,  Leipzig  (1866). 
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um  die  Gleichung  (3)  zu  beweisen ^  bilde  man  die  beiden  anbe- 
stimmten Integrale  Tfc^^,  T]xy  und  denke  jetzt  auch  die  Stellen  ff,  x 
durch  eine  Linie  A  verbunden^  welche  weder  a,*,  &,-,  d  noch  l  überkreuzt. 
Man  leite  nunmehr  das  Integral 

(4)  /n{,rfn., 

über  den  Band  der  durch  a,-,  &,-,  Ci  zerschnittenen  Fläche  und  lese  aus 
(2)  durch  gewohnte  Überlegung  leicht  ab^  dass  man  solchergestalt  den 
Wert  Null  für  (4)  erhält.  Nun  lässt  sich  aber  die  durchlaufene  Bahn 
auf  zwei  Linien  zusammenziehen,  deren  eine  die  vorhin  schon  ge- 
brauchte Linie  L  ist,  während  die  andere  Linie,  A,  in  entsprechender 
Weise  den  Schnitt  A  eng  umschliesst.  Fassen  wir  zusammen,  so  er- 
giebt  sich  aus  der  bisherigen  Überlegung  die  Identität: 

(5)  /n^^dn.y  +/n{.;dn,y  =  o. 

L  A 

Das  zweite  unter  den  Integralen  der  Gleichung  (5)  ist  jetzt  einer 
einfachen  Umgestaltung  zu  unterziehen.     Offenbar  ist  nämlich: 

aber  andrerseits  ist  identisch: 
und  also  folgt: 

/^^;  d'W:,y /n^yrfü^/- 

A  A 

Gestalten  wir  daraufhin  die  Gleichung  (5)  in  die  folgende  um: 

(6)  /n^,;e?n^,,  =/n;,ydn^,, 

/.  A 

so  folgt  nun  Gleichung  (3)  ganz  einfach  dadurch,  dass  wir  in  (6) 
die  Integration  rechter  und  linker  Hand  in  gewohnter  Weise  aus- 
führen. 

Bei  dieser  Sachlage  wird  es  die  naturgemässe  Auffassung  sein, 
wenn  wir  das  Integral  TTf^  nicht  als  Function  von  x  allein,  sondern 
vielmehr  als  Function  der  beiden  unabhängig  veränderlichen  SteUen  x 
und  I  der  Fläche  ansehen  oder,  wenn  man  so  will,  sogar  als  Function 
der  vier  Stdlen  Xy  y,  |,  rj.  Dieser  Auffassung  werden  wir  insbesondere 
dann  gerecht  werden  müssen,  wenn  wir  aus  TTf^  ein  allgemeines  Integral 
Q^^  herstellen  wollen.  Hier  werden  wir  an  Stelle  der  vorläufigen 
Gleichung  (5)  §  1  die  genauere: 

(7)  <2li;  =  n|?  +  2'«.*J'"i*'' 

1,  Ar 
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setzen  müssen,  wo  jetzt   rechter  Hand  eine   büineare  Conünnation  der 

beiden  Grössenreilien  jf  *',  jj^  hinzugesetzt  ist.  Das  solchergestalt  aufge- 
baute allgemeine  Integral  (7)  schliesst  also  noch  ji^  willkürliche  Con- 
stante  dk  ein.  Soll  insbesondere  das  in  (7)  gebildete  Integral  Yer- 
tauschbarkeit  von  Parameter  und  Argument  gestatten ,  wie  TTf^;  so 
ist  dazu  die  Bedingung  Cik^=»Ckif  wie  man  leicht  sieht,  hinreichend 
und  notwendig. 

§  3.     Das  AbePsohe  Theoremi,  insbesondere  für  die  Integrale  erster 

und  dritter  Gkittimg. 

Der  weiter  folgenden  Entwicklungen  halber  müssen  wir  auch  auf 
das  Abel^sche  TheoreiQ  für  unsere  Integrale  zu  sprechen  kommen''^). 

Es  seien  x^,  x^,  . . ,  Xm  und  y^,  y^v  •  •  •  Vm  zwei  im  Sinne  von  I 
p.  562  mit  einander  äquivalente  Systeme  zu  je  m  Punkten  unserer 
Fläche  Fn,  und  es  liege  in  w^  eine  «n- wertige  algebraische  Function 
des  Gebildes  vor,  welche  in  den  m  Punkten  y  übereinstimmend  den 
Wert  iOq  annehme,  während  sie  in  den  m  Punkten  x  den  Wert  to^^  be- 
sitzt. Durch  10  wird  die  Fn  auf  eine  Fläche  Fm  abgebildei^  in  welcher 
die  m  Stellen  y  gerade  über  einander  zu  liegen  kommen  und  desgleichen 
auch  die  m  Stellen  x.  Wir  wollen  jetzt  eine  bestimmte  Zuordnung 
zwischen  den  m  Stellen  y  und  den  Stellen  x  verabreden,  und  zwar  in  der 
folgenden  Weise:  Von  y^  aus  mögen  wir  zu  einer  Stelle  x  —  eben  der- 
jenigen, welche  wir  nun  x^  nennen  —  in  der  über  der  Ebene  w  ge- 
legenen Fläche  Fm  eine  Sahn  ziehen,  welche  alle  diejenigen  Werte  to 
meiden  soll,  bei  denen  Verzweigungen  der  Fläche  Fm  eintreten.  Ziehen 
wir  dann  von  irgend  einem  anderen  Punkte  yk  aus  im  Jc*^  Blatte  der 
Fm  wieder  genau  dieselbe  Bahn,  so  wird  diese  durch  keinen  Verzwei- 
gungspunkt der  Fm  hindurchlaufen  und  wird  demgemäss  in  einem 
eindeutig  bestimmten  Punkte  x  endigen,  den  wir  nun  Xk  nennen.  Indem 
wir  zur  ursprünglichen  Fläche  Fn  über  der  ;»- Ebene  zurückkehren, 
werden  wir  die  gezeichneten  m  Bahnen  von  y^  nach  x^^  von  y^  nach 
'x^  u.  s.  w.  mit  übertragen  denken;  eben  hierdurch  ist  dann  die  ein- 
deutige Zuordnung  unserer  beiden  Punktreihen  y  und  x  festgelegt,  die 
wir  verabreden  wollten.  Dass  die  beschriebene  Zuordnung  übrigens 
in   mehrfacher  Weise  getroffen  werden  kann,   ist  leicht  evident;   in- 


*)  Man  vergl.  die  Abersche  Originalarbeit  „Memoire  sur  une  propriiU  gi- 
n^rale  d'une  claase  tr^-äendue  de  fonetions  transcendantesf*,  pr^sentä  ä  Tacad^mie 
dea  Bciences  de  Paris  (1826),  p.  146  der  neuen  Ausgabe  von  Abers  Werken.  Wegen 
des  im  Textp  eingehaltenen  Verüahrens  sehe  man  Riemann's  schon  genannte  Ab- 
handlung über  AbeFsche  Functionen  Abteilung  I,  Art.  14. 

Klein-Fricko,  Modul ftinctionon.   II.  *  31 
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zwischen  dürfen  wir  dieselbe  weiterhin  beliebig  particulär  ausgewählt 
denken. 

Sei  jetzt  J  irgend  ein  Integral   unseres   Gebildes^  so  wollen    wir 
die  folgende  Summe  von  m  Integralen: 

(\)  fdJ  +  fdJ  +  •  • ;  +  fdJ 

Vi  y«  l'm 

betrachten,  wo  die  Integrationsbahnen  die  m  soeben  in  der  Fn  fest- 
gelegten Linien  sind.  Das  ÄbeVsche  Theorem  behauptet  dann,  dass  sidi 
die  Integralsumme  (1)  in  to  hez.  in  Wq  und  w^  durch  eine  rationale 
Function  und  den  Logarithmus  einer  soldien  ausdrücken  lässt 

Um  solches  zu    zeigen,  ziehen   wir  wieder  die   Fläche  F^    über 

der  u;-Ebene  heran  und  schreiben  die  Integralsumme  (1)  dement- 
sprechend um  in: 

Dabei  ist  unter  (  :    ]    der  Wert  der  Ableitung  von  J  nach  w  im  fc*®** 

Blatte  der  F,n  oder  (besser  gesagt)  auf  der  Bahn  von  y*  nach  Xjt  ver- 
standen. Die  in  (2)  rechter  Hand  unter  dem  Integralzeichen  stehende 
Summe  ist  nun  otfenbar  mit  einer  rationalen  Foinction  r{w)  identisch^ 
so  dass  wir  von  (2)  aus: 

(3)  ^  fdJ  ==  fr(w)  dTv 

erhalten.     Durch  unbestimmte  Integration  folgt^  in  bekannter  Weise: 

Jr{iv)dw  =  const.  +  Ri{w)  -j-  log  U^W? 

wo  iJi   und  B^  zwei  gewisse  rationale  Functionen  von  w  vorstellen; 
aus  (3)  ergiebt  sich  demgemäss: 

m  * 

(4)  2  J'^J=  ^i(^.)  -  ^iK)  +  log  J;g;j  , 


^=1  ,, 


und  hiermit  ist  in  der  That  die  Behauptung  des  Abel' sehen  Theorems 
bewiesen. 

Wir  specificieren  jetzt  die  Formel  (4)  erstlich  für  die  iii>erall  end- 
lichen Integrale  der  Fläche  JF«.  In  diesem  Falle  wird  die  linke  Seite 
von  (4)  bei  einmal  gegebenen  y*  für  keine  Auswahl  des  äquivalenten 
Punktsystems  Xk  unendlich  werden  können,  und  es  wird  also  auch  die 
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rechte  Seite  von  (4)  für  Jceinen  Wert  von  w^  unendlich  werden  dürfen. 
Eben  dieserhalb  sind  die  Biitv),  ü^i"^^)  ^^^  Constanten  identisch,  so 
dass  die  Integralsumme  (4)  einen  Wert  hat,  der  unabhängig  von  der 
Auswalil  des  zu  den  y  äquivalenten  Punktsystems  der  x  ist.  Aber 
dieser  Wert  der  Integralsumme  (4)  muss  direct  mit  Null  identisch 
sein;  denn  er  verschwindet,  wenn  wir  sämtliche  Xk  mit  ihren  zugeord- 
neten Punkten  ijk  bez.  identisch  nehmen  und  die  Verbindungsbahnen 
verschwinden  lassen.  Als  Ausdruck  cks  AheCschen  Theor&nis  für  irgend 
ein  Integral  erster  Gattung  j  unseres  Gebildes  haben  wir  somit: 


m 


Bei  den  Integralen  dritter  Gattung,  zu  welchen  wir  jetzt  über- 
gehen, betrachten  wir  nur  den  (späterhin  allein  zu  gebrauchenden) 
Specialfall,  dass  w  mit  unserer  anfänglich  ausgewählten  n- wertigen 
Function  z  selbst  identisch  ist.  Dann  also  ist  m  =  n  und  die  n 
Stellen  Xk  liegen  ebenso  wie  die  n  Stellen  y^  in  der  Fn  über  einander. 
Ist  Q^,^  ein  irgendwie  particulär  gewähltes  Integral  dritter  Gattung  mit 
den  fest  gegebenen  Parametern  5,  iy,  so  wird  die  nach  Vorschrift  von 
(4)  gebildete  Integralsumme 


(6)  2  ^5 


yk 
n 


auf  Fn  jedenfalls  nur  logarithmische  Unstetigkeitspunkte  aufweisen 
können.  Unendlichwerden  kann  überdies  nur  eintreten,  falls  eine  der 
Stellen  Xk,  ffk  nach  |  oder  ij  rückt.  Aber  aus  dem  in  §  1  angegebenen 
Verhalten  von  Q  in  der  Umgebung  der  Punkte  J  und  rj  auf  Fn  ist 
dann  leicht  ersichtlich,  dass  der  Ausdruck  der  Integralsumme  (6)  der 
nachfolgende  sein  mvss: 

und  hiermit  h^ben  wir  unter  Voraussetzung  unserer  speciellen  Grenzen 
das  AbeVsche  Theorem  für  den  Specialfall  der  Integrale  dritter  Gattung 
vor  uns.  Dass  in  der  That  auf  der  rechten  Seite  von  (7)  nicht  noch 
eine  additive  Constante  hinzutritt,  sieht  man  durch  Substitution  der 
Specialwerte  y*  =  Xk,  wobei  wir  natürlich  wieder  die  Integrations- 
bahnen auf  Null  zusammenziehen;  dann  nämlich  bietet  Formel  (7) 
links  und  rechts  übereinstimmend  den  Wert  Null  dar. 

Für  die  Integrale  zweiter  Gattung  können  wir  zufolge  der  Schluss- 
bemerkuug   in  §  1    aus   (7)    durch    DifiFerentiation   nach   |   eine   ent< 

31* 
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sprechende  Gleichung   ableiten;   doch  gehen  wir  an  der  vorliegenden 
Stelle  darauf  nicht  mehr  besonders  ein. 


§  4.     Grundlagen  der  formentheoretiBohen  Betrachtungsweise. 

Historisches. 

Nach  den  Entwicklungen  der  vorangegangenen  Paragraphen  gehen 
wir  nunmehr  zu  unserer  eigentlichen  neuen  Aufgabe  über,  näm- 
lich zur  formentheoretischen  Darstellungsweise  unseres  algebraischen 
Gebildes.  Es  bieten  sich  hier  verschiedene  Ansätze,  und  wir  knüpfen 
etwa  zuvörderst  an  die  Riemann'schen  Flächen  i^^,  welche  der  Modul- 
theorie entspringen.  Für  diese  Flächen  haben  wir  ja  in  den  Modul- 
formen und  in  den  sie  betreffenden  Bechnungsregeln  seit  lange  einen 
durchgebildeten  formentheoretischen  Apparat  im  Gebrauch  gehabt. 
Dabei  waren  o^  und  m^  die  unabhängigen  Variabelen;  aber  es  war 
zumal  in  den  letztvoraufgehenden  Kapiteln  durchaus  die  herrschende 
Anschauung;  dass  wir  die  Modulformen  als  auf  den  geschlossenen  Flächen 
existierende  OrSisen  ansahen.  Immerhin  bemerke  man,  dass  die  Ff^  doch 
nur  particuläre  Biemann'sche  Flächen  sind,  während  wir  hier  eine  für 
alle  algebraischen  Gebilde  gleichmässig  gültige  Formentheorie  an- 
streben müssen. 

Um  in  diesem  Sinne  allgemeinere  Ansätze  zu  erhalten,  gehen  wir 
auf  die  in  I  p.  559  S.  entwickelten  Gnmdsätze  zurück.  Wir  bezogen 
dort  die  Riemann^sche  Fläche  eindeutig  auf  eine  Curve  Cm  w*"  Ord- 
nung im  Raum  Rv  von  v  Dimensionen  (v  >.  1)  und  führten  zu  diesem 
Zwecke  a.  a.  0.  auch  bereits  das  Hülfsmittel  der  homogenen  CoordincUen 
XqjXij...,Xv  ein.  Dieser  letztere  Schritt  —  die  Einführung  der  ho- 
mogenen üoordinaten  —  soll  uns  jetzt  ganz  allgemein  die  Grundlage 
der  formentheoretischen  Betrachtung  liefern:  Statt  die  Grossen  unseres 
algebraischen  Gebildes  durch  die  Wq,w^,  , .  ,,Wv—i  darzustellen ,  vermöge 
deren  unr  anßnglich  die  Cm  einführten,  betrachten  toir  sie  jetjst  als  ho- 
mogene Functionen  nullter  Dimension  in  den  iCo,  a;,, . . .,  a?„.  Aber  dann 
ist  es  nur  noch  ein  Schritt^  wenn  wir  weiter  auch  eigentliche  Formen 
des  Gebildes  betrachten,  d.i.  homogene  Functionen  der  XQ,x^y,.,^Xr 
von  nicht-verschunndender  Dimension, 

Wie  sich  die  hiermit  begründete  Betrachtungsweise  ausgestaltet^ 
werden  wir  weiterhin  wenigstens  in  einigen  Fällen  zu  untersuchen 
haben;  zunächst  nur  folgende  vorläufige  Mitteilungen: 

Der  Fall  i/  =  2,  d.  i.  derjenige  einer  Aenen  Curve  Cm  hat  bereits 
vor  längerer  Zeit  die  ausführlichste  Untersuchung  gefunden  und  ist 
auch  neuerdings  wiederholt  in  Betracht  gezogen.     Die  Behandlung  der 
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Abel'schen  Functionen^  wie  sie  von  Clebsch  und  Gordan  geliefert 
wurde*),  ist  gerade  auf  dieser  Grundlage  aufgebaut,  und  man  ver- 
gleiche wegen  der  Fortentwicklung  dieser  Richtung  namentlich  auch 
die  Vorlesungen  über  Geometrie  von  Clebsch**).  Auch  die  in  Bd.  I 
1.  c.  oft  genannten  Arbeiten  von  Brill  und  Nöther  legen  fast  durch- 
weg die  ebenen  Curven  Cm  der  Betrachtung  zu  Grunde,  und  nur  ganz 
vorübergehend  wird  gelegentlich  (wie  schon  bei  Clebsch)  von  den  Cm 
des  Raumes  R^  von  drei  Dimensionen  gehandelt 

Für  höhere  Zahlwerte  des  v  ist  bislang  in  dem  hier  in  Betracht 
kommenden  Sinne  wohl  nur  diejenige  Curve  ausführlicher  benutzt 
worden,  welche  wir  in  I  p.  569  als  „Narmaicurve  der  9)"  benannten. 
Wir  haben  in  diesem  Betracht  die  Abhandlung  von  Weber,  Über 
gewisse  in  der  Theorie  der  AbeVschen  Functionen  auftretende  Äusnahme- 
/aZte***),  sowie  diejenige  von  Nöther,  Über  die  invariante  Darstellung 
algebraischer  Functionen f),  zu  nennen.  Späterhin  wurden  durch  Klein 
in  der  bereits  wiederholt  genannten  Abhandlung  ^^Zur  Theorie  der 
AbeVschen  Functionen"  ff )  die  dort  entwickelten  allgemeinen  formen- 
theoretischen Ansätze  aufs  engste  an  die  Normalcurve  der  q>  ange- 
schlossen. 

Jetzt  aber  wolle  man  sich  erinnern,  dass  wir  1/  <=»  2  gar  nicht 
als  den  niedersten  für  uns  in  Betracht  kommenden  Fall  anzusehen 
haben  (cf.  I  p.  558).  Dieser  ist  vielmehr  durch  1^  »»  1  gegeben,  und 
damit  kommen  wir  auf  die  gewohnte  Gestalt  der  Riemann'schen  Theorie 
zurück,  wie  sie  auf  die  Betrachtung  einer  mehrblättrigen  Fläche  über 
der  Ebene  einer  zugehörigen  algebraischen  Function  0  gegründet  wird. 
Hier  hindert  uns  dann  nichts,  statt  z  =  Zy^  :  z^  die  homogenen  Yaria- 
belen  z^  und  z^  zu  gebrauchen  und  auf  sie  die  Darstellung  der  übrigen 
Grössen  des  Gebildes  zu  gründen,  insbesondere  auch  solcher  homogener 
Functionen  der  z^,  z^,  deren  Dimension  nicht  Null  ist.  Wir  werden 
dabei  nur  der  allgemeinen  Anschauungsweise  der  homogenen  Coordi- 
naten  a;^,...  getreu  bleiben,  wenn  wir  für  die  z^,  z^  vorschreiben, 
dass  sie  weder  unendlich  werden  noch  zugleich  verschunnden  sollen]  an 
dieser  Bestimmung  aber  soll  in  der  That  für  die  Folge  festgehalten  werden. 

Die  auf  die  z^,  z^  gegründete  Formentheorie  wollen  wir  nun  in 
den  nächstfolgenden  Paragraphen  ausführlicher  behandeln,  und  es  soll 

*)  In  ihrem  schon  genannten  Werke  „Theorie  der  AbeVschen  Functionen'^, 
Leipzig,  186& 

**)  Bearbeitet  and  herausgegeben  von  Lindemann,  Bd.  I,  Leipzig  1876. 
***)  Mathem.  Ann.  Bd.  13  (1878). 
t)  Mathem.  Ann.  Bd.  17  (1880). 
tt)  Mathem.  Ann.  Bd.  36  (1889). 
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dabei   über  die  Auswahl  der   algebraischen  Function  z   keinerlei   be- 
schränkende Bestimmung   getroffen  werden.     Die  auf  z^j  b^    basierten 
formentheoretischen  Entwicklungen  sind  es  in   erster  Linie    gewesen, 
welche  Hr.  Klein  a.  a.  0.  und  in  einer  Reihe  voraufgehender  Arbeiten 
(die  namentlich  die   hyperelliptischen  Gebilde  betreffen)  durchgebildet 
hat.     Doch    sind    daselbst    betreffs    der    Auswahl    der    algebraischen 
Function  z  gewisse  Beschränkungen  vorgeschrieben;  und  die  speciellen 
Riemann'schen  Flächen,  welche  solchergestalt  zu  Stande  kommen,  fan- 
den den  Namen  der  ^^kanonischen'' Riemann'schen  Flächen'^).  Inzwischen 
hat  es  für  die  folgende  Darstellung  keinen  Zweck ,  an  der  hierin  lie- 
genden Einschränkung  betreffend  die  Auswahl  des  z  festzuhalten^*); 
wir  werden  vielmehr  unter  z  =  s^:z^  eine  ganz  beliebige  algebraische 
Function  der  Fläche  verstehen.     Es  ist  dies   der  Standpunkt,  welchen 
Hr.  Hensel   in  Bd.  109   des  Journals  für  Mathematik '^^);  sowie  die 
Vorlesung  von  Klein  über  ^^Riemann'sche  Flächen'^  aus  dem  Winter- 
semester 1891/92  vertritt.     Die  enge  Beziehung  dieses  Standpunktes 
zu   den  Arbeiten  von  Eronecker^   bez.  der  Herren  Dedekind    und 
Weber   wird   sogleich   hervortreten.    Bei   dieser  Besprechung   bleibt 
zunächst  überall  die  zu  z  gehörende  Riemann'sche  Fläche  Fn  das  eigent- 
liche Fundament  unserer  Überlegung. 

Wie  sich  übrigens  die  am  Anfang  des  vorliegenden  Paragraphen 
berührte  Theorie  der  Modulformen  der  hiermit  besprochenen  allgemeinen 
auf  j?| ,  z^  gegründeten  Formentheorie  anschliesst,  werden  wir  bei  einer 
späteren  Gelegenheit  (zu  Beginn  des  übernächsten  Kapitels)  noch  kurz 
zu  betrachten  haben. 

§  5.    Von  den  algebraischen  Formen,  insbesondere  den  ganzen 
algebraisohen  Formen  G  {z^ ,  z^)  der  Fläche  F^ . 

Ist  w  irgend  eine  algebraische  Function  unseres  Gebildes ,  so 
werden  wir  W'z\  als  eine  zur  Fläche  Fn  gehörende  algebraische  Form 
der  Dimension  v  benennen,  wobei  v  irgend  eine  positive  oder  negative 
ganze  Zahl  sein  soll.  Falls  nicht  gerade  v  =>=  0  ist,  existiert  die 
Form  w*z\  natürlich  zunächst  nur  auf  unserer  particulär  gewählten 
Fläche  jFn;  sowie  auf  jeder  Fläche,  die  aus  Fn  durch  lineare  Trans- 
formation der   z  hervorgeht  (insofern  wir  diese  durch  eine  homogene 


*)  Man  sehe  die  weiter  unten  (§  7)  gegebenen  bezüglichen  Bemerkungen. 
**)  Für  die  Einschränkung  massgebend  ist  nämlich  die  Bezugnahme  auf  die 
Normalcnrye  der  9,  welche  im  Folgenden  zurücktritt. 

***)  Theorie  der  algebraischen  Functionen  einer  Veränderlichen  und  der  alge- 
braischen Integrale  (1891). 
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lineare  Transformation  der  js^y  z^  ersetzt  denken  können);  dagegen 
existieren  unsere  Formen  noch  keineswegs  auf  einer  Fläche  F^j  welche 
aus  Fn  durch  höhel-e  Transformation  entsteht.  Man  wolle  hieran  fest- 
halten^ um  die  Trag  weite  unsq^er  formentheoretischen  Betrachtungen 
von  vornherein  richtig  zu  bemessen. 

Der  Einfachheit  halber  denken  wir  die  Anordnung  so  getroffen, 
dass  bei  jsfg  =  0  d.  i.  bei  ^  =  oo  kein  Verzweigungspunkt  der  Fläche 
Fn  gelegen  ist,  was  ja  nötigenfalls  durch  lineare  Transformation  des 
z  leicht  erreichbar  ist.  Dann  ist  unmittelbar  evident,  dass  die  ,,Form'' 
z^  der  Fläche  Fn  auf  derselben  insgesamt  n  einfache  Nullpunkte  hat, 
und  man  folgert  daraus  ohne  weiteres  den  allgemeinen  Satz:  Für 
ehie  zur  Fläche  gehörende  algebraische  Form  v*^'  Dimension  übertrifft 
die  Gesamtzahl  einfacher  Nullpunkte  auf  Fn  um  den  Betrag  nv  die  Ge- 
samtzahl einfacher  UnstetigTceitspunkte* 

Diejenigen  unter  unseren  Formen,  welche  überhaupt  nicht  unend- 
lich werden,  bezeichnen  wir  jetzt  als  ganze  algebraische  Formen  der 
Fläche  Fn>  Infolge  des  eben  abgeleiteten  Satzes  wird  eine  ganze  alge- 
braische Form  1/**'  Dimension  insgesamt  nv  einfache  Nullpunkte  auf  Fn 
besitzen,  einen  Betrag,  den  wir  in  üblicher  Weise  als  Wertigkeit  der 
fraglichen  Form  bezeichnen.  Zu  den  ganzen  algebraischen  Formen 
der  Fn  gehören  insbesondenB  die  ganzen  rationalen  homogenen  Ver- 
bindungen der  z^yZ^^  wir  wollen  diese  Ausdrücke  hinfort  durch  g{z^,  z^ 
bezeichnen.  Aber  hiermit  sind  die  fraglichen  Formen  hoch  keineswegs 
erschöpft.  Erforderlich  ist  nur,  dass  eine  derartige  Form,  mit  z^^ 
multtpliciert,  eine  ganze  algebraische  Function  w  von  z  giebt,  welche 
unserem  Gebilde  angehört,  d.  i.  eine  solche  algebraische  Function  tVy 
deren  Unstetigkeitspunkte  ausschliesslich  auf  die  n  bei  ^ei  =>  oo  gelegenen 
Punkte  der  Fn  eingeschränkt  sind.  Solcher  ganzer  algebraischer  Func- 
tionen, die  sich  zumal  nicht  durch  z  rational  darstellen  lassen  sollen, 
können  wir  aber  auf  Grund  des  Riemann-Roch'schen  Satzes  gleich  be- 
liebig viele  nachweisen.  Diesem  Ulustande  Rechnung  tragend,  mögen  wir 
die  ganzen  algebraischen  Formen  der  Fn  allgemein  durch  G(z^,z^  be- 
zeichnen; dabei  soll  die  Dimension  v  in  den  z^,  z^  gelegentlich  als  oberer 
Index  am  G  vermerkt  werden,  während  wir  untere  Indices  zur  Unter- 
scheidung verschiedener  Formen  unserer  Art  bereit  stellen:  Gil!\z^^z^, 
Gi\^ij  ^2)1 ' ' ' '  *I^'®  ^(^n^a)  gehören  natürlich  alle  den  Giz^fZ^)  an, 
aber  sie  stellen  nicht  die  Gesamtheit  der  letzteren  vor*).  Für  die 
Dimension  1/  =  0  haben  wir   natürlich   nur   die   eine  Form  6r<^^  =  1 


*)  Abgesehen  von  dem  sehr  speciellen  Falle,  dass  wir  mit  einer  einblättrigen 
Fläche  zu  thirn  haben. 
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oder  etwas   allgemeiner  (z^^^  =  const.;  negative  Dimensionen  kommen 
für  die  gatiaen  Formen,  wie  man  bemerkt  haben  wird,  nicht  vor. 

Um  die  Bedeutung  der  ganzen  Formen  6(^1,^2)  nchtig  zu  über- 
blicken, wählen  wir  unter  den  unserem  Gebilde  angehörenden  ganzen 
algebraischen  Functionen  von  0  eine  einzelne,  Wy  aus,  welche  im  Verein 
mit  z  einen  einzelnen  Punkt  der  Fläche  Fn  zu  fixieren  gestattet.  Die 
Function  w  wird  nur  bei  jei  =  00  unendlich,  und  zwar  möge  der  höchste 
hierselbst  in  einem  einzelnen  Blatte  vorkommende  Unstetigkeitsponkt 
die  Ordnung  v  aufweisen.  Alsdann  wird  W'^l  eine  ganze  algebraische 
Form  der  Fn.  Nun  ist  nach  Voraussetzung  jede  algebraische  Function 
des  Gebildes  als  rationale  Function  R(tv,  z)  von  to  und  0  darstellbar. 
Indem  man  aber  B{w,  z)  in  Zähler  und  Nenner  spaltet,  die  in  w  mid 
z  ganz  sind,  und  indem  man  hernach  oben  und  unten  mit  einer  geeig- 
neten Potenz  von  z^  multipliciert,  ist  evident,  dass  jede  aUgäyraische 
Function  des  Oebüdes  und  demnach*  auch  jede  algebraische  Form  der 
Fläche  Fn  als  Quotient  zweier  ganzer  Formen  G{z^jZ^  darstellbar  ist 
Mit  den  G  {z^ ,  z^)  beherrschen  wir  also  das  Gesamtgebiet  der  alge- 
braischen Formen  unserer  Fn. 

Dass  übrigens,  wie  behauptet,  unsere  eigentlich  formentheoretischen 
Überlegungen  durchaus  der  particulären  Fläche  Fn  anhaften,  wird  man 
zwischendurch  bereits  bemerkt  haben.  60  ist  z.  B.  die  Wertigkeit 
unserer  ganzen  Formen  G{z^jZ^  stets  ein  Multiphim  von  n,  und  n 
bedeutet  doch  die  Blätteranzahl  der  zu  Grunde  liegenden  Riemann'schen 
Fläche.  Ist  Fm  eine  andere  Fläche  unseres  Gebildes,  errichtet  über 
der  /-Ebene,  so  könnte  man  freilich  durch  Abänderung  der  p.*485 
getroffenen  Festsetzungen  über  die  Variabilität  der  z^ ,  z^  oder  der 
z\,  z'i  der  anderen  Fläche  den  Connex  zwischen  den  beiden  Formen 
theorien  der  Flächen  Fn  und  Fm  ohne  besondere  Mühe  herstellen. 
Indessen  liegen  derlei  Betrachtungen  gar  nicht  in  der  Absicht, 
welche  man  bei  der  Einführung  der  Formentheorie  überhaupt  be- 
zweckt; dieselben  sollen  demgemäss*  auch  hier  ganz  ausser  Betracht 
bleiben. 

Bei  der  eingehenderen  Untersuchung  der  ganzen  Formen  G(Zi,z^^ 
wird  vor  allem  die  Frage  aufzuwerfeu  sein,  wieviel  linear-unabhängige 
Formen  G{z^yZ^  bei  der  einzelnen  Dimension  v  auftreten.  Dass  bei 
V  =  0  nur  die  eine  Form  G^^^  =  const.  auftritt,  wurde  vorhin  bereits 
bemerkt.  Für  v>0  aber  ergiebt  der  Riemann-Roch'sche  Satz  das 
nachfolgende  Resultat:  Es  giebt  auf  der  Fläche  Fn  genau: 

(1)  nv  — I?  +  T  +  1 

linear-unabhängige  ganze  algebraische  Formen  G^'\z^jZ^  der  v^^  Dimenr 
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sion;  dabei  bedeutet  r  die  Gresamtzahl  linear-unabhäugiger  ^^Formen'^^^)^ 
welche  in  den  n  bei  jgf^  «»  0  über  einander  liegenden  Punkten  der  JP„ 
je  im  Grade  v  yerschwinden.  In  der  That  ist  ja  der  Quotient  von 
(^^"^K^iy^i)  ^^^  V  ßi^6  algebraische  Function  der  Fläche,  welche  in 
den  n  Punkten  ^erj  =  0  der  Fläche  je  in  Ordnungen  <  v  uneudlich 
wird,  sonst  aber  endlich  bleibt.  Die  Mannigfaltigkeit  dieser  Func- 
tionen ist  aber  zufolge  des  Biemann-Roch'schen  Satzes  gerade  durch 
die  Anzahl  (1)  gegeben. 

Für  die  Darstellung  aller  ganzen  algebraischen  Formen  G{z^,  z^ 
unserer  Fläche  durch  einige  unter  ihnen  liefert  nun  die  Arbeit  von 
Dedekind  und  Weber,  Theorie  der  algebraischen  Functionen  einer 
Veränderlichen'*^'),  sehr  wichtige  Principien;  und  andrerseits  berühren 
wir  uns  hier  mit  Entwicklungen,  die  in  den  hierher  gehörigen  Arbeiten 
von  Eronecker,  Über  die  Discriminante  algebraischer  Functionen  einer 
Variabdn,  und :  Chrundssüge  einer  arithmetischen  Theorie  der  algebraischen 
Grössen'***)  eine  durchgreifende  Rolle  spielen.  Die  in  Rede  stehenden 
Gegenstände  kommen  freilich  bei  unseren  femerien  Untersuchungen 
explicite  nicht  weiter  vor;  immerhin  aber  werden  wir  bald  analoge 
Überlegungen  gebrauchen,  und  es  erscheint  daher  zweckmässig,  im 
nächstfolgenden  Paragraphen  mit  einigen  Worten  auf  dieselben  einzu- 
gehen. Wir  schliessen  uns  dabei  an  die  Terminologie  der  Herren 
Dedekind  und  Weber  an. 


§  6.     Darstellimg  aller  ganzen  Formen  G{z^,z^  durch  einige  unter 

ihnen.     Satz  von  der  Minimal baeis. 

Weiterhin  verstehen  wir  unter  den  n  conjugierten  Werten  einer 
algebraischen  Function  oder  Form  der  Fläche  diejenigen  n  Werte  der- 
selben, welche  in  n  über  einander  liegenden  Punkten  der  Fn  statt- 
finden. Sei  alsdann  w  eine  ganze  algebraische  Function  der  Fläche, 
welche  definiert  ist  durch: 

(1)  f(w,z)  =  0, 

und  welche  im  Verein  mit  z  den  einzelnen  Punkt  der  Fläche  zu  be- 
stimmen gestattet ;  die  Gleichung  (1),  welche  in  w  vom  n^°  Grade  ist, 
wird  alsdann  irreducibel  sein.  Die  n  conjugierten  Werte  von  w  seien 
w^,  W2, . . . ,  Wn]  aus  ihnen  bilde  man  die  Determinante: 


*)  Es  sei  gestattet,  hier  die  Bezeichnung  der  Formen  9 ,  welche  wir  erst  im 
übem&chsten  Paragraphen  einführen,  vorwegzunehmen. 
**)  Crelle's  Journ.  Bd.  92  (datiert  1880). 
***)  Crelle's  Journ.  Bd.  91  (1881)  und  Bd.  92  (1881). 


490      VI,  1.  Nene  Aasfühningen  zur  Theorie  der  algebraischen  Fnnctionen. 


deren  Quadrat  die  Discriminante  A  der  Gleichung  (1)  ist.  Da  diese 
Gleichung  irreducibel  ist,  so  haben  wir  in  A  eine  nicht  identisch  ver- 
schwindende rationale  ganze  Function  von  z. 

Sei  jetzt  w'  irgend  eine  andere  algebraische  Function  der  Fläche, 
deren  conjugierte  Werte  wir  wieder  wiy...,Wn  nennen.  Es  gelten 
dann  die  n  Gleichungen: 

f  wi  +  wi  -] [-tK  =  r^iz) , 

w^  wi  +  w^w%  -I h  WnWn  =  r^{z) , 


(3) 


Ita  7.nm  Pawaira   rliASAr  (rlAic.ViiiTiorATi.   Hrrs  linlrAr  T 


Man  bemerke  zum  Beweise  dieser  Gleichungen,  dass  linker  Hand  stets 
eine  symmetrische  Verbindung  von  n  conjugierten  Werten  gebildet 
ist;  eine  solche  ist  aber  in  z  immer  rational.  Durch  Auflösung  des 
Gleichungssystems  (3)  nach  w[, , . ,  ergiebt  sich  nun  leicht:  Jede  alge- 
braische Function  w'  der  Fläche  lässt  sich  in  der  Gestalt: 

(4)  w'  =  r^fj)  +  ^i(j2^)  •  «^  +  •  •  •  +  ^n-l (^)  •  tv'^~^ 

darstellen^  too  die  r{z)  rationale  Functionen  von  z  sind*).  Dabei  ist 
diese  Darstellung  von  w'  zufolge  der  Irreducibilitat  von  (1)  nur  in 
einer  einzigen  Weise  zu  leisten. 

Unter  v  verstehen  wir  jetzt  die  kleinste  positive  Zahl,  fQr  welche 
w-z^""  eine  ganze  Form  der  Fn  wird;  diese  Form  w-z^'"'  heisse  G(^i,  z^). 
Indem  man  hierauf  in  (2)  rechts  und  links  eine  geeignete  Potenz  von 
^2  als  Factor  hinzusetzt,  entspringt  leicht  der  Satz:  Jede  algebraische 
Form  und  also  insbesondere  jede  ganze  algebraische  Form  der  Fn  lässt 
sich  auf  eine  einzige  Weise  in  der  Gestalt: 

darstellen,  wo  die  r  rationale  homogene  Verbindungen  der  z^^z^  sind.  Wir 
benennen  in  diesem  Sinne  die  n  Formen  1,  6?,  G^, . .  .,  ö"-^  als  eine 
Basis  für  die  algebraischen  Formen  der  Fn  und  bezeichnen  diese 
Basis  symbolisch  durch  [1,  6?,  6?^  .  . .,  G"-^]. 

Den  hiermit  gewonnenen  Begriff  der  Basis  fassen  wir  gleich  noch 
etwas  allgemeiner.     In  der'That  wählen  wir  unter  den  ganzen  Formen 

(5)  beliebige  n  aus,  jedoch  so,  dass  die  n-gliedrige  Determinante  der 

*)  Jedoch  sind  mit  den  riz)  in  (4)  keineswegs  dieselben  Functionen  gemeint 
wie  im  Gleichungssystem  (3). 


VI,  1.  Nene  Ausführungen  zur  Theorie  der  algebraischen  Functionen.      491 

dabei  zur  Geltung  kommenden  n*  Formen  r{s^^B^  nicht  mit  Null 
identisch  ist.  Unter  dieser  Bedingung  lassen  sicih  offetihar  in  den  aus- 
gewählten Formen  G^yG^j.-.yGn  alle  übrigen  Farmen  der  Fn  wieder 
in  der  charakteristischen  Gestalt: 

(6)  r^{z,j  s^)  •  G,  +  r^{s^,  ^2)  '  G^2  H h  '*«(^n  ^2)  •  Gn 

darstellen;  wir  haben  also  auch  in  [Gj,  G^y . . .,  ö„J  eine  Basis  für  die 
Formen  der  Fn- 

Sind  die  n  conjugierten  Werte  der  Gk  für  den  Augenblick  mit 
Hülfe  doppelter  Indices  durch  Gk^i,  Gk,i, . . .,  Gjt.n  bezeichnet,  so  bilde 
man  die  Determinante: 

""ll;    ^21;  •  •  •;    ^nl 


(7) 


und  benenne  deren  Quadrat  als  Discriminante  A  (G^^ » • .  • ,  ^^*)  rf^ 
JSems  [G^f . . .,  Grt];  dieselbe  ist,  wie  man  aus  der  bisherigen  Entwick- 
lung leicht  entnimmt^  eine  nickt  identisch  verschwindende  rationcUe  ganze 
Iwmogene  Verbindung  der  z^yZ^i 

(8)  ^{G,,G,r"yGn)  =  g(z,,z,), 

die  eine  Dimension  >  0  aufweist 

Behalten  wir  die  Bezeichnung  g(Ziy^2)  ^^  ^^^  ganzen  rationalen 
homogenen  Verbindungen  der  ZiyZ^  bei,  so  wird,  sofern  wir  gleich 
die  eben  eingeführte  Basis  [G^, . . .,  Gn]  weiter  benutzen  wollen,  jeden- 
falls jeder  Ausdruck: 

(9)  ffiG.+g.G^  +  '-'  +  gnGny 

wenn  derselbe  nur  Homogen eität  in  z^ ,  z^  zeigt,  eine  ganze  algebraische 
Form  der  Fn  vorstellen.  Dieser  Satz  ist  jedoch  keineswegs  umkehrbar; 
in  der  That  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  es  Basen  [G^,  Gg,  . . .,  6r„] 
giebt,  in  denen  die  ganzen  Formen  der  Fn  zum  Teil  nur  erst  mit  nicht 
ganzen  Cofficienten  r  in  der  Gestalt  (6)  darstellbar  sind.  Die  hier- 
mit angeregte  Frage  nach  der  Darstellung  der  ganzen  Formen  wird 
nun  von  dem  folgenden  im  Centrum  dieser  ganzen  Theorie  stehenden 
Satze  beantwortet:  Es  giebt  jedenfalls  besondere  Basen,  in  denen  sidi 
alle  ganzen  Formen  G  der  Fn  in  der  Gestalt  (9)  darstellen  lassen.  Eine 
Basis  dieser  Art  benennt  Hr.  Klein  in  seiner  vorhin  genannten  Vor- 
lesung als  eine  MinimaUnisis,  eine  Bezeichnung,  die  wir  durch  Bezug- 
nahme auf  die  zur  Minimalbasis  gehörende  Discriminante  rechfertigen 
werden. 
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Auf  den  von  Dedekind  und  Weber  geführten  Beweis  der  Exis- 
tenz einer  Minimalbaais  gehen  wir  hier  um  so  lieber  in  Kürze  ein, 
weil  uns  weiter  unten,  wie  wir  schon  andeuteten,  die  gleichen  Gesichts- 
punkte unter  etwas  veränderten  Verhältnissen  noch  öfter  begegnen. 
Nehmen  wir  an,  es  seien  noch  nicht  alle  G  in  der  Gestalt  (9)  'dar- 
stellbar, so   giebt  es  wenigstens  eine  ganze  Form  der  Gestalt: 

wobei  nicht  alle  gk  zugleich  den  Factor  (^lOi  —  ^2^1)  aufweisen.  Zur 
Erleichterung  der  Überlegung  denken  wir  die  (tj,  ög, . . .  nach  anstei- 
gender Dimensionenzahl  angeordnet  und  nehmen  übrigens  a^^O  an ; 
sollte  aber  «2  =  0  sein,  so  wird  jedenfalls  a^^O  sein,  worauf  man 
nach  einfacher  Permutation  der  Indices  von  ;?i ,  z^  ^^®  ^^^  ^^  skizzie- 
rende Überlegung  durchführen  wird. 

Ist  die  Dimension  von  gt  durch  v*  bezeichnet,  so  können  wir 
vermöge  elementarer  Division  gjt  in  die  Gestalt  setzen: 

(1 0  9k  =  (^102  —  ^2«i)  •  9k  +  CkZ^''^ ; 

dabei  ist  gl  eine  Form  ^(^1,^2)  ^^^  Dimension  {vk  —  1),  und  es  ver- 
schwinden die  n  Constanten  Ck  zufolge  der  über  (10)  gemachten  Vor- 
aussetzung offenbar  nicht  alle.  Tragen  wir  jetzt  den  in  (11)  gelieferten 
Ausdruck  von  gk  in  (10)  ein,  so  ist  mit  (10)  offenbar  auch 

eine  ganze  Form  der  jP„;  die  v^,  Vj, . . .  aber  sind  positive  ganze  Zahlen, 
welche  die  Bedingung  i/j  ^  i/g  >  Vg  .  . .  befriedigen.  Indem  man  die 
Constanten  Coefficienten  c  in  der  Reihenfolge  c„,  Cn_i,...  durchläuft, 
sei  Ck  der  erste,  der  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  aufweist;  als- 
dann ist  auch  noch: 

(13)  g;^      ^*       _^cT\_A'-^G,_,  +  ..- 


Zi  a,  —  z^  ffj  ir/*  {Zi  o,  —  ^fj  Ol) 

eine  ganze  Form  der  F«. 

Indem  wir  jetzt  vom  Formensystem  G^j . .  ,,Gn  zum  System 
G'\, . . .,  G'n  fortgehen,  welches  gegen  das  erste  nur  insofern  geändert 
sein  soll,  dass  Gk  durch  G'k  ersetzt  ist,  so  werden  wir  zufolge  (13) 
auch  in  [G[,  G'^y . . , ,  Gn]  eine  Basis  besitzen.  Für  die  beiderseitigen 
Discriminanten  haben  wir  aber  nach  (7)  und  (13)  offenbar  die  Relation 

(14)  A(G„  G„  . . .,  Gn)  =  {z,a^  -  z,a,)\  A((?i,  •  •  -,  (?;). 

Die  Discriminante  A(G1, . . .,  G'^  ist,  wie  überhaupt  jede  Discriminante 
einer  Basis  ganzer  Formen,  selbst  wieder  eine  Form  g{z^y  z^),  und  also 
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war  notwendig  (sSiC^  —  z^ai)  quadratischer  Factor  der  Discriminaute 
A(6^i, . . .,  (?«)•  J^a.  nun  diese  letztere  Discriminante  zufolge  ihrer 
Gestalt  (8)  jedenfalls  nur  eine  begrenzte  Anzahl  quadratischer  Factoren 
aufweisen  kann,  so  wird  man  den  gekennzeichneten  Reductionsprocess 
auch  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Malen  ausöben  können.  Am  Schlüsse 
müssen  wir  offenbar  eine  Basis  erhalten,  bei  welcher  keine  einzige 
ganze  Form  mehr  ilie  Gestalt  (10)  aufweisen  kann;  diese  Basis  aber 
ist  dann  gerade  eine  Minimal basis*),  d.  h.  eine  Basis  von  kleinster 
Discriminante. 

§  7.    Formentheoretisohe  Darstellungen  der  Integrale  der  Fläche  F»* 

•  

Um  für  die  Integrale  der  Fn  den  vollen  Anschluss  an  die  soeben 

entwickelten  formentheoretischen  Principien  zu   gewinnen,   bilden  wir 
uns  zunächst  auf  der  Fläche  Fn  einen  homogenen  Differentialausdruck, 
den  wir  genau  nach  Art  des  in  der  Theorie  der  Modulformen  oft  ge- 
brauchten Differentials  co^do^  —  Ogt^^Oi  construieren. 
Wir  schreiben  nämlich: 

(1)  dt  =  ^irfjßfjj  —  z^djSi  =  —  z^dz. 

Um  mit  diesem  d^  bequem  rechnen  zu  können,  verabreden  wir  folgende 
auf  beliebige  Differentiale  der  Fläche  Fn  bezügliche  Sprechweise: 

Es  werde  die  Umgebung  eines  Punktes  e^  der  Fn  vermöge  der 
Function  w  der  Fläche  conform  auf  die  einfach  bedeckte  Umgebung 
des  Punktes  Wq  der  ec;- Ebene  abgebildet  In  diesem  Falle  sagen  wir, 
das  Differential  dw  sei  im  Funkte  Zq  der  Fn  endlich  und  von  Null  ver- 
schieden.  Ist  aber  dw'  irgend  ein  anderes  zur  Fn  gehörendes  Diffe- 
rential, so  sagen  wir,  es  verschunnde  dw'  im  Punkte  Zq  der  Fn  ii-fach, 
falls  in  erster  Annäherung  die  Gleichung  hesteJU: 

(2)  ^  =  const  (w  —  w^y, 

wo  die  Constante  endlich  und  von  Null  verschieden  ist.  Aus  der 
Angabe  des  Verhaltens  zweier  Differentiale  auf  der  Fläche  ist  dann 
unmittelbar  das  Verschwinden  und  Unendlichwerden  der  durch  ihren 
Quotienten  dargestellten  Function  oder  Form  abzulesen. 

Stellen  wir  nun  gleich  in  Übereinstimmung  mit  dieser  Verab- 
redung das  Verhalten  des  homogenen  Differentialausdrucks  dt  auf  der 

*)  In  der  Ero necker *8chen  Terminologie  drückt  sich  das  Sachverhältnis 
80  aus,  dass  die  Discriminante  einer  Minimalbasis  nur  noch  wesenUiche  Factoren 
aufweist;  dieselben  liefern  nämlich,  einzeln  gleich  Null  gesetzt,  diejenigen  Stellen 
der  xr- Ebene,  über  welchen  Verzweignngen  der  Fläche  Fn  gelegen  sind,  jede  dieser 
Stellen  mit  der  durch  die  VerzweiguDgsart  bedingten  Multiplicität 
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Fn  fest!  Bei  z  =  (x>  hat  man  w  etwa  =2"^  zu  setzen  und  findet 
di  =^  s^dw,  hier  also  bleibt  dl  endlich  und  von  Null  verschieden. 
In   einem   bei  z  =  z^  gelegenen  Yerzweigungspunkte,    in    welchem    x 

Blatter  zusammenhängen,  wird  man  fr  —  ir^  mit  ^z  —  e^,  identifi- 
cieren  können  und  findet: 

Indem  wir  zwischendurch  gleich  auch  noch  die  gewöhnlichen  Punkte 
der  Fläche  ohne  Mühe  erledigen  ^  ergiebt  sich  das  Resultat:  Ikis  ho- 
mogene  Differential  zweiter  Dimension  dl  ist  auf  der  Fläche  überall 
endlidhf  dasselbe  verschwindet  allein  in  den  Verzweigungspunkten,  ufid 
zwar  im  einzelnen  von  der  Ordnung  (x  —  1),  wenn  in  demselben  x  Blätter 
zusammenhängen. 

Im  Anschluss  hieran  lässt  sich,  wie  wir  beiläufig  erwähnen  wollen, 
der  Begriff  der  in  §  4  erwähnten  kanonischen  Flädien  Fn  leicht  an- 
geben. Man  frage  nach  der  Existenz  einer  ganzen  algebraischen  Form 
Vißi)  ^2);  welche  auf  der  Fläche  genau  in  derselben  Weise  verschwindet 
wie  dg.  Es  giebt  natürlich  höchstens  eine  Form  yis^^i^i)  dieser  Art 
(von  einer  multiplicativen  Constanten  abgesehen);  existiert  sie  aber 
wirklich,  so  nennen  wir  die  Fläche  Fn  eine  kanonische.  Der  Charakter 
einer  kanonischen  Fläche  kann  hiemach  dahin  angegeben  werden,  dass 

auf  derselben  ein  homogener  Differentialausdruck  —  existiert,  der  aUenir 

halben  endlich  und  von  Null  verschieden  ist.  Die  Gesamtordnung  des 
Verschwindens  von  y^^u^^)  auf  J^«  ist: 

(3)  ^{x-l)  =  2p-2  +  2n, 

WO  man  den  hier  rechter  Iland  gegebenen  Ausdruck  der  linksstehenden 
Summe  aus  Formel  (2)  in  I  p.  494  verificieren  wolle.  Nach  dem  Satze 
von  der  Wertigkeit  der  Formen  auf  Fn  wird  also  die  Dimension  v  von 
y  in  den  Zi  die  folgende  sein: 

'         n 
Die   Blätteranzahl   n   einer   kanonischen   Fläche  F„    ist   hiemach    ein 
Teiler  von  2p  —  2.  —  Inzwischen  verweisen  wir  wegen  der  weiteren 
Theorie  dieser  interessanten  Flächen  auf  die  genannte  Abhandlung  von 
Klein  in  Bd.  36  der  Math.  Annalen*). 

Zur  allgemeinen  Fläche  Fn  zurückkehrend,  stellen  wir  jetzt  leicht 
fest,   dass    das   Differential  dj   eines   Integrals   erster   Gattung  j   auf 

*)  Vergl.  ebenda  (pag.  23)  die  allgemeine  Begriffsbestimmniig  der  kano- 
nischen Curven  eines  beliebig  ausgedehnten  Raumes. 


VI,  1.   Neue  Ausführungen  znr  Theorie  der  algebraischen  Functionen.      495 

der  Fläche  überall  endlich  ist.  Benennt  man  also  im  Anschluss 
an  I  p.  543: 

(4)  %  =  9'(*i,  <s,) 

als  eine  „Form  9"  oder  auch  als  eine  Form  erster  Gattung  der  Fn,  so 
wird  eine  derartige  Form  auf  der  Fn  jedenfalls  nur  in  den  Verzwei- 
gungspunkten unendlich  werden,  und  zwar  im  einzelnen ,  allgemein 
zu  reden,  von  der  Ordnung  (x  —  1).  Zufolge  (3)  ist  demnach  die 
Gesamtordnung  des  Unendlichwerdens  einer  Form  9  auf  der  Fläche 
2p  —  2  +  2w.  Mit  Rücksicht  auf  die  Dimension  ( —  2)  von  9  er- 
geben sich  daraufhin  aus  dem  Wertigkeitssatze  {2p  —  2)  Nullpunkte 
für  9  auf  der  Fn]  dies  ist  mit  dem  bezüglichen  Resultate  von  I  p.  545 
in  Übereinstimmung. 

Natürlich  kann  man  die  Formen  erster  Gattung  auch  auf  indepen- 
dentem  Wege  definieren.  Jede  cUgdfraische  Form  ( —  2)**'  Dimension 
der  Fn,  welche  nur  in  den  Verssweigungsputikten  unstetig  wird,  und  zwar 
im  einzelnen  in  einer  Ordnung  <CXf  ist  eine  Form  erster  Gattung,  Solcher 
Formen  giebt  es  dann  auf  Fn  notwendig  gerade  p  linear-unabhängige, 
und  in  ihnen  stellen  sich  die  Integrale  erster  Gattung  vermöge  der 
Gestalt  dar: 

(5)  i=/9(^n^»)-rf& 

Bei  den  Integralen  dritter  Gattung  Q|f;  müssen  wir  an  der  oben 
begründeten  Auffassung  festhalten,  dass  wir  das  einzelne  Integral  als 
Function  der  beiden  unabhängig  veränderlichen  Stellen  x,  |  ansehen. 
Indem  wir  also  das  Differential  d^y  gebildet  für  einen  besonderen 
Wert  0  der  unabhängigen  Variabelen,  durch  d^  bezeichnen,  haben 
wir  zumal  für  unsere  Integrale  dritter  Gattung  die  beiden  ,,partiellen^ 
Differentiale  d^x)  ^fe  zu  unterscheiden.  Um  von  öl?  zu  einem  Aus- 
druck zu  gelangen,  der  sowohl  von  der  Stelle  x  wie  g  der  Fläche  al- 
gebraisch abhängt^  müssen  wir  ssummal  differenzieren  und  haben  in 

eine  von  den  beiden  Stellen  x  und  ^  der  FUUJie  abhängende  algebraiscJie 
Form  (—  2)*^'  Dimension. 

Untersuchen  wir  jetzt  gleich  den  Charakter  dieser  Form  (6)  näher! 
Bei  stehendem  Werte  der  einen  Yariabeln  wird  die  Form  (6),  in 
Abhängigkeit  von  der  anderen  Stelle  gedeutet,  (x — l)-fach  cx)  in 
jedem  Yerzweigungspunkte.  Ausserdem  aber  kann  Unendlichwerden 
nur  bei  Coincidenz  der  beiden  Stellen  x  und  |  eintreten,  und  zwar  ver- 
hält sich  dann  die  Form  (6)  zufolge  §  l  wie: 
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wo  die  ausgelasseuen  Glieder  bei  Coincidenz  von  x  und  ^  endlich 
bleiben.     Es  wird  hiermit  evident,  dass  wir  in 

CO  (.x,U-x,^y^^l^^W{x,i) 

eine  von  zwei  Stellen  der  Fläche  algebraisch  abhängende  Functum  von 
folgenden  Eigenschaften  haben:  sie  wird  als  Function  jeder  der  beiden 
Stellen  im  einzelnen  Vereweigungspunkt  (x  —  lyfach  unendlich,  und  sie 
verschunndet  bei  Coincidenz  der  ,^rgumente^^  x  und  g  in  allen  n  BläUem 
der  Fn  je  zweifachy  mit  Ausnahme  eines  einzelnen  BlaMes,  uh)  sie  endlich 
bleibt  Da  sonstige  Unstetigkeitspunkte  nicht  auftreten ;  so  bleiben 
nach  dem  Wertigkeitssatze  noch  2p  Nullpunkte  von  V  unbekannt. 
Hierbei  wolle  man  bemerken,  dass  zufolge  (7)  §  2  die  Function  V 
noch  j^  unbestimmte  Constante  enthält.  Jener  Formel  entspricht  es 
in  der  That  genau,  wenn  wir  die  allgemeinste  Function  ^(rr,  g)  aus 
irgend  einer  particulären  V(a:,  |)  in  der  Gestalt  zusammensetzen: 

(8)   r{x,l)  =  ^{x,l)  +  {x,U  -  x,^,y2c,„p,(i„  g,)  .  ,,,(ar„  a:,), 

I.A. 

was  ja  aus  (7)  §  2  vermöge  unserer  jetzigen  Formel  (7)  unmittelbar 
hervorgeht. 

Jede  der  hiermit  erhaltenen  Functionen  V{z,z')  zweier  Punkte 
z,  z  der  jP»  soll  jetzt  als  eine  zur  Fn  gehörende  Function  dritter  GtUtung 
benannt  werden.  Es  ist  leicht  ersichtlich,  dass  dieselbe  durch  die  an- 
gegebenen Eigenschaften  völlig  charakterisiert  ist.  In  der  That  weist  man 
umgekehrt  leicht  nach,  dass: 


n  y 
ein  Integral  dritter  Gattung  der  Fn  ist.     Diese  Formel  nun  liefert  uns 
also  das  formentheoretisdie  Bildungsgesetz  für  die  Integrale  dritter   Gat- 
tung der  Fläche  Fn- 

Die  Integrale  zweiter  Gattung  ordnen  sich,  wie  schon  im  §  1  am 
Schlüsse  bemerkt  wurde,  in  den  jetzigen  Gedankengang  einfach  da- 
durch ein,  dass  wir  die  Q^^  allein  nach  der  Stelle  g  differenzieren. 
In  der  That  ist: 

(10)  ^.  =  -f^ 

ein  Integral  der  Fn  mit  nur  einetn  bei  g  gelegenen  algebraischen  Un- 
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Stetigkeitspunkt  erster  Ordnung.  Sollen  wir  zur  besseren  Unterschei- 
dung statt  durch  5  den  „Parameter"  des  Integrals  zweiter  Gattung 
durch  t  bezeichnen,  so  ivird  sich  aus  (9)  als  formentlieoretisclies  Bildungs- 
gesetz des  Integrals  zweiter  Gattung  Zt  das  folgende  ergeben: 

X 


u 


Dieses  Integral  ist  in  Zi^z^  von  nullter  Dimension,  dagegen  weist  es 
in  t^ft^  die  Dimension  ( —  2)  auf;  es  ist  also  nicht  eine  Function, 
sondern  eine  Form  der  Unstetigkeitsstelle  t 

Ist  (1)  insbesondere  das  Normalintegral  zweiter  Gattung  mit  dem 
Parameter  t,  so  ergiebt  sich  aus  (2)  §  2  als  Periodenschema  desselben 

0,  0, .  .  .,0  I  2i7t(pi(t^,t2)y .  .  .,2i7t(pp(fiyt^)y 

wobei  die  q>  die  j,normalen^^  Formen  erster  Gattung  sind.  Hier  also 
haben  wir  nun  in  homogener  Gestalt  die  Resultate  von  I  p.  532 
wiedergewonnen. 

§  8.     Notizen  über  die  auf  eine  ebene  Gurve  8xi  gründende 

Formentheorie. 

Unter  den  allgemeinen  Ansätzen  des  §  4  folgte  auf  den  eben  be- 
handelten Fall  der  Fn  derjenige,  welcher  eine  ebene  Curve  zur  Grund- 
lage für  die  Einführung  der  Formentheorie  machte.  Es  ist  interessant 
zu  vergleichen,  in  wie  weit  sich  bei  der  Durchführung  des  hiermit 
gemeinten  Ansatzes  die  soeben  auf  der  Fn  entwickelten  formentheore- 
tischen Gesichtspunkte  wieder  vorfinden.  Dabei  betrachten  wir  aber 
nur  den  allereinfachsten  Fall,  dass  nämlich  die  ebene  Curve  C»  singulare 
Punkte  überhaupt  nicht  aufweist  Einzig  dieser  Fall  wird  nämlich  bei 
unseren  späteren  Untersuchungen  (im  sechsten  Kapitel)  zur  Geltung 
kommen;  im  übrigen  verweisen  wir  auf  die  in  §  4  genannten  Arbeiten 
über  den  fraglichen  Gegenstand.  Wir  betonen  hier  von  vornherein, 
dass  der  Charakter  unserer  nachfolgenden  Überlegungen  ein  etwas  all- 
gemeinerer ist,  als  er  den  hier  in  Betracht  kommenden  Entwicklungen 
der  Geometer  innewohnt  Dies  kommt  sogleich  bei  der  Definition  der 
ganzen  Formen  zur  Geltung;  und  es  ist,  wie  man  leicht  sehen  wird, 
die  fragliche  Abweichung  von  der  herkömmlichen  Darstellung  der 
Geometer  in  dem  engeren  Anschluss  an  Riemann  bedingt,  den  unsere 
Überlegung  nimmt. 

Es  sei  die  zu  Grunde  liegende  Curve  w***'  Ordnung  C«  dargestellt 
durch  die  Gleichung: 

Klein- Frioko,  Modulfunrtinnon.  II.  32 
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Jede  algebraische  Function  des  Gebildes  ist  alsdann  eine  rationale 
homogene  Function  nullter  Dimension  der  Xij  and  wir  definieren  dem- 
entsprechend als  die  algebraischen  Formen  unseres  Gebildes  die  homo- 
genen rationalen  Verbindungen  der  Xi  von  beliebiger  Dimension  v,  Ist 
eine  solche  Form  auf  der  Gurve  Cn  überall  endlich,  so  heisse  sie 
eine  ganze  algebraische  Form  auf  der  C«  und  werde  speciell  durch 
G{x^jX2,x^  bezeichnet.  Hierher  gehören  insbesondere  die  homogenen 
ganzen  rationalen  Verbindungen  der  Xy  die  wir  giß^yX^yX^)  nennen; 
aber  es  ist  zunächst  eine  offene  Frage,  ob  neben  diesen  g  aucli  noch 
weitere  Formen  G  existieren  mögen  oder  nicht. 

Um  den  Sinn  dieser  Frage  an  einem  Beispiel  zu  ermessen,  nehme 
man  für  den  Augenblick  an,  die  Curve  Cn  habe  einen  Doppelpunkt. 
Auf  einer  Riemann'schen  Fläche  Fm,  auf  welche  wir  die  C»  abbilden 
mögen ;  wird  jener  Doppelpunkt  0wei  getrennt  liegende  Punkte  js^,  g^ 
liefern;  und  nun  bemerke  man,  dass  in  den  beiden  unterschiedenen,  im 
Doppelpunkt  coincidierenden,  Stellen  unseres  Gebildes  (7»  jede  Form 
g{Xi,  X2,  x^)  gleiche  Werte  aufweist  Es  lassen  sich  aber  ohne  Mühe 
Formen  G{xi)  nachweisen,  welche  an  den  beiden  fraglichen  Stellen 
keine  gleichen  Werte  aufweisen,  und  welche  eben  deshalb  nicht  als 
Formen  g(xi)  darstellbar  sind. 

Im  Gegensatz  zu  diesen  Verhältnissen  gilt  nun  für  unsere  singu- 
laritätenfreie  ebene  Curve  Cn  der  Satz,  dass  ihre  sämtlichen  ganeen 
Formen  G{xi)  bereits  von  den  g(xi)  geliefert  werden.  Indessen  werden 
wir  diesen  Satz  erst  nach  Erledigung  einiger  Zwischenbetrachtungen 
beweisen  können,  welche  letztere  übrigens  auch  an  sich  wichtig  sind. 

Wir  werden  vor  allem  das  Geschledd  p  unseres  Gebildes  be- 
stimmen wollen  und  wählen  uns  zu  dem  Ende  in  der  Ebene  der  C, 
einen  Punkt  mit  den  Coordinaten  Ci,C2,Cq  aus,  der  den  beiden  folgen- 
den Bedingungen  zu  genügen  hat:  es  soll  der  Punkt  (c,)  nicht  auf 
der  Curve  Cn  liegen,  und  überdies  sollen  unter  den  n(n  —  1)  Tan- 
genten von  (Ci)  an  die  Curve  keine  zwei  coincidieren,  eine  Bedingung, 
der  leicht  Genüge  geschieht.  Ist  (o,)  irgend  ein  zweiter  Punkt,  so 
soll  eine  dreigliedrige  Determinante  wie: 

I  0?^ ,  a, ,  Cj 

stets  abgekürzt  durch  (x^ya^yC^)  bezeichnet  werden.     Man  wird  darauf- 
hin das  Geradenbüschel  mit  dem  Centrum  (d)  durch: 

(2)  (Xi,  «i,  Cg)  —  ^  .  (x^y  fc„  c,)  =  0 

darstellen   können,  wo   die  beiden  Punkte   (a,),  (/>,)  der  Coordinaten- 


(Ci, 

«,,  dx,) 

dx-i 

+ 
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ebene  einzig  der  Bedingung  zu  genügen  haben ,  mit  (d)  nicht  auf 
einer  Geraden  zu  liegen.     Umgekehrt  stellt: 

^  ___  (gl ,  a>  1  €3) 

\Xi )  0)  ,  C3 ) 

auf  der  (7„  eine  n-wertige  Function  dar,  welche  die  C«  auf  eine  n-blätt- 
rige  Fläche  Fn  abbildet.  Die  Verzweigungspunkte  dieser  Fn  werden 
von  den  n(n  —  1)  Berührungspunkten  der  von  (c,)  an  die  Cn  gehenden 
Tangenten  geliefert,  und  im  einzelnen,  dieser  Punkte  hängen  zufolge 
unserer  Annahme  stefs«0t^ei  Blätter  zusammen.  Nach  bekannten  Regclv 
ergiebt  sich  daraus  als  Geschlecht  unserer  Bieniann' sehen  Fläche: 

(3)  p  =  (i^^l^A) . 

Auf  Grund  dieser  Formel  nehmen  wir  n  >  2  an,  um  nicht  mit  einem 
Gebilde  des  Geschlechtes  |)  =  0  zu  thun  zu  haben.  — 

Das  merkwürdigste  Element  der  auf  die  C„  gegründeten  Formen- 
theorie ist  der  nachfolgende  bereits  von  Aronhold*)  angegebene 
Differentialausdruck  —  (n  —  3)*®'  Dimension: 

(4)  dl  =  - 

in  welchem  die  c  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  in  der  Ebene 
der  Cn  sind.  Man  kann  leicht  zeigen**),  dass  der  Wert  des  Differentials 
d|  auf  der  Cn  unabhängig  von  der  Auswahl  des  Punktes  (ci)  ist.  Der 
Nenner  von  d|  wird  oflFenbar  auf  der  Cn  nur  in  den  Berührungspunkten 
der  Tangenten  von  (ci)  aus  verschwinden.  Diese  Stellen  liefern  aber 
gerade  auch  die  Yerschwindungspunkte  des  Zählers  von  dl,  insofern 
nur  für  diese  Stellen  die  drei  Punkte  (ci),  (xi)y  (xi  +  dxi)  in  einer 
geraden  Linie  liegen.  Man  findet  durch  solche  Überlegung,  dass  das 
Differential  —  (n  —  3)*®"  Dimensiofi  dl  auf  der  ganzen  Cn  „endlich  und 
von  Null  verschieden^^  ist***). 

Sei  jetzt  G^'*^^^(xi)  irgend  eine  ganze  algebraische  Form  (n  —  3)**' 
Dimension  der  6«,  so  wird  oflFenbar  G^»*— 3)  •  dl  ein  überall  endliches 
Differential  nullter  Dimension  auf  der  Cn  vorstellen;  wir  schliessen,  dass: 

(5)  j=jG"'--'^{xt)-di, 

längs  der  Curve  Cn  erstreckt,  ein  überall  endliches  Integral  liefert  und 
finden  umgekehrt  leicht,  dass  sich  jedes  Integral  erster  Gattung  in  der 
Gestalt  (5)   darstellen  lässt.    Insbesondere   bilde  man  nun  die  zu   den 

*)  Berliner  Monatsberichte  von  1861. 
**)  Siehe  z.  U.  Clebsch-Gordan,  1.  c.  pag.  1. 
**♦)  Hiemach  liefert  die  ebene  C^  ein  einfaches  Beispiel  einer  „kanonischen"  Curve. 

32* 
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rationalen  ganzen  Formen  p<'»— *)  gehörenden  Integrale  j  und  bestimme 
die  Anzahl  linear -unabhängiger  Integrale  j  dieser  Art.  Da  der  allge- 
meine Ausdruck  ^('»— 8>  im  ganzen  gerade ""  •  -  =  p   Glieder 

hat,  so  finden  wir,  als  zu  den  ^(«— ^)  gehörig,  bereits  p  unabhängige 
Integrale  j]  dieses  aber  heisst:  Die  gangen  Formen  G^""^^  der  Dimen- 
sion (n  —  3)  auf  der  Cn  sind  bereits  durch  die  in  den  Xi  raUonalen 
ganzen  ^»— ^^  erschöpft*). 

Eine  einzelne  Gleichung  ^<'»—^)  =  0  hat  man  in  der  Ebene  als 
eine  Curve  (n  —  3)*®'  Ordnung  6«_3  zu  deuten.  Der  Sinn  der  ganzen 
Zahl  X,  welche  im  Riemann-Roch 'sehen  Satze  irgend  einem  System  von 
m  Punkten  der  Grundcurve  C«  zuerteilt  wird,  ist  hiernach  der,  dass  % 
die  Anzahl  linear-unabluingiger  Curven  Cn—z  istj  welche  alle  ztigleicfi  durdi 
jene  m  Punkte  der  Grundcurve  hindurchgehen.  Wir  wollen  daraufhin^ 
gleich  abzählen,  wie  gross  die  Zahl  r  für  den  Schnitt  der  C«  mit 
rCj*  =  0,  d.  i.  für  das  v-fach  gezählte  Schnittsystem  der  C„  mit  der 
Coordinatenaxe  a^  =  0  ist.  Für  v>  n  —  3  haben  wir  natürlich  r  =  0. 
Soll  aber  eine  Curve  einer  Ordnung  <  n  durch  die  n  Schnittpunkte 
der  Cn  mit  der  Geraden  x^  =  0  gehen,  so  muss  sie  diese  Gerade  voll- 
ständig enthalten.  Man  folgert  daraus,  dass  eine  Cn—s,  welche  durch 
die  nv  Schnittpunkte  von  Cn  und  x^^  =  0  geht,  in  die  v-fach  zählende 
Gerade  x^  =  0  und  eine  6«— ,—3  zerfallt.  Daraufhin  ergid)t  sich  als 
die  gesuchte  ZaJü  x  im  FaUe  v  <  n  —  3: 

(6)  ^  =  («-J?-2)^'»-»'-'). 

Wir  kehren  nun  zur  allgemeinen  Betrachtung  unserer  ganzen 
Formen  G^*^  zurück  und  bestimmen  aus  dem  Riemann-Roch'schen 
Satze  die  Anzahl  6y  der  linear-unabhängigen  6f(*^)  für  die  einzelne  Di- 
mension 1/  zu  nv  —  2)  -f-  r  -f-  1.  Trägt  man  für  p  und  x  die  berech- 
neten Werte  ein,  so  folgt  für  1/  >  w  —  3: 

in  —  1)  in       2)    ,     , 

wogegen  für  v  <  n  —  3: 

(w  —  1)  (n  —  2)    ,    (n  —  V  —  1)  (n  —  V  —  2)    ,     ^ 

(Sy  =  nv  —   ^         -  4-    -    —    --        -  -  — ^  -^-  1 

.  2  '  2  "^ 

ist.     Nach  kurzer  Rechiiung  setzen  sich  die  so  gewonnenen  Ausdrücke 
von  6y,  um  in  die  Gestalten: 

*)  Wegen  der  Bildung  der  Integrale  2*«' und  3*®' Gattung  sehe  man  Clebsch- 
Gordan,  1.  c.  p.  1  tt'.  sowie  auch  Clebsch-Lindemanu,  Vorles.  über  Geometrie 
Bd.  l  p.  789  ff.  * 
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(7)  <,,  =  (.'-+ ^)J^-!)  _  (v-n+^mv-n  +  2)  ^^^  ^  >  „  _  3  ^ 

(8)  „,  =  ('  +  ^>J''  +  ^)fürv<«-3. 

Für  v  =  n  —  1  und  n  —  2  liefern  beide  Formeln  (7)  und  (8)  den 
gleichen  Betrag;  man  kann  also  auch  die  Formel  (8)  auf  alle  i/ <  n 
beziehen,  worauf  dann  (7)  allein  noch  für  v>  n  gilt. 

Auf  der  anderen  Seite  bilde  man  bei  vorgegebenem  v  die  Formen 

</<'\     Im    allgemeinen    Ausdruck    g^*^  sind   -  }—^       unabhängige 

Coefficienten  enthalten.  Aber  man  bemerke,  dass  für  v  ^  n  der  ein- 
zelne Ausdruck  g^*^  auf  der  C«  stets  die  nämliche  Form  liefert  wie 

(9)  f//'>  =  i7<"  +  /'-S' •■'--', 

wobei  f  die  linke  Seite  der  Curvengleichung  (1)  ist,  während  r/^*~'*^ 
ein   völlig   willkürlich   bleibender  Ausdruck  {v  —  n)*®'  Dimension  ist. 

Da  aber  (/(^— ")  noch  V^-^^^tJ_^."~  ^  llJ  Coefficienten  enthält,  so 
können  wir  ohne  Änderung  der  Form  g^*^  im  Ausdruck  des  g^*^  durch  Xi 
{v-n-^   ny  —  n-\-  )  CQgfgßjgjj^Qji  jnjt  beliebig  zu   wählenden  Werten 

ideutificieren.  Indem  wir  zusammenfassen,  folgt,  dctös  die  Gesamtzahl 
linear-unabhängiger  g^*^  bei  der  einzelnen  Dimension  v  genau  die  in  (7) 
bez,  (8)  angegd)ene  Anzahl  öy  ist,  falls  wir  nur  noch  nachweisen  können, 
dass  für  zwei  Ausdrücke  g^*^  und  g^^^\  welche  auf  der  Grundcurve 
f=  0  die  gleiche  Form  darstellen,  notwendig  die  Identität  (9)  besteht. 

Diese  letztere  Behauptung  wird  aber  selbstverständlich  durch  Hin- 
weis auf  den  Umstand,  dass  die  Gleichung  g^""^  — g^^^  =  0  entweder 
identisch  erfüllt  sein  muss  oder  eine  Cp  darstellt,  welche  die  (7,  als 
Bestandteil  enthält.  Es  ist  auf  diesem  Wege  unser  obiger  Satz,  dass 
auf  der  singularitätenfreien  Curve  Cn  die  G^""^  bereits  vollständig  durch 
die  g^^"^  geliefert  werden,  zur  Evidenz  gebracht. 

Wir  haben  die  vorstehende  Entwicklung  so  ausführlich  gegeben, 
weil  dieselbe  bei  den  sonst  üblichen  Darstellungen  der  Geometer  nicht 
in  der  hier  vorliegenden  Gestalt  zur  Geltung  gelangt.  Die  Geometer 
beginnen  gar  nicht,  wie  wir  hier,  mit  dem  Begriff  der  allgemeinsten 
algebraischen  Function,  die  zu  einem  Gebilde  gehört,  oder  des  allge- 
meinsten zugehörigen  überall  endlichen  Integrals;  vielmehr  beginnen 
sie  mit  den  rationalen  ganzen  Verbindungen  der  Xi,  die  wir  g  nannten, 
und  bilden  von  ihnen  aus  die  Integrale: 

(10)  fg^-'K^d-dl, 

deren  Anzahl  sie  p  nennen.     Dann  aber  haben  sie  hinterher  die  In- 
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variauz  der  so  definierten  Zahl  j),  bez.  diejenige  der  Integrale  (10), 
gegenüber  rationaler  Transformation  noch  besonders  nachzuweisen.  So 
nehmen  überhaupt  die  sämtlichen  Sätze  der  Theorie  bei  der  Darstellung 
der  Geometer  eine  ganz  andere  Anordnung  an,  und  insbesondere  ist  die 
Folge,  dass  einige  Sätze,  deren  Beweise  bei  ihnen  schwer  sind^  fär  uns 
hier  leicht  werden  und  umgekehrt. 

Um  ein  Beispiel  anzuführen,  so  wird  für  unsere  C«  der  sog.  JRes^ 
satz*)  äusserst  selbstverständlich;  wir  wollen  denselben,  wie  folgt, 
formulieren:  Liegen  irgend  zwei  (im  Sinne  voti  I  p.  562)  äquivalente 
Systeme  zu  je  m  Punkten  d<yr  Curve  vor,  und  wird  das  erste  unter  Urnen 
durch  weitere  ft  Punkte  der  0»  zu  dem  Nullpunktsystem  einer  Farm 
Ui^'K^i)  ^ffänzt,  so  ergänzen  eben  jene  (i  Zusatzpunkte  auch  das  zweite 
jener  beiden  äquivalenten  Systeme  zu  dem  Nuüpunktsystem  einer  Form 
//o^*^(rr,)  der  Dimension  v.  Zum  Beweise  brauchen  wir  nur  auf  die 
tH- wertige  algebraische  Function  tv  zurückzugehen,  deren  nt  Null- 
punkte in  den  m  Punkten  des  zweiten  Systems  gelegen  sind,  während 
die  Unstetigkeitspunkte  die  m  Punkte  des  ersten  Systems  bilden.  Das 
Product  (/i^*^  •  w  ist  dann  sicher  eine  ganze  Form  v*®'  Dimension  ffC'  >  und, 
da  alle  diese  Formen  bereits  durch  die  rationalen  ganzen  ^*)  geliefert 
werden,  so  ist  auch  gi^'^'W  eine  solche.  Diese  Form '^/*)- «(;,  die  wir 
nun  ^2^*^  nennen,  ist  es  aber  gerade,  deren  Existenz  der  Restsatz  be- 
hauptet. 

§  9.     Die  Primform  P{Xj  y)  und  ihre  Fundamentaleigensohaften. 

Nach  dem  Excurse  über  die  Formentheorie  auf  temärer  Basis 
^1,  *2>  ^'s  kehren  wir  .zur  Fläche  Fn  und  damit  zur  Formentheorie 
x^^z^  zurück.  Es  gilt  jetzt,  die  Ableitung  des  wichtigsten  Hülfsmittels 
unserer  künftigen  Untersuchungen  zu  bringen,  nämlich  der  zur  Fläche 
Fn  gehörenden  Weierstrass'schen  Primfunction,  die  wir  jedoch  gleich 
in  der  von  Klein  angegebenen  Weise  zur  Primform  P(x,  y)  aus- 
gestalten**). 

Zu  diesem  Ende  bilden  wir  das  zur  Fn  gehörende  Integral  3*" 
Gattung  mit  den  Parametern  x^  y,  wobei  wir  über  die  Normierung 
dieses  Integrals  Qx^y  vorab  noch  gar  keine  nähere  Bestimmung  treffen 
wollen.    Das  Besondere  soll  nun  sein,  dass  wir  die  Grenzen  des  Inte- 

*)  Cf.  die  für  die  geometrische  Grundlegung  der  fraglichen  Sätze  fundamen- 
tale, in  I  oft  genannte  Arbeit  von  Brill  und  Not  her,  in)er  algebraische  Func- 
tionen und  ihre  Anwendung  in  der  Geometriey  Math.  Ann.  Bd.  7  (1873). 

**)  Eine  sehr  gründliche  UnterBuchung  der  Primform  im  Falle  der  hyperellip- 
tiachen  Gebilde  hat  Hr.  liurkhardt  in  seinen  „Beiträgen  zur  Theorie  der  hj/perel- 
liptischen  Sigmafunctiofien''  geliefert,  Math.  Ann.  Bd.  32  (1888). 
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grals  in  unmittelbarer  Nähe  der  Punkte  y  bez.  x  auf  der  JP«  wählen, 

so  dass  es  sich  um  den  Ausdruck  ^,y ''**^  *'  handelt,  wo  dx  und  dy 
sowie  die  bezüglichen  Integrationswege  gegen  Null  convergieren  sollen. 
Von  hier  aus  gehen  wir  endlich  noch  zur  Exponentialgrosse : 

(1)  E(x,y)=le'''  J 

Über,  und  die  merkwürdigen  Eigenschaften  dieser  letzteren  zu  zeigen, 
ist  unsere  nächste  Aufgabe. 

Indem  wir  vorab  z.  B.  aus  (9)  p.  496  mühelos  die  Regel 

(2)  E{y,x)  =  E(x,y) 

entnehmen^  bemerken  wir  vor  allem,  dass  die  Eigenschaften  von  E{x,  y) 
gegenüber   eindeutiger  Transformation   der  Riemann'schen   Fläche  Fn 

invariant  sind,  wie  denn  überhaupt  die  Integrale  ^^  unseres  Gebildes 
mit  ihren  sämtlichen  Eigenschaften  von  der  besonderen  Fläche  2^„, 
die  wir  zu  Grunde  legen  mögen,  völlig  unabhängig  sind.  Wenn  wir 
demnach  bei  der  Untersuchung  von  E(x,y)  für  einzelne  Punktepaare 
X,  y  annehmen,  dass  weder  x  noch  y  ein  Verzweigungspunkt  der  F^ 
sei,  so  hat  dies  gleichwohl  für  das  entspringende  Resultat  unserer 
Überlegung  keinerlei  Einschränkung  im  Gefolge. 

Um  jetzt  die  Grösse  E{Xf  y)  in  eine  der  Untersuchung  zugäng- 
liche Form  zu  bringen,  gehen  wir  auf  die  in  p.  483  bewiesene  Formel: 

(^\  Voi'*''»'*'  =.  loe  (^^°^- 1)  (y<">-  n) 

(3)  2>^(ü,n        =-  '«g  (^(o,_  ^) (j,(o)_  j) 

zurück,  wo  einerseits  die  n  Punkte  aP\  x^^\...,  a:<'»— 0  in  der  Fn  über 
einander  liegen,  andrerseits  aber  auch  die  w  Punkte  y^®^  .  . .,  y^''""^^ 
während  über  die  Integrationsbahnen  die  1.  c.  gegebenen  Bestimmimgen 
gelten.  In  (3)  schreibe  man  nun  ^  =  x,  rj  =  y  und  lasse  sodann  auf 
Fn  die  Stellen  x^^\  y^^^  in  unmittelbare  Nähe  von  x  bez.  y  rücken, 
indem  man  insbesondere  o;^^^  =  a;  +  rf^;  j/®^  =  y  +  dy  einträgt;  die 
Stellen  x^^\  , .  .,  xf^''~^^  sind  alsdann  die  (n — 1)  über  x  gelegenen 
Punkte  der  Fn,  während  die  (n —  1)  Punkte  y^*^  . . .,  y^"""^^  über  y 
liegen.     Formel  (3)  liefert  daraufhin  unmittelbar: 

wobei  wir  rechter  Hand  sogleich  die  homogene  Schreibweise  einge- 
führt haben.  Weiter  aber  gewinnen  wir  für  E(Xj  y)  die  nachfolgende 
Darstellung: 
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1  —  1 


(i^^dt. 


-    >7  i^ 


(t\^k) 


1=1 


(5)  iV,y)  =  -.,.^^_,.-^y,.e 

WO  wir  nun  die   einzelnen  Bestandteile  rechter  Hand  näher  zu   unter- 
suchen haben. 

Erstlich  haben  wir  im  Zähler  der  rechten  Seite  (ö)  das  Product 
der  beiden  Differentiale  dtxf  di^,  die  fiir  sämtliche  in  Betracht  kom- 
mende Ponktepaare  x,  y  im  obigen  Sinne  endlich  und  nicht-yerschwin- 
dend  sind.  Hierbei  ist  nur  angenommen^  dass  die  Stellen  x  und  y 
nicht  gerade  Verzweigungspunkte  der  Fn  sind;  aber^  wie  wir  schon 
vorhin  auseinandersetzten,  involviert  diese  Annahme  zufolge  der  In- 
varianz der  Grösse  E(x,y)  gegenüber  rationaler  Transformation  keinerlei 
Beschränkung  für  die  abzuleitenden  Resultate.  —  Der  Nenner  in  (5)  and 
der  Exponentialfactor  sind  stets  endlich  und  von  Null  verschieden,  wenn 
der  Punkt  x  nicht  mit  y  coincidiert  und  auch  zugleich  in  der  Fn  nicht 
über  y  gelegen  ist.  Tritt  nun  letzterer  Fall  ein^  d.  h.  liegen  die  Punkte 
X  und  y  in  verschiedenen  Blättern  der  Fn  genau  über  einander,  so 
fällt  einer  der  Punkte  x^^^  mit  y  zusammen  und  einer  der  Punkte  y*) 
mit  X.  Unter  den  (n  —  1)  Integralen  Q  im  Exponenten  (5)  bleiben 
also  (n  —  3)  endlich,  während  jedes  der  beiden  übrigen  zufolge  §  1 
unendlich  wird  wie  —  log  (x  —  y).  Der  Exponentialfactor  selbst 
wird  daraufhin  wie  {x  —  j/)*  verschwinden,  d.  i.  genau  in  demselben 
Grade  wie  der  Nenner  (5),  so  dass  E(x,  y)  selbst  endlich  und  von  Null 
versdiieden  bleibt.  Der  Fall  der  Coincidenz  der  Stellen  x  und  y  auf 
der  Fn  ist  jetzt  allein  noch  rückständig;  tritt  derselbe  ein,  so  werden 
alle  Integrale  im  Exponenten  (5)  einzeln  Null,  so  dass 

—  dt  2 

wird,   wo   also   der  Nenner    algebraisch  von   der  Ordnung   jstoci   ver- 
schwindet. 

Indem  wir  die  oben  für  die  Differentiale  erster  Ordnung  betreffs 
ihres  Verschwindeus  und  Unendlichwerdens  verabredete  Sprechweise 
sofort  auch  auf  Differentiale  zweiter  Ordnung  übertragen  können,  haben 
wir  das  Resultat:  E(Xf  y)  ist  ein  von  zwei  Stellet  x,  y  der  Fn  abhän- 
gendem Differential  ziveiier  Ordnung,  xvelclies  allenthalben  von  Nuü  ver- 
schieden ist;  zugleich  ist  dasselbe  stets  endlich,  ausser  im  Falle  der  Coin- 
cidenz der  beiden  Stellen  x,  y,  tvo  F{x,  y)  in  der  Ordnung  zwei  unendlich 
wird.  Dass  wirklich  diese  Regel  auch  für  die  Verzweigungspunkte  der 
Fn  gilt,  wird  man  jetzt  hinterher,  wenn  man  will,  am  Ausdruck 
(«5)  leicht  direct  bestätigen.  In  der  Tliat  wird  der  Exponentialfactor 
(ß)  im  einzelnen  Verzweigungspunkt    x  —  iVfach  cx)  und  kompensiert 
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solcherweise  das  (x — 1)- fache  Null  werden  von  d^  bez.  d^y  gerade 
vollständig,  u.  s.  w. 

Um  wieder  zu  einer  endlichen  Grösse  der  Fläche  F«  zu  gelangen^ 
multiplicieren  wir  das  Profluct  —  dtx  diy  mit  dem  reciproken  Werte 
von  E,  Dann  aber  wollen  wir  der  Einfachheit  halber  gleich  noch  das 
Normalintegral  TT  dritter  Gattung  an  Stelle  des  allgemeinen  Q  ge- 
brauchen*), und  bilden  somit  den  Ausdruck: 

(7)  —dlxdtj^  ''^  ,       lim  dx  =  ü,^y  =  0, 

Von  den  Eigenschaften  dieses  Ausdrucks^  die  aus  denen  der  drei  zu- 
sammensetzenden Factoren  unmittelbar  hervorgehen^  betonen  wir  zu- 
nächst nur;  dass  derselbe  bei  Coincidenz  der  beiden  Stellen  x,  y  alge- 
braisch von  der  Ordnung  zwei  verschwindet^  dass  er  nirgends  unstetig 
wird,  und  dass  sonstige  Nullpunkte  nur  noch  durch  die  von  der  ein- 
zelnen Stelle  X  bez.  y  allein  abhängenden  Factoren  di^y  d^y  in  be- 
kannter Weise  geliefert  werden.  Bei  dieser  Sachlage  entschliessen  wir 
unS;  aus  dem  Ausdruck  (7)  auch  noch  die  Quadratwurzel  zu  ziehen 
und  gelangen  solcherweise  zu  derjenigen  Form  P(x^j  x^  I  y^yt)  oder 
kurz  F{x,  y)y  welche  wir  weiterhin  als  die  zur  Fläche  Fn  geiwrende 
Primform  benennen;  die  Definition  derselben  ist  somit  gegeben  durch: 


(8)  P{x,y)=V--dtcdt,'0  '''  ,      lim,/x  =  0,rfy  =  0, 

und  wir  mögen  aus  (5)  nebenher  auch  noch  die  Darstellung: 

(ö)  P(a;,  y)  ^  (x^y^  —  x.y^)  e  *""' 

anmerken. 

Die   Fundamentaleigenschaften   der  Primform   sind   aber   zufolge 

der  bisherigen  Entwicklungen  diese: 

1)  Sie  ist  eine  von  zwei  Stellen  der  Fn  abhängende  ancdytisdiey  aber 
nicht  meKr  algebraische^  Form  der  Fläche  von  der  Dimension  -j-  1  in 
jeder  Variabelenreihe. 

2)  Sie  ist  auf  der  Fläche  allenthalben  endlich  und  stetig. 

3j  Sie  verschwindet  auf  der  Fn  algebraisch  in  erster  Ordnung  falls 
X  und  y  coincidieren;  ausserdem  verschwindet  sie  im  Grade  ^(x  —  1) 
als  Function  ihres  einen  Argumentes  x  oder  y  im  einzelnen  Verzweigungs- 

*)  In  den  genannten  Arbeiten  der  Herren  Klein  und  Burkhardt  wird  von 
der  hierin  liegenden  Specificierung  der  Primform  kein  Gebrauch  gemacht.  Die 
in  diesen  Arbeiten  gebränchliche  Bezeichnung  Q(Xfy)  stellt  demgemäss  die  all- 
gemeine Primform  vor,  der  gegenüber  das  im  Texte  sogleich  einzuführende 
P{x,  y)  die  „transcendent  normierten**  Primform^liefert. 
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punMy  ganz  unabhängig  von  der  besonderen  Lage  des  anderen  Argumentes 
y  bez.  X*-),     Sonstige  Nullpunkte  aber  treten  nicht  auf. 

4)  Sind  unter  den  %  auch  gerade  Zahlen  enthalten,  so  wird  die  einjsdm 
Frimfomi  P(x,  y)  an  den  bezüglicheti  Verzwet^mgsstdlen  auf  Fn  veraweigt 
sein.  Aber  es  wird  evident,  dass  sowohl  das  Product  als  der  Quotient 
zweier  Primfomien  P{x,  y^^^)  und'  P{x,  y^*)),  mit  speäficierten  Stdlen 
y^^\  y^^\  O'^f  der  Fn  tvieder  allenthalben  unverzweigt  ist.  Um  derartige 
VerbinduDgen    von    Primformen   wird   es    sich    aber   später   in    erster 

Linie  handeln. 

• 

§  10.     Fortsetzung:  Feriodioitätseigensohaften  der  Frimform. 
Beziehnng  derselben  zu  den  O*- Functionen. 

Um. die  Periodicitätseigenschaften  der  Primform  Pix^y)  festzu- 
stellen, denken  wir  erstlich  y  auf  der  Fläche  irgendwie  specificiert 
und  lassen  x  die  2p  elementaren  Periodenbahnen  a,,  bi  des  kanonischen 
Systems  nach  einander  beschreiben,  um  in  jedem  Falle  das  Verhalten 
von  P{Xj  y)  zu  beobachten.  Letzteres  hängt  offenbar  wesentlich  nur 
von  dem  Exponentialfactor: 

ab,  und  hier  müssen  wir  nun  das  „Argument"  x-\-  dx  sowie  den  „Para- 
meter" X  dicht  hinter  einander  über  eine  gerade  vorgelegte  Perioden- 
bahn hinbewegen. 

Aber  wir  werden,  wie  man  aus  den  Eigenschaften  der  Integrale 
dritter  Gattung  leicht  schliesst,  zu  genau  demselben  Endresultat  gelangen) 
wenn  wir  vorab  bei  unverändertem  Parameter  x  das  Argument  x  über 
die  Periodenbahn  hinbewegen  und  hernach  bei  festliegendem  Argument 
den  Parameter  x  dieselbe  Bahn  beschreiben  lassen.  Diese  Massnahme 
ermöglicht  die  Anwendung  der  in  §§  1,  2  entwickelten  Formeln,  wo- 
bei insbesondere  der  Satz  über  Vertauschbarkeit  von  Parameter  und 
Argument  folgenreich  wird. 

Beschreibt  das  Argument  x  die  Bahn  a,,  so  geht  nach  (2)  p.  479 
das  im  Exponenten  (1)  stehende  Integral  TT  über  in: 

(2)  n'  =  n  +  2inji'y, 

sofern  wir  bei  der  Durchlaufung  von  a,  die  Richtung  in  der  richtigen 
Weise  gewählt  haben.  Statt  nun  in  TT'  den  Parameter  x  die  Bahn  o,- 
beschreiben  zu  lassen,  benutzen  wir  den  Umstand,  dass  TT'  Vertausch- 


•)  Im  letzteren  Falle  summieren  sich  natürlich  die  Ordnungen  des  Verschwin- 
deuB,  falls  x  und  y  zugleich  Verzweigungspunkte  der  Fläche  F^^  sein  sollten. 
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barkeit  vou  Parameter  und  Argument  erlaubt.  Eben  deshalb  gelangen 
wir  zu  dem  richtigen  Schlusswerte  TT",  wenn  wir  in  TT',  d.  i.  in 
TT  +  2i;rj,*y,  noch  einmal  das  Argument  x  über  die  Bahn  a»  führen; 
aber  hierfür  stellen  uns  (2)  p.  479  und  I  p.  530  die  nötigen  Formeln 
zur  Verfügung,  und  wir  gewinnen  offenbar: 

(3)  n"  =  n  +  4i«  (;,-.' +  ^). 

Indem  man  die  einzelne  Periodenbahn  &,•  einer  analogen  Discussion 
unterzieht,  findet  man,  dass  TT  bei  Durchlaufung  derselben  am  Schluss 
seinen  Anfangswert  wiederannimmt.  Durch  Rückkehr  zur  Exponential- 
grösse  (1)  ergiebt  sich  die  Formel: 

falls  der  Punkt  x  den  Weg  Oi  beschreibt,  während  -B  direct  in  sich 
übergeht,  falls  x  über  die  Bahn  hi  läuft. 

Wenn  wir  von  E(Xj  y)  aus  zur  Primform  selbst  zurückgehen,  so 
ist  die  zusätzliche  Bestimmung  zu  treffen,  dass  nicht  nur  der  Punkt  x 
nach  Durchlaufung  der  Periodenbahn  wieder  seine  Anfangslage  annehmen 
soll,  sondern  dass  auch  die  homogenen  Yariabelen  x^x^  wieder  ihre 
ursprünglichen  Werte  annehmen  mögen.  Dann  aber  gewinnen  wir 
von  (4)  aus  imter  Rücksicht  auf  (8)  §  9  das  Resultat:  Durdüäuß  x 
die  Periodenhalm  a<,  so  geht  P(a:,  y)  über  in: 

(5)  n^,y)  =  ±e       ^       '^P(^,y); 

durchläuft  x  die  Bahn  6,-,  so  reproduciert  sich  P  bis  auf  einen  etwaigen 

Zeiclietiwechsd: 

(6)  r{x,y)  =  ±P{x,y). 

Hiermit  ist  der  Periodencharakter  der  Primform,  soweit  wir  denselben 
gebrauchen  werden,  angegeben. 

Den  Wert  des  Vorzeichens  der  rechten  Seite  mussten  wir  in  (5) 
und  (G)  unentschieden  lassen.  Aber  nach  den  im  vorigen  Paragraphen 
abgeleiteten  Eigenschaften  der  Primform  ist  das  Vorzeichen  doch  in 
jedem  Einzelfalle  eindeutig  bestimmt,  wenn  wir  nur  neben  dem  Pe- 
riodenwege von  X  noch  angeben  wollen,  welche  geschlossene  Wert- 
änderung dabei  die  eine  der  homogenen  Variabelen,  etwa  Xj,  erfahren 
soll.  Dabei  merken  wir  uns  vor  allem  für  später,  dass  der  Wert  des 
fraglichen  Voreeicliens  offenbar  ganz  unabhängig  von  der  besonderen  Lage 
des  y  ist  Eben  deshalb  wird  dieses  Vorzeichen  für  zwei  Primformen 
Pix,  y^^O  ""^  ^{p^j  y^^O  iöinier  das  gleiche  sein,  wenn  nur  x  (bez. 
x^y  x^)  in  beiden  Primformen  denselben  Weg  beschreibt 
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Welche  Änderung  P(x,y)  erleidet,  falls  y  bei  festem  x  eine  Pe- 
riodenbahn beschreibt,  ist  jetzt  sofort  anzugeben.  Es  ergiebt  sich 
nämlich  aus  den  Formeln  (2)  und  (9)  des  vorigen  Paragraphen  leicht: 

(7)  P{y,x)  =  -^  P{x,y). 

Durchläuft  also  ij  bei  stehendem  x  die  Bahn  Oi,  so  folgt  aus  (5): 

(^^  P'ix,y)  =  ±e     ^'       ''Pix,y), 

während  bei  Durclilaufung  einer  Bahn  6,  die  Form  P,  von  einem 
etwa  eintretenden  Zeichen  Wechsel  abgesehen,  in  sich  selbst  übergeht.  — 
Es  ist  interessant  zu  überlegen,  was  aus  der  Primform  in  dem 
Falle  wird,  da^s  das  GeschleM  der  Biematm sehen  Fläche  p  *s=s  0  isL 
Doch  wollen  wir  hier  gleich  im  specielleu  z  als  zugehörige  Haupt- 
function  wählen  und  gewinnen  dann  aus  Formel  (9)  p.  505  <U$  Bc' 
deutung  der  zugehörigen  Priniform: 

0^)  P(^7  y)  =  ^i!/2  —  ^tVi  y 

ein  Ausdruck,  an  dem  die  Eigenschaften  der  Primform  ja  in  der  That 
unmittelbar  in  Evidenz  treten. 

Auch  im  Falle  der  Gebilde  des  Geschlechtes  p  =^  1  wollen  wir  vom 
allgemeinen  Ansätze  etwas  abweichen.  Wir  werden  nämlich  hier 
an  Stelle  des  in  den  Verzweigungspunkten  verschwindenden  DiflFe- 
rentials  d^g  lieber  das  auf  der  Fläche  überall  endliche  und  nicht  ver- 
schwindende.  Differential  djs  verwenden,  wo  j  das  zugehörige  Integral 
erster  Gattung  ist.  Das  hat  zur  Folge,  dass  wir  auf  einer  Fläche 
p  =  1  mit  der  Primfutidion: 


(10)  P{x,y^=  V  -dj,dj,jc       ''^ 

arbeiten  wollen.     Setzen  wir,  um  Ansehluss   an  unsere   früheren  Be- 
zeichnungen für  2>  =  1  zu  gewinnen,  bei  stehendem  y: 

so  liefern  die  Formeln  (5)  und  (6)  das  Resultat: 

P'  =  ±c     ^"^       ^     F,    P'^  +  P, 

und    das    sind,    bis   auf    das    sich    unserer   Beurteilung    zunächt    ent- 
ziehende   Vorzeichen,   dieselben   Formeln,    welche    das  Verhalten    der 

Function  %^A      ,  rj    gegenüber   Periodenwegen   charakterisieren    (cf.  I 

p.  IGl).     Überdies  ist  hier,  bei  p  =  \,  P{x,y)  eine  Function  der  F 
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die  auf  dieser  Fläche  nur  einen  einzigen ,  bei  u  =  0  gelegenen  Null- 
punkt erster  Ordnung  aufweist.    Es  ergieht  sich  daraus  die  Identität: 

(11)  n^,y)  =  o-».['^^,r), 

wo  c  eine  von  u  unabhängige  Zahl  ist^  die  wir  unbestimmt  lassen. 

Der  hiermit  erkannte  Zusammenhang  der  Primform  mit  der 
Function  d'^  im  Falle  ^^  =  1  liefert  einen  interessanten  Ansatz  auch  für 
;)  >  1.  Im  Falle  p  >  1  geschieht  der  Übergang  vom  Differential  dt  zum 
Differential  eines  Integrals  erster  Gattung,  ebenso  wie  bei|?  =  l,  durch 
Multiplication  von  dt,  mit  der  bezüglichen  Form  y.  Aber  man  bedenke, 
dass  das  einzelne  y  auf  JP«  {2p  —  2)  bewegliche  Nullpunkte  hat. 
Falls  wir  also,  dem  Ausdruck  (8)  p.  505  der  Primform  gemäss,  irgend 
einen  Factor  j/gjx  anbringen  würden,  müsste  das  Product  an  gewissen 
2p  —  2  Stellen  von  Fn  verzweigt  sein.  Wir  entschliessen  uns  bei 
dieser  Sachlage,  nur  solche  Formen  y  heranzuziehen,  deren  2p  —  2 
bewegliche  Nullpunkte  m  Paaren  an  (j)  —  1)  Stellen  der  Fläche  coinci- 
dieren.  Aus  der  Theorie  der  Zweiteilung  der  zu  unserem  Gebilde  ge- 
hörenden AbeFschen  Functionen*)  folgt,  dass  es  2'''"^(2^ —  1)  parti- 
culäre  Formen  9?  dieser  Art  giebt.  Im  Räume  jRp— 1  der  Normalcurve 
der  y  (cf.  I  p.  569)  würden  diese  speciellen  Formen  y  solche  Ebenen 
liefern,  welche  die  Normalcurve  überall  da,  wo  sie  dieselbe  treffen, 
gleich  berühren;  für  p  =  3  erhalten  wir  z.  B.  die  28  Doppeltangenten 
der  ebenen  Curve  vierter  Ordnung.  Eben  dieserhalb  bezeichnet  man 
jene  2^~^(2'' —  1)  verschiedenen  Formen  9  auch  wohl  als  Berührungs- 
formen  tp  der  Fläche  Fn* 

Man  wähle  jetzt  aus  den  2''""^(2'' —  1)  Formen  q>,  eine  einzelne 
aus  und  bilde  den  Ausdruck  V^x^>y  -  Pipo^y)-  Derselbe  ist  vor  allem 
von  nullter  Dimension  sowohl  in  x^^x^  wie  y^y^'^  er  stellt  also  eine 
von  zwei  Stellen  der  Fläche  abhängende  Function  derselben  dar,  welche 
das  Periodenverhalten  der  Primform  teilt.  In  den  Verzweigungspunkten 
bleibt  unsere  Verbindung  V'^^y^  •P(a;,y)  endlich  und  nicht- verschwin- 
dend, wie  dieselbe  denn  auch  auf  der  ganzen  Fläche  stetig  ist.  Aber 
neben  dem  Nullpunkte  x  =  y  treten  bei  stehendem  einen  Argumente 
X  oder  y  für  das  variabel  gedachte  andere  Argument  noch  gewisse 
(p  —  1)  auf  der  Fn  festliegende  Nullpunkte  erster  Ordnung  ein,  eben 
die  Nullpunkte  unserer  Berührungsform  y,  die  vorhin  ausgewählt  wurde. 
—  Und  nun  ist  das  Interessante,  dass  wir  in  dem  Ausdruck  nullter 
Dimension   K^x^y  • -P(^,  y),  bis  auf  einen  von  x  und  y  unabhängigen 

*)  Cf.  Clebbch-Öordan,  1.  c.  p.  264. 
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Factor  c  (der  wieder  unbestimmt  bleibe),  dired  eine  jener  2p -^(2^ — 1) 
Tlieiafunctionen  von  ungerader  Charakteristik  vor  uns  sehen: 

(12)  »{Jdj, ,  • .   Jdj,.)  =  c  ■  y^;^,  .  Pix,  y)  .*) 


»/ 


Wir  haben  diese  Entwicklung  nur  soweit  gegeben^  um  Anschlnss 
an  das  sonst  gebräuchliche  Hülfsmittel  der  Thetafunctionen  zu  gewinnen. 
Bei  unseren  eigenen  weiteren  Entwicklungen  wollen  wir  aber  immer 
nur  Yon  der  Primform  selbst  Gebrauch  machen.  Es  stellt  uns  die 
Primform  P(x^  y)  den  Bestandteil  vor,  welcher  den  2''""^(2'* —  1)  unge- 
raden Thetafunctionen  der  Fn  gemeinsam  ist,  und  dieser  allein  ist 
fernerhin    wesentlich.     In  der  That   sind   die   (p  —  1)    ,,festen"   Null- 

punkte,  welche  0'(/)    als  Function  von  x  auf  der  Fläche   aufweist, 

y 

für  alle  weiterhin  in  Betracht  kommenden  Zwecke  der  Verwendung 
der  Thetafunctionen  durchaus  gleichgültig;  sie  hemmen  vielmehr  nur 
gelegentlich  die  Durchsichtigkeit  der  Deduction. 


§  11.     Darstellung  der  algebraischen  Functionen  und  Integrale 

der  Fn  durch  die  Primform. 

Die  centrale  Stellung,  welche  die  Weierstrass'sche  Primfunetion 
in  der  Theorie  der  algebraischen  Gebilde  einnimmt,  ist  darin  begründet, 
dass  sich  vermöge  derselben  die  übrigen  Functionen  des  einzelnen 
Gebildes  in  einer  besonders  übersichtlichen  Gestalt  darstellen  lassen. 
Indem  wir  bei  dem  Bericht  über  diese  Gegenstande  sofort  wieder 
furmentheoretisch  verfahren,  bringen  wir  als  eine  erste  Verwendung 
der  Prim/brm  die  Darstellung  der  dUjebraiscIien  Functionen  der  Fläche 
durch  dieselbe.  Sei  also  w  eine  w- wertige  algebraische  Function  der 
Fn,  deren  Nullpunkte  bei  z  =^  x^,  x^, , . . ,  x,,,  und  deren  Unstetigkeits- 
punkte  bei  z  =  y^y  y^,  . ,  ..y^  liegen  (wobei  natürlich  unter  x^^  ^>  Viffft 


T)  Ober  die  Thetafunctiouen  und  ihre  Beziehung  zu  den  algebraiechen  Fanc- 
tionen  vergl.  man  ausser  Riemann's  Abhandlung  über  die  Theorie  der  Aberschen 
Functionen  auch  noch  diejenige  über  das  Verschwinden  der  ^-Fanctiooen  in 
Crelle's  Journal  Bd.  65  (1865)  oder  gesammelte  Werke  p.  198  flf.  Ausserdem 
kommen  hier  wieder  Clebsch-Gordan,  AheVsclve  Functionen,  und  im  Anschluss 
daran  die  bezi'igUchen  Teile  von  Clebsch- Linde  mann,  Vorlesungen  über  Geo- 
metrie, in  Betracht,  sowie  für  den  Fall  des  Geschlechtes  |?  =  3  Weber  „Theorie 
der  ÄheVschen  Functionen  vom  Geschleckte  p  =  3",  Berlin  (1876).  Als  einfÜhrendeB 
Buch  nennen  wir  etwa  das  in  Bd.  I  häufig  citicrte  Werk  Neumann ^s  Ober 
Riemonn's  Theorie  der  Aberschen  Integrale  p.  322  II'. 
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im  Augenblick  nicht  die  homogenen  Yariabelen  gemeint  sind).  Man 
bilde  nun  den  Primformquotienten: 

^  ^  P(^,y,)P(^,y,)...P(^,yJ 

und  untersuche  denselben  als  Function  von  0  auf  der  Fn.  Da  im 
Zähler  und  Nenner  die  gleiche  Anzahl  von  Factoren  steht,  so  haben 
wir  vor  allem  mit  einer  Function  der  Fn  zu  thun,  welche  überdies 
augenscheinlich  gerade  in  derselben  Weise  verschwindet  und  unstetig 
wird  wie  w.  Bei  Durchlaufung  der  Periodenbahn  &,•  geht  der  Quotient 
(1)  in  seinen  ursprünglichen  Wert  wieder  über;  bei  Durchlaufung  der 
Bahn  a,-  aber  reproduciert  er  sich  bis  auf  den  Factor  : 

e  =  6  , 

und  dieser  Factor  ist  zufolge  des  Aberschen  Theorems  (5)  p.  483 
gleichfalls  mit  1  identisch.  Da  mithin  der  Quotient  (1)  auf  Fn  ein- 
deutig ist,  so  wird  derselbe  die  Function  w  bis  auf  einen  constanten 
Factor  darstellen.  Eine  m- wertige  aigebraische  Function  w  der  Fn  mit 
den  Nullpunkten  rr^, . . . ,  Xm  und  den  Unstetigkeitspunkten  yi, . . . ,  ym 
lässt  siclh  vermöge  der  Primform  in  der  Gestalt: 
,ON  Piz,x,)-^^P(z,xJ 

(2)  W  =^  C  '  -YT/ \ "dTZ T 

darstellen,  wo  c  eine  von  e  unabhängige  Zahl  ist 

Zufolge  (11)  §  10  begreift  diese  Formel  (2)  jene  Darstellung  der 
doppelt-periodischen  Functionen  m*^  Grades  durch  die  Function  6{u) 

oder    d^i  r'  j  unter  sich,  von  welcher  wir  in  I  p.  157  handelten.     Als 

niedersten  Fall  aber  haben  wir  nach  (9)  §  10  in  (2)  f ür  p  =  0  die 
rationale  Darstellung  irgend  einer  algebraischen  Function  einer  Fläche 
p  =  0  durch  eine  zugehörige  Hauptfunction.  Zugleich  ist  Formel  (2) 
als  Verallgemeinerung  dieser  für  die  Flächen  p  =  0  und  p  =^  1  sehr 
bekannten  Darstellungen  auf  die  Fälle  p'>  1  anzusehen,  wie  denn  auch 
aus  (2)  der  Grund  für  die  Benennung  „Primform"  ersichtlich  ist*). 

Vor  allem  ist  es  noch  interessant,  die  nachfolgende  Darstellung 
des  Normalintegrals  dritter  Gattung  durch  die  Primform: 

anzumerken.     Der  Beweis  für  die  Richtigkeit  dieser  Formel  entspringt 

•)  Wegen  der  Darstellung  algebraischer  Formen  der  PlUche  durch  die  Prim- 
form  sehe  man  Klein,  Math.  Annalen  Bd.  36  pag.  14  ff. 
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aus  dem  Umstände,  dass  man  an  dem  auf  der  rechten  Seite  (3)  stehen- 
den Ausdruck  sofort  alle  charakteristischen  Eigenschaften  des  Integrals 
rT|,'5J  nachweisen  kann,  wie  man  leicht  ins  einzelne  zeigt  Die  Formel 
(3)  ist  deshalb  wichtig,  weil  man  die  Definitionsgleichung  (8)  p.  505  der 
Primform  gewissermassen  als  ümkehrung  von  (3)  ansehen  kann.  NimnoLt 
man  nämlich  |  und  17  in  unmittelbarer  Nähe  von  x  bez.  y  an,  so  wird 
g  =  o;  +  dx,  rj  =  y  -^  dy  und  daraufhin  F(x,  |)  =  rf^r,  P(y,  v)  =  <^&f 
Mit  Rücksicht  auf  (7)  p.  508  ergiebt  sich  also  aus  (3): 


von   wo   aus  die  Definitionsgleichung  der  Primform   sofort  aufs  neue 
entspringt. 

Aus  (3)   kann   man   auch   noch   für   das   Normalintegral   ztveiter 
Gattung  die  Darstellung  gewinnen: 

doch  verweilen  wir  hierbei  nicht  mehr  länger*). 


§  12.     Vom  Umkehrproblem  und  seiner  Auflösung. 

Eine  zweite  Verwendung  der  Primform  haben  wir  bei  der  Be- 
sprechung des  UmJcdirpröblems  zu  machen,  auf  dessen  Discussion  wir 
hier  soweit  eingehen  wollen,  dass  seine  allgemeine  Auflösbarkeit  her> 
vortritt**).  Dieses  Problem,  welches  im  Falle  des  Geschlechtes />==  1 
in  bekannter  Weise  zur  Einführung  der  doppeltperiodischen  Eunctionen 
führt,  formulieren  wir  für  unsere  beliebige  Riemann'sche  Fläche  jP« 
vom  Geschlechte  p  vermöge  der  p  Gleichungen: 


*m 


(1)       Jdji + Jdj.  +  • . .  +  fdj,  =  a-,  i  =  1, 2, . 


«m 


Dabei  sollen  die  ii,  ...,ip  ein   System   unabhängiger  Integrale  erster 

*)  Endlich  lassen  sich  auch  noch  die  Integrale  erster  Gattung  auf  die  Prim- 
form beziehen,  indem  man  die  Periodeneigenschafteu  der  letzteren  nach  dieser 
Richtung  hin  ausbeutet.  Die  Primform  erscheint  so  als  gemeinsame  Quelle  aller 
auf  der  Biemann'schen  Fläche  gewöhnlich  betrachteten  Functionen;  wir  geben 
aber  auf  diese  Auffassung,  die  Weierstrass  verschiedentlich  in  seinen  Vor- 
lesungen  entwickelt  hat,  nicht  weiter  ein. 

**)  Man  vgl.  betreffs  des  ümkehrproblems  die  Jacobi^sche  Originalschrift  in 
Bd.  13  von  Crelle*s  Joum.  (1836),  sodann  weiter  die  schon  p.  510  bei  Gelegenheit  der 
Thetafunctionen  genannten  Werke  von  Clebsch-6ordan,Clebsch-Lindemann, 
Weber  und  N  eumann.  Auf  die  bezüglichen  Entwicklungen  von  Weierstrass  (in 
seinen  Vorlesungen,  sowie  in  Crelle's  Journ.  Bd .  47  (1854))  kommen  wir  im  Texte  zurück. 
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Gattung;  also  etwa  unsere  Normalintegrale  bilden;  es  sollen  Ci,...,c,u 
gewisse  m  auf  der  Fläche  Fn  willkürlich  ausgewählte  Punkte  seiii; 
und  endlich  verstehe  man  unter  Ciy..»yCp  irgendwie  gewählte |?  end- 
liche Grössen,  unser  Problem  sei  dann^  aus  den  p  Gleichungen  (1)  ein 
System  von  m  Punkten  x^y . ,  ,,Xm  OM.f  der  Fläche  Fn  m  bestimmen,  so 
dass  den  Gleichungen  (1)  dadurch  Genüge  geschieht 

Nehmen  wir  zuvörderst  die  Existenz  einer  Lösung  Xi,...,Xm  an, 
so  ist« sogleich  evident,  dctös  jedes  mit  x^, , ,  .^Xm  äquivalente  Punktsystem 
Xu . . ,,  Xm  der  Fn  gleichfalls  eine  Lösung  von  (1)  liefert.  In  der  That 
folgt  ja  aus  dem  Aberschen  Theorem: 


*m 


(2)  pi,  +  fdj,  +  ■■■+  fdj,  =  0, 


*m 


SO  dass  die  p  Gleichungen  (1)  für  das  System  x[, . .  .y  xin  erfüllt  sind, 
falls  sie  für  a;^, .  . . ,  x,n  gelten. 

Der  gewonnene  Satz  ist  aber  auch  umkehrbar:  Haben  tvir  in 
r^y . .  .yXm  und  x[y . ,  .yx'm  0U)ei  Lösungen  von  (l),  so  sind  diese  beiden 
Punktsysteme  der  Fn  äquivalent  Dies  zeigt  man  nun  mit  der  Prim- 
form durch  die  sogenannte  Umkehrung  des  Abel'schen  Theorems  (2). 
Es  ergeben  sich  nämlich  durch  Subtraction  der  auf  die  beiden  vorge- 
legten Lösungen  bezogenen  Gleichungen  (1)  für  unsere  beiden  Punkt- 
systeme die  p  Gleichungen  (2)  des  AbeFschen  Theorems,  und  eben 
dieserhalb  ist 

auf  der  Fn  eindeutig,  insofern  bei  Periodenwegen  des  z  Zähler  und 
Nenner  in  (3)  zufolge  der  bestehenden  Gleichungen  (2)  jeweils  den 
gleichen  Exponentialfactor  annehmen.  In  (3)  haben  wir  somit  (da 
wesentlich  singulare  Punkte  nicht  vorkommen)  eine  w- wertige  alge- 
braische Function  mit  den  Nullpunkten  x^,...yXm  und  den  Unstetig- 
keitspunkten  Xiy,..yXm  vor  uns,  so  dass  diese  beiden  Punktsysteme 
thatsächlich  äquivalent  sind. 

Bei  dieser  Sachlage  giebt  uns,  sofern  überhaupt  eine  Lösung  von 
(1)  existiert,  der  Riemann-Roch'sche  Satz  sogleich  die  Gesamtheit  aller 
Lösungen  an:  sie  tvird  einfach  von  den  00'»—''+*  Punktsystemen  geliefert, 
die  mit  jenem  ersten  System  äquivalent  sind. 

Unsere  weitere  Besprechung  bezieht  sich  sonach  auf  die  Frage, 
ob  überhaupt  eine  Lösung  von  (1)  existiert.  Hier  aber  ist  zu  be- 
merken, dass  für  m  <C  p  zwischen  den  d  jedenfalls  Bedingungen  be- 
stehen müssen,  falls  eine  Lösung  existieren  soll.  Wie  die  Verhältnisse 
in  diesem  Betracht  liegen  mögen,  entzieht  sich  indessen  unserer  augen- 

Klein-Fricko,  Modulfunctionen.  II.  33 
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blicklichen  Betrachtung^  und  wir  nehmen  dieserhalb  m>p  an.  Für 
m  =p  werden  wir  sogleich  die  Existenz  einer  Lösung  des  Utnkehrproblems 
nachweisen  können.  Damit  ist  aber  zugleich  für  alle  Fiale  m> p  die 
I^sbarJceU  bewiesen;  denn  wir  brauchen  für  m>|)  nur  etwa 

ZU  nehmen  und  die  a^j , . . . ,  a?p  nach  den  Regeln  des  Falles  im  =  p  zu 
bestimmen. 

Die  Existenz  einer  Lösung  x^,  ..,,  x^  des  Umkehrproblems  (1) 
für  m=p  werden  wir  jetzt  vermöge  eines  von  Weierstrass  her- 
rührenden Gedankenganges  beweisen^  den  wir  sogleich  'im  Änschlnss 
an  die  imter  (4)  zu  gebende  Potenzentwicklung  darlegen.  Bei  dieser 
Deduction  werden  wir  die  Vorraussetzung  machen  müssen,  dass  die 
p  Punkte  Ciy...yCp  der  Fn  kein  Specialpunktsystem  im  Sinne  von 
I  p.  552  bilden,  d.  h.  dass  keine  Form  tp  in  diesen  p  Punkten  zugleich 
verschwindet.  Sollte  dies  aber  zufallig  bei  den  in  (1)  vorgelegten 
Stellen  c^. ,  .,Cp  zutreffen,  so  ersetze  man  sie  durch  ein  System  Ci, . . ., 
Cp,  welches  kein  Specialpunktsystem  vorstellt  und  schreibe  dement^ 
sprechend: 

Ci  Cp 

Ci  =  a  +  fd:h  +  ^"+fdj,- 

Jede  Lösung  des  damit  formulierten  Umkehrproblems: 

^  fdji  =  Ci,    i=l,2,..-,i? 

wird  dann  ohne  weiteres  auch  eine  Lösung  des  Problems  (1)  liefern. 
Dass  aber  überhaupt  Systeme  zu  p  Punkten  c  existieren,  die  keine 
Specialpunktsysteme  sind,  sieht  man  sofort  von  der  Normalcurve  der 
(f  im  Räume  Rp—i  aus:  eine  ,,Ebene''  dieses  Raumes  ist  nämlich 
durch  (jp  —  1)  Punkte  bestimmbar,  und  p  Punkte  der  Curve  liegen  im 
allgemeinen  nicht  in  einer  Ebene,  weil  sonst  die  Normalcurve  der  9 
nicht  „eigentlich"  im  JBp—i  gelegen  sein  würde. 

Man    denke   nunmehr  um    die  p  Stellen  c^j,,,,Cp  der  Fläche  p 
endliche  Bereiche   abgegrenzt  und   benenne  auf  dem  k^^  unter  ihnen 

durch  ik  einen  veränderlichen  Punkt.     Das  Integral  ^7^'^*  gestattet  in 

der  Umgebung  von  c*  die  Potenzentwicklung: 

(4)  jf^'  '^  =  a/'-. *)  (I,  -  c)  +  «/'.*)  {l,  -  c,y  +  •  •  • , 

und  wir  können  jenen  endlichen  Bereich  so  klein  wählen,  dass   inner- 
halb desselben  die  p  für  i  «=  l,2,--,j)  eintretenden  Potcnzentwick- 
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lungen  (4)  allenthalben  convergieren*).  Hier  ist  nun  —  und  das  ist 
ein  wesentlicher  Punkt  unserer  Deduction  —  die  p-gliedrige  Determi- 
nante I  Oi^'f*)  I  von  Null  verschieden;  eben  diesen  Umstand  danken 
wir  unserer  Verabredung,  dass  die  Ci,...,Cp  kein  Specialpunktsystem 
bilden  sollen,  wie  man  solches  leicht  ins  einzelne  überlegen  wird. 

Bilden  wir  jetzt  die  p  Integralsummen  (1)  für  m=p  und  a;^.  =  |;, 
so  werden  jedenfalls  die  Werte  dieser  Summen  gewisse  endliche  Be- 
träge, dem  absoluten  Werte  nach,  nicht  überschreiten  können.  Von 
diesem  Umstände  geleitet,  formulieren  wir  die  Gleichungen: 


^P 


(5)  fdji  H f-/rfj.-  =  A  7    i  =  1 ,  2,  •  •  • ,  2> 


'p 


mit  der  Bedeutung: 

(6)  A--S' 

wo  m  eine  hinreichend  gross  zu  wählende  ganze  positive  Zahl  sein  soll; 
solchergestalt  kann  man  fQr  jedes  Di  einen  absoluten  Betrag  erreichen, 
der  innerhalb  des  gerade  bezeichneten  Wertbereichs  fQr  unsere  auf 
die  ik  bezogenen  Integralsummen  liegt. 

Um  jetzt  zunächst  das  besondere  Umkehrproblem  (5)  zu  lösen, 
tragen  wir  die  Entwicklungen  (4)  ein  und  erhalten  die  p  Gleichungen: 

(7)  ^  W>'K^  -  Ck)  +  (h''*'Hik  -  CkY  +  ...]  =  A 

für  i  =  1,  2, . .  •,!>.  Da  die  Determinante  |  a/'»*)  |  ^  0  ist,  so  können 
wir  nach  Sätzen  der  Reihentheorie  durch  Inversion  dieses  Gleichungs- 
systems die  p  Grössen  (l^k  —  Ck)  in  Potenzreihen: 

(8)  gt-c*  =  <p*(A,A,-'-,-Z>p) 

entwickeln,  von  denen  sich  zeigen  lässt,  dass  sie  convergieren,  fcUls 
die  Beträge  von  Di,  D^, . ,  .,  Dp  gewisse  p  endliche  van  0  verschiedene 
Zahlen  nicht  übersteigen.  Ungeachtet  der  besonderen  Werte,  die  für 
die  Ci  gegeben  sein  mögen,  haben  wir  so,  falls  nur  m  als  ganze  po- 
sitive endliche  Zahl  hinreichend  gross  gewählt  wurde,  in 

(9)  S*  =  c.  +  ^*(A,A,--,^p) 

hatsächlich  ein  Lösungssystem  des  besonderen  Urnkehrprdblems  (5)  ge- 
wonnen. 

Nach  Gewinnung  dieses  Resultates  gelingt  der  Abschluss  unserer 
Untersuchung  vermöge  einer  auch  sonst   mehrfach  gebrauchten  Über- 

*)  Betreffe  der  Bedeutung  der  Entwicklung sgrössen  (£  —  c)  müssen  wir  an 
der  Bestimmung  von  I  p.  497  n.  f.  festhalten. 

33* 
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leguDg*),  die  auf  der  Construction  einer  algebraischen  Function  mit 
fest  gegebenen  ünstetigkeitspunkten  und  mit  teilweise  fixierten  Null- 
punkten beruht.  Um  für  die  hier  gemeinte  Function  die  in  I  p.  540 
abgeleitete  Darstellung  durch  Integrale  2*®'  Gattung  zu  benutzen,  ver- 
stehen wir  unter  (?i,  rfg, . . .,  dp(m+i)  irgend  ein  Punktsystem,  welches 
mit  dem  (m  +  l)-fach  gezählten  System  der  Punkte  c^,...yCp  äqui- 
valent ist;  und  zwar  mögen  von  den  Punkten  d  keine  zwei  coincidieren. 
Die  allgemeinste  l)(wt-f-  1)- wertige  algebraische  Function  w  der  jP«, 
welche  an  den  Stellen  d  der  Fläche  je  einfach  unendlich  wird,  ist  als- 
dann  nach  I  1.  c.  in  der  Gestalt: 

(10)  «;  =  cfo  +  tti  Zrf,  +  «2  Zd,  H f-  «,(„,+  1)  2'rf^^^^jj 

darstellbar,  und  hier  bestehen  zufolge  des  Riemann-Roch'schen  Satzes 
für  die  Coefficienten  a  gerade  p  lineare  Bedingungen,  so  dass  noch 
{fnp  +  1)  Coefficienten  unbestimmt  bleiben.  Schreiben  wir  jetzt  vor, 
dass  mp  Nullpunkte  von  w  auf  Fn  particuläre  Lagen  haben  sollen,  so 
hat  dies  mp  weitere  lineare  Bedingungen  für  die  a  im  Gefolge.  Dabei 
ist  es  gleichgültig,  ob  diese  Nullpunkte  durchgehends  getrennt  liegen 
oder  in  irgend  welchen  Anzahlen  coincidieren  mögen;  nur  hat  man 
leicht  ersichtlicher  Weise  im  letzteren  Falle  von  den  Reihenentwick- 
lungen der  Z  neben  den  Absolutgliedem  auch  noch  höhere  Potenzen 
bei  der  Rechnung  mit  in  Betracht  zu  ziehen. 

Die  vorzuschreibenden  mp  Nullpunkte  identificieren  wir  nun  mit 
dem  m-fach  genommenen  System  der  in  (9)  berechneten  Punkte  1^. 
Es  kann  sein,  dass  die  Verhältnisse  der  Coefficienten  a  dadurch  gerade 
eindeutig  bestimmt  sind;  es  kann  aber  auch  sein,  dass  die  mp  linearen 
Bedingungen  nicht  von  einander  unabhängig  sind,  und  in  diesem  Falle 
wähle  man  w  unter  den  verschiedenen  Möglichkeiten  particulär  aus. 
Die  so  gewonnene  Function  w  wird  dann  aber  noch  weitere  p  Null- 
punkte auf  Fn  besitzen,  und  diese  Punkte  nennen  wir  x^  x^,  .  ,  .  y  x,,. 
Alsdann  haben  wir  nach  dem  AbeVsdieii  Theorem  die  p  Gleichungen: 

(11)  ^  ntfdh  +  2  fii'  =  ^  • 

Denn  in  der  That  bilden  zufolge  der  Existenz  jener  Function  w  die 
|)(w+l)  oberen  Grenzen  in  (11)  ein  mit  dem  (m -f-  l)-fach  ge- 
zählten System  c^, . . .,  Cp  äquivalentes  Punktsystem,  Hierbei  haben  wir 
in  (11)  sogleich  von  einer  sehr  speciellen  Zuordnung  der  Punkte  beider 
Systeme  Gebrauch  gemacht;  aber  man  bemerke,  dass  eine  Abänderung 

*)  Siehe  z.  H.  (Jlebsch-Gordan,  1.  c.  pag.  187. 
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dieser  Zuordnung  die  p  Integralsummen  (11)  nur  um  ein  System 
simultaner  Perioden  modificiert^  welches  man  durch  geeignete  Ausge- 
staltung etwa  des  Integrationsweges  von  c^  nach  x^  wieder  zum  Wegfall 
bringen  kann. 

Letzten  Endes  trage  man  in  (11)  für  die  an  erster  Stelle  stehende 
Summe  ihren  Wert  aus  (5)  und  (6)  ein  und  findet: 

(12)  ^^ßj'-^f^i'   i=l,2,--,p, 

SO  dass  thatsächlich  im  System  der  Punkte  x^y  x^,  . , .  y  Xp  die  gesuchte 
Lösung  des  UmJcehrpröblems  (1)  für  m'=»p  gewonnen  ist  Damit  ist 
also  das  in  Bede  stehende  Problem  in  dem  oben  in  Aussicht  genom- 
menen Umfange  wirklich  gelöst 


Eine  Frage,  die  sich  für  uns  jetzt  an  die  mannigfachen  Gesichts- 
punkte des  vorliegenden  Kapitels  unmittelbar  anschliesst,  ist  die,  wie 
sich  dieselben  im  Gebiete  der  Theorie  der  Modulformen  anwenden 
und  ausgestalten  mögen.  Wir  können  indessen  auf  die  hiermit  ge- 
gebene Problemstellung,  wie  wir  schon  gelegentlich  andeuteten,  erst 
im  übernächsten  Kapitel  eingehen,  da  wir  vorab  unsere  allgemeinen 
functionentheoretischen  Entwicklungen  erst  noch  nach  einer  anderen 
Richtung  auszubauen  haben. 


Zweites  Kapitel. 

Allgemeine  Theorie  der  algebraisclien  Correspondenzen  und  des 

Correspondenzprincips. 

Um  späterhin  innerhalb  der  Modullehre  die  besonderen  Corre- 
spondenzen der  Transformationstheorie  mit  Erfolg  behandeln  zu  können^ 
gehen  wir  hier  zunächst  auf  die  allgemeine  Theorie  der  algebraischen 
Correspondenzen  näher  ein^  wie  sich  dieselbe  zumal  in  neuerer  Zeit 
herausgebildet  hat. 

Die  Theorie  der  Correspondenzen  untersucht  das  auf  Grund  ana- 
lytischer Gesetze  geregelte  Entsprechen  von  Punkten  auf  algebraischen 
Curven,  wie  wir  es  in  unseren  schon  früher  (p.  156)  besprochenen 
speciellen  Beispielen  von  Modularcorrespondenzen  zu  betrachten  hatten. 
Es  verdankt  die  Theorie  der  Correspondenzen  ihre  Entstehung  den 
Gedankenentwicklungen  der  Geometer;  in  der  That  ist  es  Chasles*) 
gewesen^  welcher  um  1864  zuerst  besondere  Untersuchungen  über 
derartige  Correspondenzen  auf  algebraischen  Curven  anstellte,  und 
welcher  für  den  in   unserem  Sinne  sehr  beschränkten  Bereich  seiner 

• 

Betrachtung  dasjenige  Theorem  formulierte,  welches  wir  weiterhin  als 
„Correspondenzprincip''  kennen  lernen  werden.  Die  Beschränkung  der 
*  Chasles'schen  Untersuchung  aber  bestand  darin,  dass  das  Geschlecht  p 
der  Grundcurve,  auf  welcher  Correspondenzen  betrachtet  werden,  gleich 
Null  ist.  Die  Erweiterung  des  fraglichen  Correspondenzprincips  auf 
Curven  eines  höheren  Geschlechtes  wurde  dann  von  Hrn.  Cayley**) 
ohne  Beweis  gegeben  und  späterhin  durch  Hrn.  Brill***)  zum  Nach- 
weis gebracht. 


*)  Siehe  die  Comptes  rendus  der  Pariser  Akademie  vom  27.  Juni  t864. 
**)  On  ihe  carrespondence  of  two  poinU  on  a  curve,  Proceedings  of  the  London 
mathematical  society  (1866);   Second  memoir  on  the  curves,  tohich  satiafy  given 
conditiofis,  Philosophical  transactions  (1868). 

***)  Über  Entsprechen  van  Panktsybtemen  auf  einer  Ourve,  Math.  Ann.  Bd.  6 
(1878);  Über  die  Correspondenzformel,  Math.  Ann.  Bd.  7  (1874).  Hr.  Brill  ist 
späterhin  in  zwei  Arbeiten  Math.  Ann.  Bd.  31  (1887)  und  Bd.  36  (1890)  auf  die 
Correspondenztheorie    zurückgekommen.    Vergl.  auch  die  neuerdings  erschienene 
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Indessen  war  bei  dem  hiermit  erreichten  Entwicklungsstadium  der 
Correspondenztheorie^)  eine  specielle  Classe  von  algebraischen  Corres- 
pondenzen  auf  besonderen  algebraischen  Curven  dem  Verständnis  noch 
unzugänglich  geblieben,  und  hier  war  es  erst  den  Biemann' sehen 
Methoden  vorbehalten ,  die  für  das  Gesamtgebiet  der  algebraischen 
Correspondenzen  erschöpfende  Aufklärung  zu  geben.  Diesen  ent- 
scheidenden Schritt  in  der  Correspondenztheorie  gethan  zu  haben, 
ist  das  Verdienst  des  Hm.  Hurwitz**).  Durch  Verwertung  der  zur 
Grundcurve  gehörenden  Integrale  erster  Gattung,  welche  in  Hurwitz' 
Hand  bereits  vorher  bei  den  Modularcorrespondenzen  zu  überraschen- 
den Erfolgen  geführt  hatten,  gelang  es  ihm,  für  die  allgemeine  Cor- 
respondenztheorie immer  gültige  Grundlagen  zu  gewinnen.  Insbesondere 
wurden  dabei  jene  bis  dahin  unzugänglich  gebliebenen  Correspondenzen 
ihrem  Wesen  nach  völlig  aufgeklärt;  wir  werden  dieselben  weiterhin 
als  singulare  Correspondenzen  kennen  lernen. 

Für  uns  kommt  es  ganz  wesentlich  nur  auf  die  Hurwitz^sche 
Theorie  an.  Diese  allein  soll  also  weiterhin  entwickelt  werden;  frei- 
lich werden  wir  uns  dabei  mehrfache  Abweichungen  von  der  ursprüng- 
lichen Hurwitz'schen  Darstellung  erlauben,  die  aber  nur  methodische 
sind.  Vor  allem  mag  sogleich  hervorgehoben  sein,  dass  wir  an  Stelle 
der  von  Hrn.  Hurwitz  verwendeten  '0'- Function  allenthalben  die  Prim- 
form gebrauchen  werden,  was  nach  den  bezüglichen  Bemerkungen  im 
vorigen  Kapitel  unmittelbar  gerechtfertigt  erscheint.  Ehe  wir  übrigens 
Hurwitz'  allgemeinen  Ansatz  formulieren  (in  §  2)  und  dann  weiter 
entwickeln,  sollen  in  §  1  einige  vorbereitende  und  einleitende  Betrach- 
tungen gegeben  werden. 

§  1.    Von  den  CorreBpondenBen  und  dem  CorrespSndenzprincip 

der  G^ometer. 

Die  Fragestellung  der  Geometrie,  welche  zum  Ausgangspunkt  der 
Correspondenztheorie  wurde,  können  wir  in  der  folgenden  Art  angeben: 
Auf  einer  ebenen  Grundcurve  Cn  der  n**"  Ordnung  seien  x^,  x^,  x^ 
und  j/i,  ifi,  ys  ^®  Coordinaten  irgend  zweier  Punkte.  Dieselben  sollen 
an  die  Bedingung: 

Arbeit  von  Zeuthen  in  Bd.  40  der  Mathem.  Annalen  (1892),  wo  man  mannig- 
fache sonstige  Citate  findet. 

*)  Von  welchem  insonderheit  die  oft  genannten  Vorlesungen  über  Geometrie 
von  Clebsch-Lindemann  ein  vielseitiges  Bild  entwickeln. 

**)  Über  algebraische  Correspondenzen  und  das  verallgemeinerte  Gorrespondenz- 
princip,  Berichte  der  Kgl.  Sachs.  Gesell  d.  W.  vom  11.  Januar  1886,  wieder  ab- 
gedruckt in  den  Mathem.  Ann.  Bd.  28  p.  661  ff. 
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gebunden  sein,  wo  ^(:r  |  t/)  eine  ganze  rationale  Function  der  Xs  und 
yi  ist,  die  Homogeneität  in  jeder  der  beiden  Yariabelenreihen  zeigt. 
Für  stehenden  Punkt  x  wird  alsdann  (1),  in  den  laufenden  Coordinaten 
y  gedeutet,  eine  neue  Curve  darstellen,  und  die  Schnittpunkte  y  dieser 
letzteren  mit  der  Grundeurve  (7„  sind  es,  welche  dem  Punkte  x  cor- 
respondieren  sollen.  Die  so  begründete  Gorrespondenz  auf  der  Cn  lässt 
sich  sofort  auch  invertieren,  eben  dadurch,  dass  wir  den  Punkt  y  als 
stehend  annehmen  und  die  Schnittpunkte  der  in  den  x  gedeuteten 
Curve  (1)  mit  der  Grundeurve  aufsuchen. 

Zur  Erläuterung  betrachten  wir  ein  einfaches  Beispiel  aus  der 
Theorie  der  Curven  dritter  Ordnung,  das  uns  zugleich  mit  einer  in 
der  Theorie  der  Gorrespondenzen  sehr  früh  bemerkten  wichtigen  Er- 
scheinung vertraut  machen  soll:  Durch  f=0  sei  eine  ebene  Curve 
dritter  Ordnung  C^  des  Geschlechtes  p  «=>  1  dargestellt.  In  einem  be- 
liebigen Punkte  Xi  derselben  ziehen  wir  die  Tangente,  welche  noch 
einen  weiteren  Punkt,  nämlich  y^,  auf  der  Cg  ausschneidet  Für  die 
hiermit  begründete  Gorrespondenz  lautet  die  Gleichung  (1): 

(2)  y.ll+J'^Ä.+^ag^O. 

Betrachtet  man  nun  die  linke  Seite  von  (2)  als  Form  auf  der  C,,  so 
wird  bei  stehendem  x  diese  Form  offenbar  drei  Nullpunkte  haben, 
von  denen  aber  stets  zwei  mit  dem  gewählten  Punkte  x  coincidieren.  Aber 
wir  wollen  doch,  wie  schon  angedeutet,  nur  jenen  dritten,  von  Xi  ver- 
schiedenen, Schnittpunkt  der  Tangente  (2)  mit  der  G,  dem  Punkte 
Xi  correspondieren  lassen. 

Wir  lernten  an  diesem  Beispiel  die  bereits  erwähnte,  auch  schon  der 
älteren  Correspondenztheorie  sehr  bekannte  Erscheinung  kennen.  In 
diesem  Sinne  werden  wir  unter  Rückgang  zur  Gleichung  (1)  jetzt  gleich 
annehmen,  dass  hei  stehendem  x  unter  den  einfachen  Nullpunkten  der  in  y 
gedeuteten  Form  gix  \  y)  stets  eine  getvisse  Anzalil  —  sagen  wir  w  —  nUt 
X  coincidieren;  nur  die  übrigen  Ntdlpimkte,  deren  ZaJd  «  sei,  setzen  wir  als 
dem  X  correspondierend.  Diese  Zahl  w  aber,  die,  wie  wir  noch  sehen 
werden,  einen  wesentlichen  Charakter  der  gerade  betrachteten  Gorre- 
spondenz angiebt,  bezeichnen  wir  mit  Hrn.  Brill  als  Wertigkeit  der- 
selben. Indem  wir  gleich  auch  die  inverse  Gorrespondenz  betrachten, 
bei  welcher  der  Punkt  y  gegeben  ist,  wird  offenbar  g(x  \  y)  als  Form 
der  Stelle  x  im  Punkte  y  auch  einen  w-tachen  Nullpunkt  haben  5  aber 
wieder  nur  die  übrig  bleibenden  ß  Nullpunkte  seien  diejenigen,  welclie  wir 
der  Stelle  y  correspondieren  lassen.  So  oft  es  nicht  gerade  erforderlich 
ist,  die  Inversion  der  Gorrespondenz  zu  betonen,  mögen  wir  auch  beide 
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eben  betrachtete  Correspondenzen  iu  eins  fassen  und  erhalten  dann, 
was  wir  hinfort  als  eine  a-ß-deutige  algebraische  Correspondenis  der 
Wertiglceit  w  auf  Fn  bezeichnen. 

In  keiner  Weise  ist  ausgeschlossen,  dass  für  specielle  Lagen  x 
auch  unter  den  a  correspondierenden  Punkten  y  einer  oder  mehrere 
mit  X  coincidieren;  es  wird  vielmehr  für  uns  weiterhin  geradezu  das 
wesentlichste  Problem  sein,  diese  speciellen  Stellen  x  anzugeben,  was 
man  durch  vollständige  Discussion  der  Gleichung  g(x\x)  =  0  wird 
thun  wollen.  Ohne  diese  Frage  schon  hier  näher  zu  verfolgen,  be- 
nennen wir  durch  v  die  Anzahl  derjenigen  Punkte  x,  für  welche  in  der 
bezeichneten  Art  wenigstens  einer  der  correspondierenden  Punkte  y 
mit  X  coincidiert.  Das  bereits  in  der  Einleitung  erwähnte  Correspon- 
denzprindp  von  Cayley  und  Brill  sagt  dann  aus,  dass  die  Anzahl  v 
der  Coinddenzen  unserer  a-ß-deutigen  Correspondenz  der  Wertiglceit  w 
gegeben  sei  durch: 

(3)  V  =  «  +  /J  +  2ptv, 

ICO  p  das  Geschlecht  der  Fn  ist;  wir  werden  diese  Formel  weiter  unten 
zu  beweisen  haben. 

Den  hiermit  entwickelten  Ansatz  wollen  wir  nun  allgemeiner  ein- 
kleiden. An  Stelle  der  Grundcurve  C«  setzen  wir  vor  allem  eine  Rie- 
mann'sche  Fläche  Fn,  wo  dann  zwecks  Darstellung  der  auf  der  Fn 
zu  betrachtenden  Correspondenzen  an  Stelle  der  rationalen  ternären 
Formentheorie  x^,  x^,  x^  irgend  eine  andere  treten  darf,  z.  B.  die  im 
vorigen  Kapitel  begründete  algebraische  binäre  Formentheorie  z^,  z^. 
Wir  legen  dann  den  allgemeinen  Begriff  einer  ganzen  algeibraischen  Form 
zweier  FlächenpunJcte  vor,  die  wir  nach  Analogie  des  früheren  Brauches 
im  Gegensatz  zu  den  rationalen  Verbindungen  g  durch  G{x,  y)  be- 
zeichnen. Es  soll  G(x,y)  eine  solche  Grösse  sein,  die  für  stehenden 
Wert  des  einen  Argumentes,  in  Abhängigkeit  vom  anderen  gedeutet, 
eine  ganze  algebraische  Form  im  früheren  Sinne  bildet,  wofür  man  ein 
specielles  Beispiel  in  der  linken  Seite  der  Gleichung  (1)  vor  Augen  hat. 
Es  kann  zwar  in  keiner  Weise  unsere  Absicht  sein,  für  die  Darstellung 
solcher  Formen  G{Xy  y)  schon  jetzt  die  von  dem  vorigen  Kapitel  zu 
diesem  Zwecke  gelieferten  Hülfsmittel  wirklich  in  Anwendung  zu 
bringen;  das  wird  eine  Aufgabe  sein,  die  wir  weiterhin  auf  verschiedene 
Weisen  zu  behandeln  haben.  Hier  aber  soll  uns  der  Begriff  der  von 
zwei  Punkten  x,  y  der  Fn  abhängenden  Form  nur  erst  dazu  dienen,  um 
vermittelst  desselben  die  eben  entwickelten  Grundzüge  der  Correspon- 
denztheorie  einer  ersten  Verallgemeinerung  zu  unterziehen. 

Vorab  bemerke  man  noch,  dass  die  Form  G  (x,  y)  sehr  leicht  zu 
einer  Functiofi  der  Fn  ausgestaltet  werden  kann,  welche  algebraisch 
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von  zwei  Punkten  der  Fläche^  abhängt.     Seien  nämlich  §  und  tj  zwei 
particuläre  Lagen  von  x  und  y,  so   bilde  man  folgenden  Quotienten: 

derselbe  stellt^  wie  man  sieht^  eine  Function  der  gewünschten  Art  dar; 
wir  werden  Quotienten  von  der  Gestalt  (4)  in  der  Folge  oft  wiederholt 
SU  betrachten  haben.  Um  aber  die  Function  (4)  in  derselben  Weise 
für  die  Definition  einer  algebraischen  Gorrespondenz  auf  Fn  gebrauchen 
zu  können^  wie  die  Form  G(x,y)f  muss  man  natürlich  derartige  par- 
ticuläre Punktepaare  |,  r^  meiden,  für  welche  G{^,rjD  mit  Null  identisch 
ist.  Wenn  man  will;  kann  man  übrigens  (4)  auch  als  eine  yon  vier 
Punkten  der  Fn  algebraisch  abhängende  Function  auffassen,  indem  man 
auch  I  und  rj  als  beweglich  ansieht;  dabei  wird  dann  die  Identität 
bestehen: 

(5)  F(l,  n  \x,y)  =  Fix,  y  1 S,  1,). 

Die  Einführung  der  Gorrespondenz  zwischen  Punkten  x,  y  der 
Fläche  Fn  vermöge  der  Gleichung  F(Xfy  \  |,  i?)  ==  0  oder  G{x,  y)  =«  0 
geschieht  nun  genau  mit  denselben  Worten  wie  vorhin  im  Anschluss 
au  die  specielle  Gleichung  (1).  Auch  die  Wertigkeit  w  unserer  Gorre- 
spondenz werden  wir  genau  wie  oben  definieren,  nämlich  etwa  als 
Anzahl  der  Nullpunkte  x  von  F  oder  Gy  welche  sich  bei  stehendem 
y  immer  eben  an  dieser  Stelle  y  vereint  finden.  Endlich  kommt 
wieder  das  Problem  der  Bestimmung  der  Goincidenzenanzahl  in  Be- 
tracht, und  wir  werden  zeigen  können,  dass  für  alle  jetzt  in  Rede 
stehenden   Gorrespondenzen   das  Princip  (3)  seine  Gültigkeit  bewahrt 

Nun  aber  müssen  wir  auf  den  auch  jetzt  noch  sehr  beschränkten 
Gharakter  unseres  bisherigen  Ansatzes  hinweisen.  Zunächst  ist  ja,  wie 
wir  eben  die  Function  F(x,  y)  bildeten,  nur  erst  angenommen,  dass 
F  bei  stehendem  y  an  der  Stelle  x  =  y  endlich  bleiben  oder  in  ge- 
wisser Ordnung  verschtvinden  sollte.  Wenn  wir  aber  mit  den  Func- 
tionen F(Xy  y)  arbeiten  wollen ,  so  hindert  doch  nichts,  auch  solche 
F{Xj  y)  zu  bilden,  die  etwa  für  stehendes  y  in  x  gedeutet,  an  der 
Stelle  X  =  y  immer  in  gewisser  Ordnung  unendlich  werden.  Ist  w  die 
Ordnung  dieses  Unendlichwerdens,  so  wird  man  sofort  gutheissen,  wenn 
wir  der  durch  Nullsetzen  eines  solchen  F(xj  ij)  zu  definierenden  Gor- 
respondenz die  negative  Wertigkeit  —  w  zuerteilen.  Mit  den  ganzen 
Formen  G  {x,  y)  der  Fn  beherrschen  wir  freilich,  wie  selbstverständlich, 
nur  erst  die  null-  und  positiv  -  wertigen  Gorrespondenzen;  die  Aufnahme 
der  Functionen  oder  aber,  wenn  man  so  will,  die  Aufnahme  der  Formen 
von  gebrodiener  Ordnung  ermöglicht  indes  den  Fortschritt  zu  den  negativ- 
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wertigen  CorrespondenzeD^  welch\  letztere  übrigens  auch  bereits  vou 
Cayley  und  Brill  in  zahlreichen  Beispielen  betrachtet  wurden.  Auch 
auf  diese  negativ -wertigen  Correspondenzen  bezieht  sich  dann  das 
durch  Formel  (3)  zum  Ausdruck  gebrachte  Cayley- Briirsche  Corre- 
spondenzprincip. 

Aber  auch  die  so  umgrenzten  Wertigkeitscorrespondenzen  bilden 
nur  erst  eine  Glasse  aller  denkbaren  algebraischen  Correspondenzen; 
ihnen  reiht  sich  nun  die  andere  schon  in  der  Einleitung  erwähnte  Glasse 
der  singulären  Correspondenzen  an^  denen  gegenüber  wir  jene  auch 
wohl  kurz  als  die  gewöhnlichen  Correspondenzen  bezeichnen.  Indem 
wir  aber  eine  singulare  Correspondenz  nicht  mehr,  wie  eben,  durch 
Nullsetzen  einer  algebraischen  Function  F(x,  y)  zweier  Flächenpunkte 
darstellen  bez.  definieren  können,  werden  wir  uns  bei  ihrer  Einführung 
von  sehr  viel  allgemeineren  und  abstracteren  Gesichtspunkten  leiten 
lassen  müssen.  Letzteres  ist  um  so  mehr  geboten,  als  die  später  zu  be- 
trachtenden Modularcorrespondenzen  in  der  Mehrzahl  der  Fälle  singu- 
lare Correspondenzen  sind,  wobei  überdies  die  seinerzeit  zu  gebende 
Einführung  der  Modularcorrespondenzen  vermöge  des  (o  in  eine  trans- 
cendente  Gestalt  gekleidet  ist.  Wir  werden  demnach  jetzt  mit  Hrn. 
Hurwitz  die  Voraussetzungen  unserer  weiteren  Besprechung  gleich 
so  formulieren,  dass  davon  alle  denkbaren  algebraischen  Correspon- 
denzen, die  gewöhnlichen  und  die  singulären,  gleichmässig  umfasst  sind. 
Dies  wird  dadurch  ermöglicht,  dass  Hr.  Hurwitz  unter  vorläufiger 
Beiseitelassung  irgend  welcher  Ausdrucksformen  F{x,y)  oder  G{x,y) 
die  principielle  Frage  nach  der  allgemeinsten  algebraischen  Abhängig- 
keit auf  wirft,  die  zwischen  zwei  Punkten  Xj  y  einer  Fläche  Fn  be- 
stehen mag.  — 

• 

§  2.    Der  allgemeine  Anaatz.    Die  fundamentalen  Relationen  zwischen 
den  Integralen  j,  sowie  zwischen  den  Perioden  Xik* 

Von  der  Riemann'schen  Fläche  Fn  über  der  x;- Ebene  nehmen  wir 
des  weiteren  an,  dass  sie  ein  Geschlecht  p  >  0  aufweise.  Den  Fall 
jp  SS  0  wird  man  übrigens  zwischendurch  leicht  mit  erledigen  können; 
im  Gebiete  der  Modularcorrespondenzen  würden  wir  für  p  =  0  nur 
wieder  auf  die  im  vierten  Abschnitt  bereits  behandelten  Modularglei- 
cbungen  zurückkommen.  —  Einzelne  Punkte  auf  der  Fläche  Fn  sollen 
nach  wie  vor  in  dem  bisher  üblichen  Sinne  durch  x  und  y  bezeichnet^ 
werden.     Wir  formulieren  dann  folgende  allgemeine  Anuahmen: 

Zwischen  zwei  Stellen  der  F^,  x  und  y,  soU  eine  analytische  Ah- 
fuingigjceit  hestehcnj  dermfolge  jedetn  Punkte  x  der  Fn  bestimtnte  a  Punkte 
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y,  die  wir  y^^  ^2;  ;  •  •  •>  y«  nennm,  correspondieren;  die  a  Ihihkte  yr*) 
sollen  im  allgemeinen  von  x  verschieden  sein  und  sollen  sidh  mit  x  samt- 
Hell  stetig  auf  der  Fn  heu^egen**).  Durch  diese  Festseizungen  ist  das 
Auftreten  wesentlich  singulärer  Punkte  x  für  die  analytischen  Func- 
tionen ffr  von  X  bereits  ausgeschlossen.  Indem  wir  also  sagen,  es  sei 
auf  der  J^„  tiurch  die  geschehenen  Bestimmungen  eine  a-deutige  Corre- 
spondenz  definiert;  werden  wir  dieselbe  gleich  auch  als  eine  cdgebrais^ 
zu  bezeichnen  haben. 

Wir  invertieren  die  vorgelegte  Correspondenz,  indem  wir  die 
einzelne  Stelle  der  Fn  als  Punkt  y  fixieren  und  alle  Punkte  x  Sachen, 
denen  im  Sinne  der  ersten  Correspondenz  jener  Punkt  y  entspricht 
Die  somit  vollzogene  Inversion  der  analytischen  Gesetzmässigkeit  y(x) 
kann  für  einen  einzelnen  Punkt  y  nur  zu  einer  endlidien  Zahl  ß  von 
Punkten  Xj,  a;^, ...,  a;^  führen;  fanden  sich  nämlich  unendlich  viele 
Punkte  Xy  so  müssten  sich  dieselben  wenigstens  an  einer  Stelle  der 
Fn  häufen  und  hier  wäre,  der  Annahme  zuwider,  eine  wesentlich  sin- 
gulare Stelle  für  die  y{x).  Fanden  wir  aber  einmal  einem  y  insge- 
samt ß  Punkte  X  zugeordnet,  so  zeigt  nun  die  analytische  Fortsetzung 
der  x{y)y  dass  jedem  y  genau  ß  und  nur  ß  Punkte  x  correspondieren. 

Indem  wir  so  den  Bereich  unserer  Untersuchung  eingrenzen,  sollen 
nun  weitere  Beschränkungen  für  die  gewonnene  a-ß-deutige  Corre- 
spondenz in  keiner  Weise  eingeführt  werden.  Insbesondere  bleibt 
ganz  unentschieden,  ob  die  Correspondenz  im  bekannten  functionen- 
theoretischen  Sinne  eine  reducibele  oder  irreducibele  ist,  eine  Unter- 
scheidung, auf  die  wir  nur  erst  späterhin  bei  Specialuntersuchungen 
wieder  zurückkommen. 

Unsere  Hauptaufgaben  aber  sind,  ßr  die  vorgelegte  Correspondenz 
analytische  Darstellungen  zu  erbringen,  sowie  für  die  Abzahlung  ihrer 
Coincidenzen  Regeln  zu  entwickeln.  Bei  der  Lösung  dieser  Aufgaben 
werden  wir  nicht,  nur  klaren  Einblick  in  das  Wesen  der  bereite  im 
vorigen  Paragraphen  vorläufig  getroffenen  Fallunterscheidung  in  ge- 
wöhnliche und  singulare  Correspondenzen  gewinnen,  sondern  wir  werden 
zumal  auch  die  gesamten  im  vorigen  Paragraphen  nur  erst  historisch 
gemachten  Angaben  beweisen  können. 

Um  diese  Ziele  zu  erreichen,  ziehen  wir  mit  Hrn.  Hurwitz  die 
Integrale  erster  Gattung  der  Fläche  Fn  heran,  und  zwar  der  Einfach- 

*)  Wir  brauchen  im  vorliegenden  Kapitel  r  stets  als  Snmmationsbnchstaben 
i  ni  hier  gemeinten  Sinne  r  =  1 ,  2 ,  •  •  • ,  a. 

**)  Wir  denken  uns  die  F^  selbstverständlich  als  Riemann'sche  Eugelfläche, 
damit  die  Stellen  o;  =  00 ,  ^ «-  OQ  für  den  Wortlaut  dieses  Satzes  keine  Aus- 
nahme nötig  machen. 
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heit  halber  die  zu  einem  ausgewählten  kanonischen  Querschnittsjstem 
gehörenden  Normalintegrale  ii,  ja, .  - .,  ip.  Bei  der  nächstfolgenden 
Untersuchung  spielen  die  unteren  Grenzen  der  Integrale  eine  völlig 
nebensächliche  Rolle;  mögen  wir  dieserhalb  nur  die  oberen  Grenzen 
explicite  in  die  Bezeichnung  aufnehmen,  indem  wir  z.  B.  unter  ji(is) 
das  Integral  j»,  geführt  von  einer  beliebig  zu  wählenden  Stelle  der  Fn 
auf  irgend  einem  Wege  bis  zur  Stelle  0,  verstehen. 

Indem  wir  zur  vorgelegten  Oorrespondenz  zurückgehen,  bilden 
wir  uns  die  p  Integralsummen: 

(1)  ji{yi)  +  ^^(^2)  H h  Ji(ya) 

m 

und  wollen  dieselben  als  Functionen  der  Stelle  x  interpretieren.  Offenbar 
werden  wir  da  p  auf  der  ganzen  Fläche  endliche  Functionen  der  Stelle 
X  haben.  Um  dieselben  aber  näher  zu  untersuchen,  lassen  wir  x 
irgend  einen  geschlossenen  Weg  auf  der  Fn  durchlaufen.  Am  Schlüsse 
des  Weges  werden  auch  die  a  Stellen  j/r  insgesamt  ihre  Anfangslage 
wieder  angenommeo  haben,  nur  dass  ihre  Reihenfolge  im  allgemeinen 
eine  andere  geworden  ist.  Wenn  man  aber  die  dergestalt  vollzogene  Per- 
mutation der  j/r  in  ihre  Cyclen  auflöst,  so  wird  man  leicht  gewahr, 
dass  beim  geschlossenen  Wege  des  x  die  einzelne  Summe  (1)  in  sich 
selbst  vermehrt  um  eine  Periode  von  j,  übergegangen  ist.  Die  dieser 
letzteren  Periode  zu  Grunde  liegende  Bahn,  welche  sich  aus  einzelnen, 
den  Cyclen  der  fraglichen  Permutation  entsprechenden,  Zügen  zu- 
sammensetzt, ist  offenbar  von  dem  Index  i  der  besonderen  Summe  (1) 
ganz  unabhängig.  Demgemäss  haben  wir  als  Resultat:  Die  p  Integral- 
summen  (1),  betrachtet  als  Functionen  der  Stelle  x,  vermehren  sich  hei 
einem  geschlossenen   Wege  des  x  um  ein  „System  simultaner  Perioden^' 

Die  fraglichen  p  lutegralsummen  werden  hiernach,  in  Abhängig- 
keit von  Xy  p  Integrale  erster  Gattung  der  Fn  vorstellen;  denn  wir 
haben  mit  überall  endlichen  Functionen  zu  thun,  die  bei  Perioden- 
wegen des  Argumentes  x  additive  Constante  annehmen.  Stellen  wir 
die  gewonnenen  p  Integrale  durch  ji(x),  •  •  •jjp{x)  explicite  dar,  so  er- 
geben sidh  damit  die  p  für  die  vorgelegte  Oorrespondenz  charakteristischen 
Integralrelationen : 

(2)  ^ji  (ifr)  ==2!  "•*''*^^)   +  *'  • 

Die  jCik  sind  hierbei  p^  constante  Grössen,  welche  als  die  massge- 
benden Bestandteile  innerhalb  der  Relation  (2)  anzusehen  sind.  Dem- 
gegenüber sind  die  p  Zahlen  Ttt  ganz  unwesentlich;  sie  hängen  einzig 
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von  den  unteren  Grenzen  der  j  ab,  welche  wir  uns  übrigens  für  jedes 

einzelne    in    (2)    enthaltene    Integral    particular    ausgewählt    deoken 

können. 

Um  nähere  Angaben  über  die  Constanten  Xn  abzuleit-en,    gehen 

wir  auf  das  kanonische  Querschnittsjstem  der  JP»  zurück  und    lassen 

X  erstlich  den  Schnitt  hi  in  geeigneter  Richtung*)  durchlaufen.     Das 

Integral  ji{x)  wächst  dabei  um   den  Betrag  1  (cf.  I  p.  530),   wahrend 

die  p  —  1    anderen  Integrale  jkip)  unverändert'  bleiben.     Die    linken 

Seiten  der  p  Gleichungen  (2)  erhalten  (wie  wir  im  vorletzten  Absätze 

bewiesen)  p  simultane  Perioden  als  Zuwüchse,  und  die  letzteren  haben 

die  Gestalt: 

p 

(3)  hu  +  ^  Omi  rim  , 

m  =  l 

wo  die  h  und  g  ganze  Zahlen  sind,  von  denen  die  letzteren ,  g^  von  t 
unabhängig  sind.  Indem  wir  die  Änderung  der  rechten  Seite  von  (2) 
mit  derjenigen  der  linken  Seite  identisch  setzen,  entspringen  für  die  p- 
(Joefficienten  nu  der  Relationen  (2)  die  Darstellungen: 

p 

(4)  nu  =  hu  +^  ümi  tim ,  (i,  ?  =  1 ,  2,  -  •  • ,  /)) , 

in  denen  die  g,  h,  um  es  zu  wiederholen,  gewisse  2p^  ganze  Zoiden  sind. 
Ein   zweites   System    von  p^   ähnlich    gebauten    Relationen    ver- 
schaffen wir  uns  dadurch,  dass  wir  in  (2)  den  Punkt  x  nunmehr  die 
Periodenbahn  ai  des  kanonischen  Schnittsystems  im  bestimmten  Sinne 

durchlaufen  lassen.     Rechter  Hand  tritt  bei  der  f^  Relation  (2)  der 

p 
Betrag  ^^  niktki  hinzu,  während  in  den  linken  Seiten  dieser  Relationen 

wieder  ein  System  simultaner  Perioden  additiv  hinzukommt.  Sind 
also  Hu  und  Gtt  gewisse  2p^  neue  ganze  Zahlen,  so  JmJ^  wir  den  Glei- 
chungen (4)  die  weiteren  p^  Relationen  anzureihen: 

p  p 

(5)  ^  TtikTki  =  Hii  +  ^  GkiTik,  (iy  1=1,2,-  •,!?). 

Endlich  bietet  sich  die  Möglichkeit,  die  Grössen  Jiik  aus  den  Re- 
lationen (4)  und  (5)  dadurch  gänzlich  zu  eliminieren,  dass  man  die 
aus  (4)  entspringenden  Werte  von  na  in  (5)  einträgt.  Diese  Rechnung 
führt  auf  die  p^  Gleichungen: 

• 

*)  Es  ist  stets  diejenige  Richtung  zu  Dehmen,  welche  vom  linken  znm 
rechten  Ufer  des  coujugierien  Schnittes  führt. 
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p  p       P  P_ 

ji  =  i  *=i   »1=1  *==i 

(i,  l  =  1,2,...,^); 

diesdbm  stellen  f^,  unserer  Correspondens  eigeniündiche,  ganzzcMige  Identi- 
täten ztoeiten  Grades  zwischen  den  Perioden  x  der  von  uns  ausgewählten 
Normalintegrale  erster  Gattung  j  vor. 

Die  Gleichungssysteme  (2),  (4)  und  (6)  bilden  das  wesentliche 
Fundament  der  weiteren  Untersuchung.  Dabei  muss  man  freilich  nicht 
annehmen,  dass  allein  durch  die  letzten  Gleichungssysteme  (4)  bis  (6)^ 
in  denen  die  ffa  nicht  mehr  vorkommen;  die  vorgelegte  Correspondeuz 
bereits  eindeutig  definiert  sei.  Wir  werden  vielmehr  späterhin  sehen, 
dass  zu  dem  gleichen  Coefficientensystem  Xa  immer  unendlich  viele 
verschiedene  Correspondenzen  gehören. 

§  3.     Von  der  Gesamtheit  der  algebraischen  Gebilde  des 

Geschlechtes  p. 

Um  die  Verwendung  der  Gleichungssysteme  des  vorigen  Para- 
graphen für  eine  allgemeine  Theorie  der  algebraischen  Correspondenzen 
durchzuführen,  müssen  wir  vorher  einen  neuen  Excurs  einschieben,  der 
zum  Ziele  hat,  die  Gesamtmannigfaltigkeit  aller  algebraischen  Gebilde 
eines   einzelnen  Geschlechtes  p  zu    überblicken  und   insbesondere  die 

Rolle  aufzuweisen,  welche  für  p  >  0  die  ^^?^^  Grössen  r,*  hierbei 

spielen. 

Für  jp  =  0  und  p  =  1  kommen  wir  auf  sehr  bekannte  Verhält- 
nisse zurück.  Je  zwei  Flächen  des  Geschlechtes  p  *=  0  sind  rational 
in  einander  transformierbar;  aber  bei  p  =  l  ist  zu  diesem  Zwecke 
notwendig  und  hinreichend,  dass  beiden  Flächen  der  gleiche  Wert  der 
absoluten  Invariante  J  zukommt.  Während  wir  also  überhaupt  nur 
ein  einziges  Gebilde  p  =  0  haben,  existieren  gerade  oo^  GdnJde  j?  =  1, 
allen  unterschiedenen  Werten  des  einen  Parameters  J  entsprechend. 
Man  drückt  dies  nach  Riemann  in  der  Regel  dahin  aus,  dass  die  Ge- 
bilde j9  =  1  einen  y,ModuV'  haben. 

Es  ist  uns  nun  sehr  geläufig,  dass  man  als  Modul  der  Gebilde 
p  =  1  nicht  nur  die  rationale  Invariante  J  gebrauchen  kann.  In  der 
That  können  wir  an  Stelle  von  J  auch  eine  irrationale  Invariante 
setzen,  wie  z.  B.  X  oder  fi  im  ersten  Kapitel  des  ersten  Abschnittes; 
aber  namentl-ch  sei  hier  noch  besonders  betont,  dass  wir  endlich  auch 
eine  transcendente  Invariante,  nämlich  den  Periodenquotienten  m  ge- 
brauchen können.     Da  kommen  dann  betreffs  der  für  das  einzelne  Ge- 
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bilde  charakteristischen  Werte  des  (o  die  uns  seit  lange  bekannten 
Verhältnisse  der  Modulteiiung  zur  Geltung,  insofern  alle  äquivalenten 
o  nun  das  gleiche  Gebilde  geben.  Man  beachte  übrigens  sogleich, 
dass  o  nur  eine  andere  Bezeichnung  für  die  eine  bei  p  =  1  ein- 
tretende Periode  r^^  ist 

Merken  wir  uns  aber  vor  allem  noch,  dass  die  Gesamtheit  der 
Gebilde  p  =  1  eine  durchaus  confinuierlicJw  Mannigfaltigkeit  bildet,  die 
mr  ein-dimensional  nennen  wollen,  insofern  die  einzelne  Stelle  dieser 
Mannigfaltigkeit  durch  den  Wert  der  einen  Variabelen  J  bez.  cd  fixiert 
werden  kann. 

Der  Fall  des  Geschlechtes  jp  =  1  wird  als  Prototyp  dienen  müssen 
für  die  Gebilde  eines   beliebigen  Geschlechtes  p  >  1.     Den   Übergang 
zwischen  den  verschiedenen  Gebilden  p  vermittelt  man  hier   wohl  am 
zweckmässigsten  dadurch ,   dass  man   bei  einer  ersten  Fläche    Fn  -des 
(Geschlechtes  p  stetige  Lagenänderungen  der  Verzweigungspunkte  vor- 
nimmt.    Die  hierbei  eintretende  Überlegung;  der  wir  nicht  ins  einzelne 
nachgehen   können,   sehe  man  in  der  in  I   häufig   genannten    Schrift 
KleinSy    Über    Riemann's    Theorie    der    algebraischen    Functionen    und 
ihrer  Integrale^  (p.  64  ff.)  nach.     Es  wird  dortselbst  unter  Benutzung 
der    bezeichneten    Massnahme    der    bereits    von   Biemann    aufgestellte 
Satz   entwickelt;   dass  alle  algebraisdien   Gebilde  eines   bestimmten    Ge- 
schlechtes  !>  >  1    eine  einzige    zusammenliängende   Mannigfaltigkeit   van 
Qip  —  3)  Dimensionen  bilden.     Der  hiermit  formulierte  Satz  gehört  zu 
den   wichtigsten  Fundamenten  der   ganzen  Theorie   der  algebraischen 
Functionen.     Übrigens    ist   die  Thatsache,   dass    auch    bei    einem  Ge- 
schlechte p  >  1  alle   zugehörigen  Gebilde  nur  eine  einzige  zusammen- 
hängende Mannigfaltigkeit  bilden,  von  Riemann  selbst  nie  ausdrücklich 
betont.     Dieser  Umstand  wurde   vielmehr  erst  von  Klein  a.  a.  O.  auf 
Grund  vorangehender  geometrischer  Entwicklungen  von  Lüroth*)  und 
Clebsch**)  hervorgehoben. 

Zufolge  der  Dimensionenzahl  (3p  —  3)  der  Gesamtmannigfaltig- 
keit algebraischer  Gebilde  des  Geschlechtes  p  postulierte  Riemann 
(in  Artikel  12  seiner  Theorie  der  ^^AbeVschen  Functionen^^)  die  Existenz 
gewisser  (3p  —  3)  unabhängiger  Parameter,  vermöge  deren  man  das 
einzelne  Gebilde  p  zu  definieren  vermag.  Die  so  gemeinten  (ßp  —  3) 
Grössen,  die  ^jModtUn''  einer  Riemann'schen  Fläche,  werden  dann  bei 
beliebiger    eindeutiger    Transformation     derselben,    ähnlich    wie    das 


*)  Note  über  Verzweigungsschnitte  und  Querschnitte  in  einer  Eiemann' sehen 
Vläche,  Mathem.  Ann.  Bd.  3  (1871). 

**)  Zur  Theorie  der  Biemann'scJien  Fläclien,  Mathem.  Ann.  Bd.  6  (1878). 
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J  oder  das  (d  des   elliptischen  Falles ^   den   Charakter   der   Invarianz 
darbieten. 

Eine  directe  Definition  der  (3|)  —  3)  Moduln  kann  man  dadurch 
geben,  dass  man  in  ihnen  die  absoluten  Invarianten  der  Normalcurve  der 
Formen  q>  erblickt,  den  Begriff  der  Invarianten  dabei  im  bekannten 
Sinne  der  linearen  Invariantentheorie  gefassi  Für  niedere  Geschlechter 
p  =s  2,  3  kann  man  den  hiermit  gegebenen  Ansatz  noch  leicht  durch- 
bildcD;  man  kann  dabei  neben  rationalen  Invarianten ;  wie  bei  p=\, 
natürlich  auch  irrationale  gebrauchen*).  Und  nun  ist  es  für  uns  ganz 
besonders  wichtig,  dass  toir,  dem  gj  des  Falles  p  =  1  entsprechend,  auch 
die  Perioden  Xik  der  Integrale  erster  Gattung  als  transcendente  Inva- 
rianten zu  Moduln  der  Gebilde  des  Geschlechtes  p  heranziehen  Jcönnen; 
dieser  Ansatz  kann  dann  gleich  ganz  allgemein  für  beliebiges  p  ver- 
wendet werden**). 

Es  findet  der  fragliche  Ansatz  aber  seine  unmittelbarste  Verwendung 
in  der  Massnahme ^  dass  man  insbesondere  die  algebraischen  Grössen 
des  einzelnen  Gebildes  vermöge  einer  zugehörigen  ^-Function  darstellt; 
in  den  Reihenentwicklungen  der  ^;  vermöge  deren  man  diese  Func- 
tionen in  der  Regel  einführt,  sind  nämlich  die  r^  gerade  allein  die 
ausschlaggebenden  Bestandteile. 

Im  näheren  Verfolg  der  letzten  Überlegung  treffen  wir  nun  auf 
ein   sehr   merkwürdiges   Sachverhältnis.     Die  Anzahl   unterschiedener 


*)  Über  p  » 3  insbesondere  vergl.  man  neben  der  p.  610  genannten  Mono- 
graphie von  Weber  aach  noch  den  zweiten  Abschnitt  in  der  gleichfalls  häufig 
genannten  Abhandlung  von  Klein  „Zur  Theorie  der  AheV sehen  Functionen" 
Math.  Ann.  Bd.  86.  Wegen  sonstiger  algebraischer  Definitionsweisen  der  Moduln 
vergl.  man  Brill-Noetber  in  Bd.  7  der  Mathem.  Ann.  p.  800—307  (1873); 
eine  neue  transcendente  Definition  der  Moduln  giebt  Klein  in  der  Theorie  der 
automorphen  Functionen;  vergl.  Math.  Ann.,  Bd.  19  p.  666  u.  f.  und  Bd.  21 
p.  216  u.  f.  (1882). 

**)  Doch  bemerke  man,  dass  speciell  die  hypereUiptischen  Gebilde  eines  be- 
liebigen Geschlechtes  p  auch  von  algebraischer  Seite  besonders  leicht  zugänglich 
sind.  Das  einzelne  unter  ihnen  wird  man  auf  eine  zweiblättrige  Fläche  mit 
(2^  -f~  ^)  Verzweigungspunkten  beziehen,  und  die  Moduln  sind  dann  die  absoluten 
Invarianten  jener  binären  Form  (2j)  -j'  ^V^  Grades,  durch  deren  Nullsetzen  die 
Verzweigungapunkte  gegeben  sind.  Indem  man  durch  lineare  Transformation 
drei  Verzweignngspunkte  stets  an  vorgeschriebene  Lage  bringen  kann,  bleiben  die 
{2p  —  1)  übrigen  willkürlich  beweglich;  es  giebt  also  noch  2p  — 1  „Moduln*^ 
Man  kann  auch  sagen,  die  (Sp  — 3)  Moduln  der  hjperelUptischen  Gebilde  seien 
bis  auf  (2p  —  1)  unter  ihnen  specificiert,  oder  endlich,  die  hypereUiptischen  Ge- 
bilde des  Geschlechtes  |)  bilden  innerhalb  der  (Sp  —  3) -fach  ausgedehnten  Gesamt- 
mannigfaltigkeit der  Gebilde  vom  Geschlechte  p  ein  Gontinuum  von  (2p  —  1) 
Dimensionen. 

Kleln-Frioke,  ModulAmotionen.  IL  84 
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Tik  ist  nach  I  p.  530  durch  ^^-^—^  gegeben;  hierbei  müssen,   damit 

die  'd'-Reihen  convergieren,  die  imaginären  Bestandteile  der  r^i;  welche 
wir  iöik  nennen,  der  Bedingung  genügen;  dass 

(1)  Y(tfa)  =  <y,irri*  +  ^22 V  H h  2<fiiS:,x^  H h  2<y^_i.pa:p-i  x, 

eine  definite,  und  zwar  positive  quadratische  Form  abgiebt  (was  im 
Falle  p  =  1  einfach  auf  die  Forderung  eines  der  positiven  Halb- 
ebene angehörenden  co  hinausläuft).     Aber  die  Einschränkung   Y  >  0 

lässt    dem   System    der    r,*    noch   seine   --^"t—^- fache  Bew^lichkeit 

und  diese  Zahl  stimmt  doch  nur  für  jp  «»  2  und  p  «=  3  mit  der  An- 
zahl (3p  —  3)   der  Moduln  der  Gebilde  p.     Wir  postulieren  somit  bei 

j9  >  3  für  die  tik  neben  der  Forderung  Y  >  0  noch  weitere  -    — ^^~~ 

unabhängige  Bedingungen: 

(2)  01  (-ra)  =  0  ,  . . . ,  <l>(p~2)(„-8)(tr.'t)  =  0, 

2 

welche  erfüllt  sein  müssen,  damit  die  tik  vermöge  ihrer  dann  noch  blei- 
benden {3p  —  S)'fachen  Variabilität  als  Moduln  für  das  Geschlecht  p 
fungieren  können. 

Was  diese  Bedingungen  (2)  angeht,  so  hat  man  nur  erst  den 
niedersten  Fall  p  =  4  erledigen  können  ^  wo  eine  Relation  zwischen 
den  zehn  tik  in  Betracht  kommt.  Es  ist  in  der  That  Hrn.  Schottky^) 
gelungen,  eine  erste  Gestalt  für  diese  Relation  wirklich  anzugeben; 
und  zwar  handelt  es  sich  dabei  um  eine  Gleichung  zwischen  den  Null- 
werten der  geraden  d'-Functionen,  die  für  die  r,*  einer  Fläche  p  =  4 
stets  erfüllt  ist.  Im  übrigen  aber  ist  die  Frage  nach  der  Eigenart 
der  Relationen  (2)  zur  Zeit  noch  durchaus  eine  offene. 

§  4.     Von  den  singul&ren  Biemann'schen  Flächen.     Einteilung   der 
Correspondenzen  in  singulare  und  gewöhnliche. 

Wir  mussten  die  allgemeine  Besprechung  des  vorigen  Paragraphen 
einschalten,  um  die  Bedeutung  der  Perioden  tik  für  die  algebraischen 
Gebilde  des  Geschlechtes  p  in  ihrem  vollen  Umfange  zu  ermessen; 
denn  die  Grössen  r,*  sind  nach  den  Formeln  von  §  2  für  die  Corre- 
spondeuztheorie  insbesondere  von  grundlegender  Bedeutung.  Um 
dies  einzusehen,  gehen  wir  wieder  einen  inductiven  Weg  und  speciali- 

*)  Siehe  die  Abhandlung  „Zur  Theorie  der  AbeVschen  Functionen  wm  vier 
Variabelen'',  Crelle's  Journal  Bd.  102  (1888). 
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sieren  die  p^  Gleichungen  (6)  §  2  für  den  niedersten  Fall  j)  =  1.  Wir 
erhalten  da^  indem  wir  r^^  =  m  setzen,  die  eine  Gleichung: 

(1)  (7(ö«  +  (A-G)(ö  — Ä  =  0 

uud  sind  mit  ihr  zu  genau  demselben  Ansätze  zurückgeführt,  den  wir 
im  vierten  Abschnitt  (Kap.  5)  der  Einführung  jener  singulären  Moduln 
CD  zu  Grunde  legen  konnten,  für  welche  complexe  Multiplication  statt- 
findet. 

So  haben  wir  auch  hier  wieder  die  damalige  grundlegende  Fall- 
unterscheidung: 

Erstlich  Jcann  die  GleicJiung  (1)  identisch  erfüllt  sein,  und  dies 
tritt  stets  und  nur  dann  ein^  wenn  die  vier  ganzen  Zahlen  g,  /i,  6r,  H 
die  drei  Bedingungen: 

(2)  g  =0,H=0,    h  =  G 

erfüllen.  Für  den  Modul  co  oder  J  des  Gebildes  p  =  l  liegt  dann 
keinerlei  besondere  Beschränkung  vor. 

Wenn  aber  zweitens  die  ganzen  Zahlen  g^hy-  *  der  Bedingung  (2) 
nicht  genügen y  so  müssen  sie,  wenn  anders  wir  in  (2)  einen  für  uns 
brauchbaren  Ansatz  haben  sollen,  in  (gr,  h  —  Gy  —  H)  eine  quadra- 
tische Form  negativer  Determinante  bilden.  Das  Gebilde  p  =  1 , 
•welches  wir  nun  als  ein  singuläres  zu  bezeichnen  haben,  ist  durch 
die  Formclasse  (gr,  h  —  G,  —  H)  eindeutig  bestimmt,  und  umgekehrt 
gehört  zu  jeder  Formclasse  negativer  Determinante  ein  bestimmtes 
singuläres  Gebilde  des  Geschlechtes  p  »s  1.  Aus  den  früheren  Sätzen 
aber  ergiebt  sich  unmittelbar:  Innerhalb  der  continuierlichen  Gesamt- 
mannigfaltigJceit  aller  Gebilde  p  =  1  liefern  die  singtdären  Gebilde  dieses 
Geschlechtes  eine  überall  dichte^  aber  durchaus  discrete  Mannigfaltigkeit. 

Für  j)  >  1  treflfen  wir  nun  analoge,  aber  weit  compliciertere  Ver- 
hältnisse an. 

Als  einfachsten  Fall  haben  wir  wieder  den  voranzustellen,  dass 
die  |)*  Relationen  (6)  §  2  unabhängig  von  den  Werten  der  tit  erfüllt 
sind.  Es  ist  eine  leichte  Betrachtung,  welche  zu  dem  Resultate 
führt,  dass  dieser  Fall  stets  und  nur  dann  eintritt,  wenn  die  2p  ganzen 
Zahlen  A,-,-,  Ga  einander  gleich  sind: 

(3)  Äji  =  Äg,  =  • . .  =  Äpp  -=  Gjj  =  Gj,  =  . . .  =  G^^  , 

icährend  alle  p(p  —  2)  übrigen  ganzen  Zahlen  g^h^*  verschwinden. 
Das  Gebilde  ist  hier  wieder  in  keiner  Weise  specificiert,  d.  i.  die  r,jt 
haben  nur  erst  den  immer  bestehenden  Bedingungen: 

(4)  Y>0,       0,  =0,...,       0(p_2)(p-8)  =  O 

"  2  '    ~ 

ZU  genügen. 

84* 
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Aber  indem  wir  jetzt  auch  bei  allgemeiDem  j>  jede  Fläche  JP«  und 
damit  jedes  Gebilde  j>  als  ein  singtiläres  bezeichnen^  dessen  Moduln 
tik  eine  nicht  identisch  verschwindende  ganzzahlige  quadratische  Re- 
lation (6)  §  2  oder  mehrere  solche  befriedigen,  haben  wir  ofFenbar 
für  diese  singulären  Gebilde  des  Geschlechtes  p  eine  grossere  Reihe 
möglicher  Fälle  zu  unterscheiden. 

Es  kann  sein,  dass  die  Relationen  (6)  §  2  im  Verein  mit  den 
eben  angegebenen  Relationen  (4)  eine  Reihe  sich  nicht  widersprechender« 
Bedingungen  vorstellen;  denen  man  nur  durch  eine  endliche  Zahl  unter- 
schiedener Systeme  von  Werten  xn  genügen  kann.  Die  so  gemeinten 
Zahlsysteme  Ta  werden  alsdann,  insofern  sie  Losungen  des  gatusgahligen 
Gleichungsystems  (6)  §  2  sind,  einen  leicht  zu  umgrenzenden  arith- 
metischen Charakter  haben,  während  wir  freilich  bei  j)  >  4  infolge  der 
Gleichungen  (4)  den  numerischen  Charakter  dieser  speciellen  Systeme 
Tik  nicht  erschöpfend  anzugeben  vermögen,  da  sich  eben  die  Gleichungeif 
(4)  in  diesem  Betracht  zur  Zeit  jeder  -Vermutung  entziehen. 

Aber  das  ist  wieder  nur  ein  Grenzfall,  der  dem  unter  (3)  gemeinten 
Falle  genau  gegenüberliegt.  Dazwischen  liegt  (wenn  p>  1  ist)  eine 
Reihe  neuer  Möglichkeiten:  In  der  That  mag  ja  ein  einzelnes  vor- 
gelegtes Gleichungssystem  (6)  §  2  im  Verein  mit  (4)  die  Beweglich- 
keit der  Tik  auf  eine  (3p  —  3  —  p) -fache  einschränken,  wo  jetzt  ^ 
irgend  eine  ganze  Zahl  aus  der  Reihe  1,  2,  •  •  •,  3p  —  2  ist.  Die 
Gleichungen  (6)   §  2   repräsentieren    in    diesem  Falle  q    unabhängige 

Bedingungen,  so  dass  sich  die  r,*  in  -  -^-^-  ■  —  q  zunächst  willkürlich 

bleibenden  Grössen  mit  Hülfe  von  Coefficienten  darstellen,  die  einem 
numerisch  wohlbestimmten  Gebiete  angehören.  Mit  den  Bedingungen 
(4)  aber  treten  dann  wieder  weitere  Einschränkungen  für  die  Zit 
hinzu,  deren  genauer  Charakter  uns  nicht  weiter  bekannt  ist. 

Die  durch  ein  einzelnes  System  nicht  durchgängig  identisch  ver- 
schwindender GleichuDgen  (6)  §  2  definierten  singulären  Gebilde  werden 
bei  dieser  Sachlage,  allgemein  zu  reden,  eine  Mannigfaltigkeit  bilden, 
die  aus  einem  oder  aus  mehreren  Continuen  besteht;  nur  im  äussersten 
Falle  ((>  s=  32?  —  3)  schrumpfen  diese  Continua  auf  einzelne  Gebilde 
zusammen.  Wir  müssen  dieserhalb  von  einer  ganzen  Classe  singülärer 
Gebilde  des  Geschlechtes  p  sprechen,  in  welche  alle  aus  der  Gesamt- 
mannigfaltigkeit p  durch  ein  einzelnes  Gleichungssystem  (6)  §  2  aus- 
geschiedenen Gebilde  zusammengefasst  sind.  Im  Gegensatz  zu  den 
übersichtlichen  Verhältnissen  des  Falles  p  =  l  muss  man  sich  da- 
bei vorstellen,  dass  sich  die  versdiiedenen  Classen  singülärer  Gebilde^ 
in  der  Gesamtniannigfältigkeit  der  Gebilde  p  aufs  vielfältigste  dnrdidringen. 
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Wir  werden  späterhin  geradezu  die  Frage  aufzuwerfen  haben,  wieviel 
verschiedene  Classen  singulärer  Gebilde  sich  in  einem  particulär  ge- 
wählten Gebilde  überkreuzen  mögen. 

Die  Theorie  der  singulären  Riemann'schen  Flächen  steht  in  enger 
Beziehung  zu  älteren  Untersuchungen  Kroneckers*)  über  Transfor- 
mation der  <&-Reihen,  ein  Gegenstand,  der  späterhin  ausführlicher  von 
den  Herren  H.  Weber**)  und  Frobenius***)  durchgeführt  worden 
ist.  Der  Ausgangspunkt  dieser  Untersuchimgen  ist,  wie  bereits  eben 
angedeutet  wurde,  die  Transformation  beliebiger  Ordnungen  einer  ein- 
zelnen <&-Reihe  von  p  Variabelen,  und  man  fragt,  um  es  durch  eine 
'  uns  geläufige  Benennung  auszudrücken,  nach  den  Fixpunkten  der  dabei 
auftretenden  linearen  Substitutionen  der  Perioden.  Das  ist  also  genau 
die  Verallgemeinerung  jener  Fragestellung,  wie  wir  für  j?  =  1  oben 
pag.  176  (in  den  ersten  Zeilen)  formulierten.  Die  Fortbildung  dieser 
zunächst  rein  analytischen  Ansätze  muss,  sofern  man  auch  noch  die 
Relationen  (4)  in  die  Untersuchung  einführt,  auf  singulare  algebraische 
Gebilde  unserer  Art  hinführen.  Inzwischen  ist  eine  weitergehende 
functionentheoretische  Durchforschung  unseres  Gegenstandes  nur  erst 
für  |)  ==  2  in  AngriflF  genommen,  und  zwar  durch  Hm.  Wiltheisist); 
aber  man  kann  nicht  zweifeln,  dass  auch  in  den  weiter  folgenden 
niederen  Fällen  p  =  3,  4,  •  •  •  in  dieser  Richtung  noch  interessante 
Resultate  zu  finden  sind,  die  dann  zumal  auch  geometrische  Bedeutung 
für  die  zugehörigen  Normalcurven  gewinnen. 

Die  Anwendung  der  entwickelten  Principien  auf  die  Gorrespondenz- 
theorie  ist  jetzt  leicht  gegeben.  In  §  2  ordneten  wir  jeder  Corre- 
sponden'fe  auf  einer  Fläche  Fn  des  Geschlechtes  p  ein  System  von  4|)* 
ganzen  Zahlen  gut,  hat,  Ga,  Bfk  eindeutig  zu.  Es  kann  erstlich  sein, 
dass  diese  ganzen  Zahlen  gerade  den  unter  (3)  gemeinten  Bedingungen 
genügen,  welche  identisches  Bestehen  aller  Gleichungen  (6)  §  2  nach 
sich  ziehen.  Den  gemeinsamen  Wert  der  2p  möglicherweise  noch  von 
Null  verschiedenen  Zahlen  ha,  Gu  nennen  wir  —  w.  Diese  ganze 
^  Zahl  w^  deren  besonderer  Wert  irgend  welcher  sein  mag,  heisse  als- 


*)  In  den  Berliner  Monatberichten  vom  16.  October  1866,  abgedruckt  in 
Grelle's  Journal  Bd.  68. 

**)  Über  die  TransfarmcUwnstheone  der  9" -Functionen,  insbesondere  derer  von 
drei  Veränderlichen,  Annali  di  Matematica,  2^  Reihe  Bd.  9  (1878). 

***)  Über  die  principcUen  Transformationen  der  9"  -  Functionen  mehrerer  Varia- 
belen, Crelle's  Journ.  Bd.  96  (1888). 

t)  Bestimmung  ÄbeV scher  Functionen  mit  zwei  Argumenten,  bei  denen  com- 
plexe  MuUiplicationen  stattfinden,  HabilitatiQpschrifb  (Halle  1881),  abgedruckt  in 
Bd.  26  der  Mathem.  Annalen. 
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dann  Wertigkeit  der  vorgelegten  Correspondenz;  letztere  selbst  aber  soll, 
indem  wir  die  Benennungen  des  §  1  nun  im  vollen  umfange  wieder 
aufnehmen,  als  eine  gewöhnliche  oder  auch  als  eine  W^^tigkeitscorrespan- 
dem  bezeichnet  werden.  Die  grundlegenden  Gleichungen  (2),  (4),  (5) 
§  2  einer  solchergestalt  definierten  WertigJceitscorrespondene  haben  für  die 
Moduln  der  zu  Grunde  liegenden  Flädie  Fn  keinerlei  Beschränkung  im 
Gefolge.  Es  wird  uns  aber  gleich  im  folgenden  Paragraphen  obliegen, 
zu  zeigen^  dass  die  hiermit  aufs  neue  gegebene  Definition  der  gewohn- 
lichen oder  Wertigkeitscorrespondenzen  genau  mit  dem  bereits  in  §  1 
eingeführten  Sprachgebrauch  in  Übereinstimmung  ist. 

Genügen  jetzt  zweitens  die  4p^  ganzen  Zahlen  g,  h,  6r,  ff  den 
eben  gemeinten  Bedingungen  nicht,  so  haben  wir  ein  System  nicht 
durchgängig  identisch  erfüllter  Gleichungen  (6)  §  2.  Alle  Corre- 
spondenzeU;  welche  auf  eßen  dieses  Gleichungssystem  führen ,  mögen 
wir  dann  (und  zwar  wieder  in  Übereinstimmung  mit  dem  Sprachge- 
brauch des  ersten  Paragraphen)  in  eine  Glosse  singulärer  Correspan- 
denzen  vereinigen.  Die  Correspondenzen  der  einzelnen  solchen  Glosse 
werden  dann  nur  auf  jenen  singulären  Flädien  vorkommen  können,  tcelehe 
eben  der  zugehörigen  Glosse  singulärer  algebraischer  Gebilde  p  angehören. 

Es  wird  Gegenstand  einer  weiterhin  anzustellenden  Untersuchung 
sein  müssen  y  inwieweit  innerhalb  der  hiermit  gegebeneu  Grenzen  die 
verschiedenartigen  Gorrespondenzen  auch  wirklich  vorkommen.  Geben 
wir  nur  vorläufig  an,  dass  auf  einer  singulären  Fläche  neben  gewöhn- 
lichen Gorrespondenzen  in  der  That  stets  auch  singulare  Gorrespondenjsen . 
der  gerade  in  Betracfit  kommenden  Glossen  sich  finden. 

Durch  Vorstehendes  ist  nun  gezeigt,  worin  im  Grunde  der  Fort- 
schritt der  Hurwitz'schen  Correspondenztheorie  gegenüber  den  früheren 
Betrachtungen  der  Geometer  besteht.  Eben  erst  dadurch^  dass  neben 
den  Eigenschaften,  die  allen  Gebilden  des  Geschlechtes  p  gemeinsam 
sind,  vermöge  der  schärferen  Begriffsbestimmungen  der  Arithmetik  die 
singulären  Gebilde  volle  Würdigung  und  Aufklärung  fanden,  konnte 
die  Correspondenztheorie  ihren  principiellen  Abschluss  gewinnen. 


§  5.  Darstellung  der  Wertigkeitscorrespondenzen  durch  die  Prhnf  orm. 
Ableitung  der  Cayley-Brill'schen  CorrespondenzformeL 

Als  erstes  Ergebnis  der  Hurwitz'schen  Betrachtungen  entwickeln  wir 
eine  besonders  einfache  Theorie  der  Wertigkeitscorrespondenzen,  die  wir 
der  allgemeinen  Theorie  vorweg  nehmen  wollen,  um  solchergestalt 
alle  in  §  1  betreffs  der  gewöhnlichen  Gorrespondenzen  aufgestellten  Be- 
hauptungen einzulösen.     Sei  also  auf  der  zu  Grunde  liegenden  Fläche 
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Fn  irgend  ein  analytisches  Gesetz  von  der  in  §  2  angegebenen  Art 
vorgelegt^  nach  welchem  jedem  Punkte  x  der  F^  a  mit  x  stetig  sich 
ändernde  Punkte  !/i ;  •  .  •  >  y«  eindeutig  zugeordnet  sind,  und  mögen  die 
Integralrelationen  (2)  §  2  dieser  a- deutigen  Gorrespondenz  solche 
Coefficienten  jtik  besitzen  ^  dass  die  Gleichungen  (6)  §  2  sämtlich  un- 
abhängig von  den  Werten  der  r,*  erfüllt  sind.  Nach  den  vorauf- 
gehenden Entwicklungen  ist  alsdann  G<t  •=■  Ä<,- =  —  w,  wahrend  alle 
übrigen  g^  h,  G,  H  verschwinden.  Indem  wir  aus  (4)  §  2  die  zuge- 
hörigen Ttik  berechnen,  kommt  das  Resultat:  Die  Integralrelationen 
unserer  gewöhnlichen  Correspondem  der  WertigTceit  w  lauten: 

a 

(1)  ^MVr)  +  U;ji(x)  =  Tti. 

r=sl 

Wir  gehen  nun  zu  dem  in  §  2  formulierten  Plane,  unsere  Gorre- 
spondenz in  irgend  einer  Weise  analytisch  darzustellen.  Die  ganzen 
algebraischen  Formen  G{x,y)  des  §  1  müssen  uns  hierbei  zur  Richt- 
schnur dienen ;  wir  stellen  in  diesem  Sinne  die  beiden  Stellen  Xy  y  der 
Fläche  zunächst  als  von  einander  unabhängig  neben  einander  und 
suchen  nach  einer  von  den  beiden  Stellen  x^  y  abhängenden  Function 
oder  Form  f{Xfy)  der  F^  welche  bei  stehendem  x  eine  a- wertige 
Function  oder  Form  der  Stelle  y  wird,  die  gerade  in  den  a  Punkten 
t/  =  j/i,  •  •  •,  j/a  je  einfach  verschwindet.  Natürlich  werden  wir  bei  den 
allgemeinen  jetzt  vorliegenden  Voraussetzungen  von  vornherein  nicht 
verlangen  dürfen^  dass  f{Xf  y)  eine  algebraische  Form  der  Fn  ist;  in 
der  That  können  wir  nur  erst  unter  Gebrauch  der  zur  Fn  gehörenden 
Primform  der  gestellten  Anforderung  genügen.  Es  geschieht  dies  in 
einfachster  Weise  durch  das  Product: 

(2)  f(,x,  y)  =  P(y,  y,)  P(y,  y,)  •  •  •  P(}f,  y«), 

wobei  freilich  die  AbhängigJceit  des  f(x,  y)  von  x  sich  in  das  in  (2)  nicht 
in  Evidenz  tretende  analytische  Grundgesetz  unserer  Correspondenz  birgt. 
Die  Gleichung  f{x,  y)  =  0  stellt  nun  unsere  a- deutige  Gorrespon- 
denz rein  dar,  insofern  sie  nämlich  bei  stehendem  x  nur  durch  die 
a  Stellen  ^i,  •  •  •  y«  befriedigt  wird*).  Aber  es  ist  sehr  zu  betonen,  dass 
auch  die  inverse  Correspondenz,  welche  ß-detUig  sei,  durdh  /'=0  rein 
dargestellt  wird,    Soll  nämlich  f(x,  y)  bei  stehendem  Punkte  y  für  die 


*)  Hierbei  sind  freilich  die  featen  Nallpunkte  der  Primform  in  den  Verzwei- 
gungspunkten  nicht  mitgerechnet.    Dieselben  lassen  sich,  wenn  man  will,  nach 
p.  494  immer  dadurch  eliminieren,  dass  man  von  einer  kanonischen  Fläche  F 
ausgeht   und   bei  der  Construction  der  Primform  mit  dem  auf  dieser  F^  existie- 
renden überall  endlichen  und  nicht-verschwindenden  Differential  di  operiert 


536  VI,  2.  Allgemeine  Theorie  der  algebraischen  Correspondensen. 

Stelle  X  '=^  Xq  verschwinden;  so  muss  wenigstens  einer  der  Primfac- 
toren  (2),  etwa  der  r**,  verschwinden.  Dieser  Factor  verhält  sich  dann 
in  der  Umgebung  der  Stelle  Xq  wie  (y  —  j/r);  nnd  es  gilt  dortselbst 
zufolge  unserer  Voraussetzungen  (Anfang  von  §  2)   eine  Darstellung: 

yr  —  y  =  Cy{x  —  XqY  +  Cr+i{x  —  X^y-^^  -\ , 

wo  V  eine  ganze  Zahl  >  0  und  Cv^O  ist*).  Durch  Inversion  dieser 
Entwicklung  wird  in  der  That  evident,  dass  von  den  ß  jener  Stelle  y 
correspondierenden  Punkten  x^, .. ^,  Xß  im  ganzen  v  bei  x^  coincifüeren, 
falls  f{Xy  y)  bei  x^  im  Grade  v  verschwindet.  —  Hierbei  ist  freilich, 
damit  die  Entwicklung  von  {yr  —  y)  die  eben  gebrauchte  Gestalt  hat, 
.vorausgesetzt,  dass  yr  bei  Xq  nicht  auf  der  Fn  verzweigt  sei;  aber  wir 
brauchen  den  hiermit  ausgeschlossenen  Fall  gar  nicht  besonders  zu 
untersuchen,  da  er  nur  in  vereinzelten  Punkten  x  der  Fn  auftreten 
kann  (cf.  §  2). 

Leistet  hiemach  für  die  reine  Darstellung  unserer  „a-jS-deutigen" 
Correspondenz  die  Form  f{x,y)  alles  Wünschenswerte,  so  kann  es 
doch  für  manche  Betrachtungen  unzweckmässig  sein,  dass  f(x,y)  auf 
der  Fläche  jP„  zwar  un verzweigt,  aber  nicht  eindeutig  ist.  Dieserhalb 
wollen  wir  f(x,  y)  in  der  folgenden  Art  zu  einer  eindeutigen  Function 
der  Fn  ausgestalten:  Wie  in  §  1  seien  |  und  ri  zwei  particuläre  Lagen 
der  unabhängig  veränderlichen  Stellen  x,y,  und  es  mögen  der  Stelle  g 
die  a  Punkte  i^i^ . . .  i^a  correspondieren;  die  Anordnung  sei  so  ge- 
troffen, dass  71  weder  mit  |  noch  mit  einer  der  Stellen  rjr  cbincidiere. 
Vermöge  der  Primform  bilden  wir  uns  dann  unter  Beibehaltung  der 
Bezeichnung  (2)  den  nachfolgenden  Ausdruck: 

wo  der  ganzzahlige  Exponent  w  die  Wertigkeit  unserer  a- deutigen 
Correspondenz  ist.  Wir  behaupten  zunächst:  Der  Ausdruck  F{x,  y  1  6,  i?) 
stellt  eine  von  den  vier  unabhängig  veränderlichen  Punkten  x,  y,  |,  iy  ab- 
hängende Function  der  Fn  vor,  weldhe  auf  dieser  Flädie  durchaus  ein- 
deutig  ist. 

Dass  erstlich  F  in  den  homogenen  Variabelen  jeder  der  vier 
Stellen  von  nullter  Dimension  ist,  zeigt  der  Ausdruck  (3)  ohne  weiteres. 
Man  untersuche  also  gleich  weiter  F  als  Function  von  y  für  stehende 
Werte  der  a;,  |,  tj]  damit  hierbei  aber  nicht  identisches  Verschwinden 
oder  ünendlichwerden  von  F  eintritt,  möge  wie  bisher  rj  weder  mit  5 

*)  Betreifs  der  Bedeutung  von  (x  —  Xq)  für  Xq  =  oo  oder  für  Verzweigongs- 
punkte  sehe  man  I  p.  497. 
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noch  mit  einer  der  Stellen  ijr  coincidieren^  desgleichen  aber  soll  ri 
auch  von  x  und  den  Stellen  ifr  verschieden  sein.  Das  Periodenver- 
halten  der  Primform  ist  aus  vorigem  Kapitel  bekannt:  durchläuft  y 
eine  Periodenbahn  &,-,  so  geht  F  wieder  in  seinen  Anfangs  wert  über; 
leiten  wir  aber  y  über  die  Bahn  cti,  so  geht  F  in  sieh  selbst,  mul- 
tipliciert  mit: 

(4)  «f«[2;^.?'"''-+«^.fj 

Über.  Aber  wenn  man  o;  in  |  überfährt,  so  gehen  die  Stellen  yr  nach 
i^r;  und  also  ist  zufolge  (1)  der  Exponent  des  Ausdrucks  (4)  mit  Null 
identisch.  Auf  der  anderen  Seite  bemerke  man,  dass  unsere  Function 
F  von  y  auf  der  ganzen  Fläche  wesentliche  Singularitäten  überall 
nicht  aufweisen  kann:  Es  ist  demnach  F  eine  eindeutige  und  zugleich 
eine  algebraische  Function  der  Stelle  y  der  Fläche. 

Man  betrachte  jetzt  F(x,  y  |  |,  i})  als  Function  der  Stelle  x.  Da- 
bei wird  die  schon  in  §  2  ausführlich  betrachtete  Art,  wie  bei  Perioden- 
wegen des  X  die  a  Punkte  yr  in  ihre  Anfangslage  zurückkehren,  von 
Bedeutung.  Ohne  hier  noch  einmal  die  Überlegung  ausführlich  zu 
wiederholen,  sagen  wir  gleich,  dass  F  bei  einem  Perioden wege  des  x 
in  sich  selbst,  multipliciert  mit  einem  Factor: 

(5)  e^' 

übergehen  wird.  Dabei  sind  die  C  constante,  nur  vom  Perioden  wege 
abhängende  Zahlen;  aber  dieselben  müssen  sämtlich  verschwinden,  weil 
anderenfalls  F  nach  Durchlaufung  der  Periodenbahn  des  x  augenschein- 
lich nicht  mehr  eine  algebraische  Function  von  y  vorstellen  könnte: 
also  auch  vom  Punkte  x  ist  F  eindeutig  und  damit  algebraisch  abhängig. 

Endlich  ist  die  eindeutige,  und  natürlich  wiederum  algebraische 
Abhängigkeit  des  F  von  |  und  rj  eine  einfache  Folge  der  Identität: 

Vermöge  der  Gleichung: 

(6)  F{x,  y\i,n)  =  0 

ist  nun  zufolge  der  erhaltenen  Resultate  die  algebraische  Darstellung 
unserer  a-ß-deutigen  Correspondenz  der  Wertigkeit  w  etmschen  Punkten 
Xy  y  der  Fn  in  einer  ersten  Gestalt  geleistet  Aber  diese  Darstellung* 
ist  im  Gegensatz  zu  der  durch  Nullsetzen  des  Productes  (2)  entsprin- 
genden in  allen  Fällen  einer  nicht  verschwindenden  Wertigkeit  nicht 
eine  reine.     Vielmehr  wird  bei  stehendem  Punkte  x  (bez.  y)  neben  den  a 
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{bez.  ß)  correspondierenden  Punkten  y  (bez.  x)  durch  F  =  0  immer  noch 
der  Pu7tkt  x  (bez.  y)  selbst,  w-fach  gezahlt,  mitgeliefert.  Hier  also  sind 
wir  zur  BrilFschen  Fassung  des  Begriffs  der  Wertigkeit  einer  Correspon- 
denz  unmittelbar  zurückgeführt  (cf.  §  1);  wie  denn  vor  allen  Dingen 
aus  der  Darstellung  (6)  evident  geworden  ist,  dass  die  im  vorigen  Pa- 
ragraphen gegebene  Definition  der  Wertigkeitscorrespondenzen  sich 
mit  derjenigen  des  §  1  im  Wesen  deckt.  In  der  That  braucbt  man 
hierbei  nur  etwa  noch  zu  bemerken,  dass  umgekehrt  auch  jede  durch 
Nulisetzen  einer  algebraischen  Function  zweier  Flächenpunkte  im 
Sinne  des  §  1  zu  definierende  Correspondenz  vermöge  des  AbeFschen 
Theorems  auf  die  für  die  Wertigkeitscorrespondenzen  charakteristischen 
Integralrelationen  führt. 

Es  würde  sich  hieran  die  Discussion  schliessen  müssen,  wie  man 
die  Function  F{Xj  y  \  |,  iy),  vielleicht  für  particulär  gewählte  6,  ly, 
vermöge  einer  bi-ternären  Form  G{x^,x^,x^  [ViiViiVz)  nach  Art  von 
(1)  p.  520  darzustellen  vermag,  wenn  man  nicht  etwa  für  eine  der- 
artige explicite  Darstellung  eine  andere  Formentheorie  der  Fläche 
gebrauchen  will.  Solchergestalt  würde  zumal  das  analytische  Grund- 
gesetz der  Correspondenz,  welches  in  dem  Ausdrucke  (3)  von  F  doch 
nur  implicite  enthalten  ist;  äusserlich  in  algebraischer  Gestalt  un- 
mittelbar evident  werden.  Inzwischen  müssen  wir  die  hiermit  ge- 
meinte Untersuchung  bis  später  (Kap.  6)  verschieben  und  leiten  vorab 
nur  noch  aus  der  Gleichung  (3)  das  Gayley  -  Brill'sche  Correspondenz- 
princip  ab,  welches  wir  gleichfalls  schon  im  §  1  vorläufig  namhaft 
machten. 

Es  sei  %'  im  Sinne  von  p.  521  die  Anzahl  der  Coincidenzen, 
welche  unsere  a-/3-deutige  Correspondenz  auf  der  Fläche  Fn  aufweist 
Zur  Berechnung  dieser  Anzahl  v  werden  wir  die  beiden  Punkte  x 
und  y  zur  Coincidenz  bringen,  worauf  zufolge  unserer  obigen  Bemer- 
kungen über  f{Xj  y)  die  Zahl  v  gleich  der  Anzahl  einfacher  Null- 
punkte der  Form  f{x,  x)  auf  der  Fn  wird,  falls  wir  von  den  in  den 
Verzweigungspunkten  festliegenden  Nullpunkten  dieses  Primform-Pro- 
ductes  absehen.  Zur  Berechnung  der  Anzahl  der  so  gemeinten  Null- 
punkte von  f(Xj  x)  haben  wir  nun  mehrere  Wege,  und  es  schliesst 
sich  an  die  voraufgehende  Entwicklung  am  engsten  die  nachfolgende 
algebraische  Deduction  an: 

Setzen  wir  in  der  algebraischen  Function  F(x,  y  |  6,  ij)  nach  ge- 

'eigneter   particulärer  Auswahl   von    §,  tj  die  beiden  Stellen  x   und  y 

identisch,  so  tritt  zufolge  der  rechten  Seite  von  (3)  in  F  der  identisch 

verschwindende  Factor  P(x,  x)  auf.     Aber  die  Primform  P  {x,  y)  wird 

bei  unendlich  nahe  liegenden  Stellen  x,  y  bekanntlich   algebraischy   in- 
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dem  sie  in  das  Differential  d^x  übergehrt;  nach  Auslösung  dieses 
störenden  Factors  bleibt  uns  demnach  in: 

^'^  ^^^'' ^«^ ""  iP{x,v) Pii.x)] '  ax.fi) f[i,x) 

eine  gleichfalls  algebraische  Form  der  Fn,  welche  nur  noch  von  der 
Stelle  X  abhängt  und  in  den  homogenen  Variabelen  die  Dimension 
—  2w  aufweist. 

Auf  0(a:i,  x^  wende  man  nun  den  p.  487  entwickelten  Wertig- 
keitssatz für  algebraische  Formen  der  Fn  an^  und  hierbei  ist  es  eine 
besondere  Erleichterung,  dass  die  in  Yerzweigungspunkten  festliegenden 
Nullstellen  für  den  zweiten  Bruch  auf  der  rechten  Seite  von  (7)  gar 
nicht  zu  berücksichtigen  sind.  Diese  Nullpunkte  rühren  ja  von  den 
Differentialen  d^x,  dty  in  der  Definitionsgleichung  der  Primform  her^ 
wobei  offenbar  die  zum  zweiten  Argument  in  f{Xj  x)  gehörenden  Diffe- 
rentiale dlx  sich    gerade    gegen   die   Differentiale  d^x  des  im  Nenner 

(7)  stehenden  Factors  f(]^,x)  fortheben,  während  in  gleicher  Weise 
die  vom  ersten  Argument  x  in  f(x^  x)  herrührenden  Differentiale 
d^y^  gegen  die  gleichen  Differentialfactoren  in  f(Xy  rf)  sich  heben.  Bei 
dieser  Sachlage  ist  die  Anzahl  einfacher  Nullpunkte  von  0  direct  mit 
der  Coincidenzenzahl  v  identisch^  und  indem  wir  jetzt  die  Anzahl  ein- 
facher Unstetigkeitspunkte  fi  nennen,  wird  nach  der  bezüglichen  Regel 
p.  487: 

(8)  V  —  fi  =  —  2nw 

sein.  Die  Bestimmung  von  (i  ist  aus  den  Nullpunkten  des  Nenners 
(7)  leicht  geleistet:  /*(|,  x)  liefert  deren  noch  a  einfache,  f(x,  rf)  aber 
/3;  jede*  der  Primformen  P(a;,  i^),  P(|,  rc)    aber   verschwindet   einfach 

an  einer  gewissen  Stelle  der  Fn  (nämlich  ij  bez.  |)  und  je  — - — fach 

in  einem  Verzweigungspunkte  mit  x  Blättern.     Somit  ist: 

wo  sich  die  Summe  auf  die  gesamten  Verzweigungspunkte  von  i'^ 
bezieht.  Mit  Hülfe  der  Formel  (2)  in  I  p.  340  setzt  sich  der  gewonnene 
Ausdruck  fi  in: 

ft  =  «  +  /3  +  2u;(p  +  n) 

um,  und  also  folgt  durch  Einsetzen  in  (8)  für  v  der  Wert: 

(9)  v  =  a  +  ß  +  2wpy 

womit  die  Cayley-BrilV sehe  Correspondeneformel  thatsächlich  gewonnen  ist. 

Hiermit  sind  nunmehr  alle  in  §  1  betreffs  der  gewöhnlichen  auf- 
gestellten Behauptungen  eingelöst« 
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§  6.    Die  arithmetisohe  Ghmndlegang  der  allgemeinen  Correspondens- 

theorie. 

Um  später  nicht  unterbrechen  zu  müssen,  senden  wir  einen  Hülfs- 
satz  über  die  Perioden  r^  der  Normalintegrale  erster  Gattung  voraas: 

SoUen  wir  durch  2p  ganze  Zahlen  Ai,  Bk  die  p  Gleichungen: 

(1)  Ai  +  ^B,r>,  =  0    (t  =  l,2,...,|)) 

befriedigen,  so  kann  das  für  ein  Wertsystem  r,*  einer  heliebig  herausge- 
griffenen Riemann'schen  Fläche  des  Geschlechtes  p  nur  dadurch  geschehen^ 
dass  unr  alle  2p  Zahlen  A,  B  mit  Null  identisch  nehmen.  Man  bilde 
nämlich  das  Integral  erster  Gattung:     . 

(2)  .    j^BJ,  +  BJ,  +  -..  +  B,j,', 

• 

dasselbe  hat  unter  Voraussetzung  von  (1)  lauter  reelle  Periodicitäts- 
moduln,  indem  längs  des  Schnittes  o,  die  Wertdifferenz  Bi,  längs  bi 
aber  zufolge  (1)  die  Differenz  —  A4  eintritt  Schreibt  man  hiemach 
j  =  u  -{-iVj  so  ist  V  ein  auf  der  Fn  überall  endliches  und  eindeutiges 
Potential.  Also  ist  v  nach  den  bezüglichen  in  I  p.  523  ff.  entwickelten 
Sätzen  auf  der  ganzen  Fläche  constant  und  damit  ist  dann  auch  j 
mit  einer  Constanten  identisch.  Da  nun  die  j^, . .  .,j|p  linear-unab- 
hängig sind,  so  folgt  JB^  =  0, . . .,  J?p  =  0  und  damit  aus  (1)  Ai  =  0. 

Wir  wollen  nunmehr  die  Fragen  der  Theorie  der  algebraischen 
Gorrespondenzen  auf  der  jF»  in  voller  Allgemeinheit  behandelQ,  indem 
wir  von  unserer  Fläche  Fn  nichts  weiter  annehmen,  als  dass  sie  (3p — 3) 
specificierte  Moduln  haben;  denn  in  der  That  wird  die  Correspondenz- 
theorie  der  jF«,  als  eine  arithmetische  Theorie,  nicht  invariant  bei  Ab- 
änderung der  Moduln  sein  können.  Wir  müssen  nun  die  allgemeinen 
Entwicklungen  des  §  4  über  singulare  Flächen  heranziehen  und  er- 
innern zunächt  daran,  dass  sich  die  damals  besprochenen  Glassen  sin- 
gulärer  Gebilde  des  Geschlechtes  p  in  der  Gesamtmannigfaltigkeit 
algebraischer  Gebilde  dieses  Geschlechtes  in  der  vielfältigsten  Weise 
durchdringen.  Die  damaligen  Entwicklungen  haben  wir  gegenwärtig 
noch  weiter  fortzusetzen,  indem  wir  geradezu  fragen:  Wieviel  Glossen 
sinffkdärer  Gebilde  schneiden  einander  in  unserem  vorgelegten  Gebilde  jP„, 
und  une  vermögen  wir  uns  über  alle  jene  Classen  den  Überblick  zu  ver- 
schaffen? 

Wir  kleiden  diese  Aufgabe  des  näheren  so  ein,  dass  unr  bei  ge- 
gebenen Xik  die  p*  Gleichungen: 


VI,  2.  Allgemeine  Theorie  der  algebraischen  Correspondenzen.  541 

p  p        p  p 

(^)  2  hktkl  +  ^  ^  gmkTkmtkl  =  Hu    +  ^  Gkitik 

*  =  1  Jt=l   m=l  *=! 

au f  alle  Weisen  durch  4p^  ganze  Zahlen  g,  h,  G,  H  lösen  sollen.  Dabei 
ist  freilich  noch  keineswegs  gesagt,  dass  zwei  unterschiedene  liösungen 
(ßj  A,  G,  H)  stets  auch  zwei  verschiedene  Classen  singulärer  Gebilde 
liefern ;  es  mag  vielmehr  das  System  der  p^  definierenden  Gleichungen 
der  einzelnen  Glasse  sehr  verschiedener  Gestalten  fähig  sein.  Aber 
wir  werden  doch  solchergestalt  durch  Aufzählung  aller  Losungen  von 
(3)  alle  Classen,  an  denen  Fn  Teil  hat,  sicher  je  einmal  gewinnen. 
Man   bemerke  nun  gleich,  dass  das   einzelne  Lösungssystem  von 

(3)  bereits  durch  seine  2p^  Zahlen  g,  h  eindeutig  bestimmt  ist.  Haben 
wir  nämlich  zwei  Losungen,  die  in  den  g,  h  übereinstimmen,  so  gelten 
nach  (3)  bei  jedem  stehenden  Wert  l  die  p  Gleichungen: 

{Hu  -  Hu)  +  ^  (Giu  -  Gu)ta  =  0 

*=  1 

mit  i  =  ly2y'',p]  nach  dem  Hülfssatze  (1)  sind  also  auch  die 
Zahlen  G,  H  beider  Systeme  bez.  einander  gleich.  Bei  dieser  Sach- 
lage  ist  jedem  Lösüngssysteme   von  (3)  eindeutig  ein  System   von  p^ 

Zahlen  jt^  durch: 

p 

(4)  Ttik  =  hik  +  ^  gmktim,  (t,  *  =  1 ,  2,  •  •  • , ;)) 

m  =  l 

zugeordnet,  und  wir  beweisen  wiederum  vermöge  des  Hülfsatzes  (1) 
den  Satz,  dass  das  einzelne  Lösungssystem  (3)  durch  seine  p^  Zahlwerte 
Äa  {die  natürlich  im  allgemeinen  nicht  ganzzahlig  sind)  bereits  eindeutig 
hestimmt  ist.  Es  wird  demgemäss  erlaubt  sein,  auch  von  den  Lösungen 
{g,  h)  oder  den  Lösungen  (jr)  unseres  Problems  (3)  zu  sprechen. 

Zum  Fundament  unserer  ferneren  Überlegung  wird  nun  das  fol- 
gende Sachverhältnis:  Haben  wir  t  Lösungen  des  Problems  (3)  ge- 
funden, so  mögen  wir  sie  durch  obere  Indices  unterscheiden: 

(5)  (f/(*) ,  Ä<0,  G^'\  £r<'))  für  «  =  1 ,  2,  • . . ,  ^ 

Sind  dann  x^,  ti^^  . .  .yXt  irgend  welche  t  ganze  positive  oder  negative 
Zahlen   und   definieren  wir  die  4|>*  ganzen  Zahlen  g,  h,  G,  H  durch: 

^  9ik  =  «1  gfk  +  *i  gfl  +  •  •  •  +  X«  ga » 

'  Ga  =  xi  G'ä  +  X,  Gfi  +  . . .  +  X,  G-f, , 
mit  i,k=  \,2,  •  •  -fP,  so  haben  wir  hei  der  Natur  unseres  Problems 
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(3)  offenbar  auch  in  (g,  h,  6r,  H)  eine  Lösung  desselben  gewonnen.  Diese 
4|)^  Gleichungen  (6)  sind  aber,  wie  aus  den  vorangegangenen  Über- 
legungen unmittelbar  folgt,  völlig  äquivalent  mit  den  ^  Gleichungen: 

(7)  nik  =  Xi  Ä-*  +  Xg  n^^l  -\ h  ^<  ^i*  , 

welch'  letztere  wir  gebrauchen  werden,  wenn  wir  lieber  mit  den  Lo- 
sungen (ä)  unseres  Problems  (3)  arbeiten. 

Einem  gewohnten  Brauche  folgend,  nennen  wir  die  t  Losungs- 
systeme (5f^*>,  A(*^,  ö^*>,  H^*^)  oder  (jr^*))  von  einander  linear -abhängig 
oder  kurz  abhängig,  wenn  man  t  nicht  durchgehends  verschwindende 
ganze   Zahlen  x^,X2,...,x<  finden   kann,  welche  den  p^  Gleichungen: 

<8)  x,Äiy  +  7c,jt?i  +  '"  +  ^t^l  =  0 

genügen;  giebt  es  aber   ein  solches  System  ganzer  Zahlen  ^|,...,X/ 

nicht,  so  heissen  die  t  Losungen  (5)  linear-unabhängig  oder  schlechthin 

unabhängig. 

Dann  gilt  als  erstes  Resultat:  Wie  unr  auch  t  Lösungen  unseres 
Problems  au,ssuchen  mögen,  dieselben  sind  stets  linear  abhängig,  falls 
t  >  2p^  ist.  Es  lassen  sich  nämlich  die  ]c^  Gleichungen  (8)  durch  die 
2p^  Gleichungen: 

^M  +  x^äI?  +  •  •  •  +  ^i^fk  =  0 
vollständig  ersetzen,  welche  wir  als  2|)*  lineare  Gleichungen  für  die 
t  Unbekannten  x  mit  ganzzahligen  Coefficienten  g,  h  anzusehen  haben. 
Sobald  hier  die  Anzahl  t  der  Unbekannten  x  die  Zahl  2p^  der  Glei- 
chungen übersteigt,  können  wir  nach  den  Elementen  der  Determinanten- 
theorie —  zufolge  der  ganzzahligen  g,  h  —  Systeme  ganzer,  nicht 
durchgängig  verschwindender  Zahlen  x  aus  (9)  wirklich  berechnen,  die 
dann  die  p^  Gleichungen  (8)  befriedigen. 

Mögen  wir  jetzt  insbesondere  t  Lösungen  {n^^^)  gefunden  haben, 
die  zwar  selbst  unabhängig  von  einander  sind,  die  aber  mit  jedem 
neuen  System  (jr)  eine  Reihe  von  (^  -f  1)  abhängigen  Lösungssystemen 
von  (3)  abgeben.  Es  besteht  dann  also  für  jede  fernere  Lösung  da« 
System  der  p^  Gleichungen: 

(10)  Tcnik  +  xj  7t^>i  + \-7Ct  nfj,  =  0 

mit  {t  4"  1)  ganzen  Zahlen  x,  Xj, . . .,  X/,  die  nicht  sämtlich  verschwinden ; 
insbesondere  wird  x  ^  0  sein,  weil  anderenfalls  die  t  ausgewählten 
Systeme  (?r^*^)  abhängig  wären*).     Natürlich  können  wir  an  Stelle  der 

*)  Die  i  Zahlen  Xj ,  . . . ,  x^  können  aber  sehr  wohl  alle  verschwinden,  wodarch 
eine  Wertigkeitscorrespondenz  von  der  besonderen  Wertigkeit  k?  =»  0  angeseigt  ist. 


(fl) 


% 
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(ä^*^  ),...,  (jr^'))  auch  irgend  eine  andere  Reihe  linear -unabhängiger 
Losungssysteme  des  Problems  (3)  zu  Grunde  legen.  Aber  aus  den 
Gleichungen  (10)  entnimmt  man  vermöge  einer  sehr  gebräuchlichen 
Schlussweise  der  Arithmetik*),  dctös  man  auf  jedem  neuen  Wege  immer 
wieder  gerade  zu  t,  und  nicht  mehr  oder  weniger,  linear -unabhängigen 
Lösungssystemen  von  (3)  gelangt. 

Die  ganze  Zahl  t  giebt  in  Ansehung  der  am  Anfang  des  Para- 
graphen aufgeworfenen  Fragestellung  ein  äusserst  wichtiges  Charak- 
teristikum für  unser  vorgelegtes  algebraisches  Gebilde  Fn  an.  Wir 
dürfen  als  sofort  verständlich  ansehen,  was  wir  unter  einer  Reihe 
linear- abhängiger  bez.  unabhängiger  Glassen  singulärer  Gebilde,  die 
einander  im  Gebilde  Fn  durchdringen,  zu  verstehen  haben;  dann  aber 
ist  ohne  weiteres  evident,  dass  sich  in  unserem  vorgelegten  Gebilde  Fn 
gerade  (t  —  1)  unabhängige  Classen  singulärer  Gebilde  durchdringen,  wo 
t^l  aber  ^2p^  ist. 

Der  Fall  ^<a  1  zeigt  eine  nicht -singulare  Fläche  an;  hier  kommt 
als  linear-unabhängig  nur  das  eine  Lösungssystem  (3)  §  4  in  Betracht, 
wobei  wir  den  gemeinsamen  Wert  der  Zahlen  ha,  Gu  irgendwie  von 
Null  verschieden  zu  wählen  haben  und  also  in  einfachster  Weise  mit 
1  identificieren  mögen.  Das  hiermit  gemeinte  Lösungssystem  kann 
natürlich  auch  in  allen  Fällen  ^  >  1  als  eines  in  der  Reihe  der  t  un- 
abhängigen Systeme  (n^*^)  fungieren.  Wir  merken  aber  gleich  an, 
dass  wir  bei  der  Auswahl  einer  solchen  Reihe  bei  ^  >  1  jene  zu  den 
Wertigkeitscorrespondenzen  führende  Lösung  ofiFenbar  auch  leicht 
meiden  können. 

Ob  wirklich  bei  einem  einzelnen  p>  1  Gebilde  vorkommen,  welche 
die  Maximalzahl  tr=2p^  aufweisen,  ob  alle  die  Zwischenstufen,  von 
^  =  1  an  gerechnet,  vertreten  sein  mögen,  und  welches  in  allen  diesen 
Fällen  die  Werte  der  Moduln  der  Fläche  sind,  das  alles  sind  wichtige 
Fragen,  denen  wir  aber  an  vorliegender  Stelle  in  keiner  Weise  näher 
nachgehen  können. 

§  7.     Bildung  einer  MinimalbasiB  für  alle  Lösungssysteme  (n) 

der  Fläche  F». 

Wir  haben  die  Beantwortung  der  Frage  nach  den  gesamten  Lö- 
sungssystemen (jt)  des  Problems  (3)  §  6  noch  nicht  bis  zu  ihrer 
denkbar  einfachsten  Gestalt  entwickelt  Um  die  letztere  zu  erreichen, 
müssen  wir  unsere  Überlegung  in  der  folgenden  Art  fortsetzen: 

Vor  allem  führen  wir  für  die  ausgewählten  t  unabhängigen  Lö- 

*)  Siehe  z.  B.  Dirichlet-Dedekind,  ZäMentheorie  p.  489  der  8.  Aufl. 
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sungssysteme  {g^'^j  h^'^)  die  auch  im  vorigen  Kapitel  bei  analoger 
Gelegenheit  (p.  490)  gebrauchte  Benennung  einer  ,,Basis^  ein  und  be- 
zeichnen dieselbe  symbolisch  durch: 

(1)  [(«<^>),(«<*>),  ...,(^'))]. 

Sind  x^y.^.yXt  irgend  welche  ganze  Zahlen,  so  haben  wir  in: 

(2)  jCik  =  Xi  Ä-*^  +  Xg  nfk  H h  «<  «a 

sicher  wieder  ein  Lösungssystem  (sr);  umgekehrt  aber  lässt  sich  irgend 
ein  Lösungssystem  (n)  in  der  Basis  (1),  allgemein  zu  reden,  nur  erst 
in  der  Gestalt: 

(3)  7ta  = 

darstellen,  wo  x,  x^,  ...,  X|  ganze  Zahlen  sind,  deren  erste  von  Null 
verschieden  ist.  Der  Zielpunkt  unserer  neuen  Überlegung  aber  soll 
der  Existenzbeweis  einer  Minimalbasis  (im  Sinne  des  vorigen  Kapitels, 
p.  491)  sein;  wir  wollen  also  zeigen,  dass  man  die  Basis  (1)  im  be- 
sonderen so  wählen  kann,  dass  bereits  alle  Lösungssysteme  {%)  in  der 
Gestalt  (2)  mit  Hülfe  ganzer  Zahlen  x  darstellbar  sind. 

Zu  diesem  Ende  gehen  wir  auf  die  t  Systeme  zu  je  2p^  ganzen 
Zahlen  g,  h  zurück,  die  zu  der  zunächst  ausgewählten  Basis  (1)  ge- 
hören. Ist  dann  (^,  h)  irgend  ein  neues  Lösungssystem,  so  gelten 
2p^  Gleichungen: 

-  ^9ik  +  xj (/iV  +  x,(7J?  +  •  • .  +  xtg^l  =  0, 

-  xha  +  x,ä1V  +  x^äI',^  +  •••  +  «/M2  =  0, 

wo  X,  X|,  X2, . . .  gaoze  Zahlen  sind,  deren  erste  von  Null  verschieden 
ist.  unter  diesen  2p^  Gleichungen  für  die  {t  +  1)  homogen  vorkom- 
menden unbekannten  ganzen  Zahlen  x  sind  genau  t  linear -unabhängige. 
Wir  wählen  uns  t  solche  Gleichungen  (4)  aus  und  schreiben  sie  der 
grösseren  Gleichmässigkeit  wegen  in  der  Gestalt: 

(5)  -  xh  +  x,4'^  +  x,lP  +  •  •  •  +  ^ttS  =  0, 

wobei  sich  also  der  Index  0-  (gerade  wie  auch  e)  auf  das  Intervall 
-ö"  =  1,  2,  •  •  •,  ^  beziehen  soll.  Indem  aber  diese  t  Reihen  ganzer 
Zahlen  l  nichts  anderes  vorstellen  sollen,  als  gewisse  t  Reihen  ganz- 
zahliger Coefficienten  (4),  wird  für  die  Auswahl  der  fraglichen  t  Reihen 

(4)  nur  dies  erforderlich  sein  müssen,  dass  die  Determinante: 

k''\  k''\  •  •  • ,  k^' 


(4) 


(6)  Dit;)  = 


^'",  //*',  •  •  • ,  y 
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einen  von  Null  verschiedenen  Wert  hat;  andrenfalls  sind  nämlich  zufolge 
X  ^  0  die  ausgewählten  t  Gleichungen  (5)  nicht  linear- unabhängig. 
Man  merke  insbesondere  an,  dass  diese  Bedingung  2)(Z^))>0  mit  der 

vorliegenden  {t  +  1)*®°  Lösung  (^,  h)  nichts  zu  thun  hat. 

Der  Rückgang  von  den  Gleichungen  (5)  zum  Systeme  (4)  gestaltet 
sich  nun  SO;  dass  wir  offenbar  die  Darstellungen  haben: 


t  t 


,'>  =  !  .7  =  1 

WO  die  a,  ß  bestimmte  y  ganz  allein  von  der  in  (5)  getroffenen  Auswahl 
von  Gleichungen  (4)  äbliängende  Coefficienten  sind.  Insbesondere  sind 
die  a,  ß  von  s  unabhängig,  und  wir  finden  für  die  in  (5)  gegebenen 
ganzen  Zahlen  l^,  . . .,  Zr  der  (^  +  1)*^  Lösung  (g,  h)  die  Darstellungen: 

Durch  Vorstehendes  ist  das  Fundament  unserer  Überlegung  wesent- 
lich geglättet:  Wir  Iwiben  jeder  Lösung  (g,  h)  ein  System  ganzer  Zahlen 
h)  hy  • '  • )  ^i  ^tigeordnet,  welches  durcli  die  einmal  getroffene  Auswahl  (5), 
an  der  udr  festhalten,  eindeutig  bestimmt  ist  Wir  können  dieserhalb 
von  einem  Lösungssystem  (h)  unseres  Problems  (3)  §  6  reden,  und 
es  werden  sich  umgekehrt  die  g,  h  aus  dem  System  (l^)  vermöge  (8) 
eindeutig  ergeben.     Unsere  Basis  (1)  geht  jetzt  in  die  Basis: 

(9)  W^),ilf ),...,  (If)] 

über,  und  wir  bezeichnen  die  in  (6)  gegebene  Determinante  D{t»)  als 
Biscriminante  der  Basis  (9);  diese  Biscriminante  hat  einen  von  Null 
verschiedenen  ganzzaldigen  Wert.  Sind  Xj ,  . . . ,  x<  irgend  welche  t  ganze 
Zahlen,  so  stellen  auch  die  t  ganzen  Zahlen: 

(10)  h  =  x,4'^  +  x,4*^  +  •  •  •  +  ^ii^S, 

gebildet  für  ^=1,...,^,  ein  Lösungssystem  unseres  Problems  vor; 
aber  ein  beliebiges  dieser  Lösungssysteme  {l^)  lässt  sich  vermöge  der 
Basis  (9),  allgemein  zu  reden,  erst  in  der  Gestalt: 


(11)  h 


«.  J<i'  + ".  4*'  +  •••  +  «,  ^^ 


darstellen,   wo   die  x,  x^,  x^,  . . .  ganze  Zahlen  sind,   deren    erste,  x, 
von  Null  verschieden  ist. 

Nun  aber  ist  alles  bereit  gestellt,  um  ohne  weiteres  jene  Dedaction 
wieder  zu  ermöglichen,  welche  uns  auch  oben  (p.  492)  bei  der  Be- 
sprechung der  ganzen  Formen  einer  Fläche  Fn  von  der  Existenz  einer 

Klein-Frickei  Modalfanotionen.  II.  35 
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Minimalbasis  überzeugte.  Giebt  es  eine  Lösung  (11),  die  sich  noch 
nicht  auf  die  Gestalt  (10)  bringen  lässt,  so  giebt  es  auch  eine  solche 
Lösung  (11),  bei  welcher  x  eine  Primzahl  ist,  die  alsdann  nicht  in 
allen  Zahlen  Xi,  . . .  Xt  zugleich  aufgeht.  Ist  etwa  x;  prim  gegen  x, 
so  seien  a  und  ß  ganze,  der  Gleichung  ax^  -{-  ßx  ^^^  l  genügende, 
Zahlen.     Wir  werden  alsdann  auch  in: 

(12)  Jf  =  ah  +  ßl'P 

ein  Lösungssystem  haben;  dasselbe  wird  sich  wieder  in  der  Gestalt 
(11)  darstellen,  nur  dass  die  ganzzahligeu  Coefficienten  des  Zählers 
geändert  sind  und  x^  insbesondere  durch  1  ersetzt  erscheint.  Andern 
wir  jetzt  die  Basis  (9)  insofern  ab,  dass  wir  das  System  der  t  ganzen 
Zahlen  l^^^^  ...,  Ip  durch  die  t  in  (12)  gegebenen  Zahlen  I/^^, ...,  Z/^ 
ersetzen,  so  entspringt  wiederum  eine  Basis;  denn  die  zugehörige  Dis- 
criminante  D'  ist,  wie  man  vermöge  der  voraufgegangenen  Entwick- 
lung aus  Formel  (6)  schliesst,  gleich  —  und   also  ^0.     Da  aher  D' 

als  Determinante  gewisser  p^  Zahlen  selbst  eine  ganze  Zahl  ist,  so 
war  X  Teiler  von  2).  Hier  sieht  man  nun  wieder,  dass  sich  der  somit 
eingeleitete  Reductionsprocess  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Malen 
vollziehen  lässt;  die  Existenz  der  gewünschten  Minimalbasis  ist  damit 
evident. 

Übrigens  wird  man  sich  vermöge  einer  sehr  bekannten  Ober- 
legung  nun  auch  noch  überzeugen,  dass  nach  einmal  ausgewählter 
Minimalbasis  die  t  ganzen  Zahlen  Xi,...,X/,  welche  bei  der  Dar- 
stellung irgend  einer  Lösung  (^,  h)  unseres  Problems  eintreten,  stets 
auch  eindeutig  bestimmt  sind.  Im  entgegengesetzten  Falle  könnten 
in  der  That  die  t  Lösungen  der  Minimalbasis  nicht   unabhängig  sein. 

Indem  wir  nun  fortan  unter  (1)  stets  eine  Minimalbasis  verstehen, 
lässt  sich  natürlich  auch  diese  in  der  mannigfachsten  Art  auswählen. 
In  der  That  werden  wir  in 

stets  wieder  eine  solche  haben,  wenn  wir 

^ik  =  ^i  ^ytik  -f-  x^^^'fTiif.  -[-•••  +  ^r'^ik 

schreiben  und  nur  Sorge  tragen,  dass  die  Determinante  |  x/^>  |  der 
i^  ganzen  Zahlen  x  der  Einheit  gleich  ist.  Eine  besondere  Auswahl 
hier  von  vornherein  zu  treflfen,  ist  aber  für  unsere  fernereu  Zwecke 
nicht  erforderlich.  Bemerken  wir  nur,  dass  wir  offenbar  irgend  eine 
specielle  Lösung  bei  der  Auswahl  der  Minimalbasis  immer  leicht  um- 
gehen können,  sobald  uns  dies  wünschenswert  ist. 
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§  8.     Wirkliche  Existenz  sämtlicher  arithmetisch  möglicher   Corre- 
spondonzen.      Auswahl    einer   Minimalbasis    \Kt]    von    t    Correspon- 

denzen  der  Fn. 

Für  irgend  eine   gegebene  Correspondenz  der  2^„-  von  der  in  §  2 
umgrenzten  Art  stellten  wir  1.  c.  die  p  IntegralrelationeD  auf: 


a 


und  wir  betonen  jetzt  nochmals,  cUiSS  die  p^  Coefficienten  Jtik  durch  die 
vorgelegte  Correspondenz  auch  eindeutig  bestimmt  sind.  Die  gegenteilige 
Annahme  würde  nämlich  sofort  lineare  Identitäten  zwischen  den  p  Inte- 
gralen ji{x)f  '  •  'f  jp(x)  zur  Folge  haben,  die  doch  nicht  bestehen 
können.  Die  jr,*  der  Relationen  (1)  werden  sich  jetzt  in  der  Minimal- 
basis des  vorigen  Paragraphen  in  einer  eindeutig  bestimmten  Art  dar- 
stellen, und  damit  ist  für  die  eben  gemeinte  Correspondenz  der  An- 
schluss  an  die  allgemeinen  Betrachtungen  des  vorigen  Paragraphen 
vermittelt,  den  wir  im  nächsten  Paragraphen  weiter  verfolgen. 

Jetzt  aber  ist  die  Fragestellung  geradezu  umzukehren:  Wird  auch 
jedem  Lösungssystem  (jr),  welches  wir  in  §  7  auf  der  JF„  gewannen,  eine 
Correspondenz  zugehören?  Und  hier  ist  die  Antwort  zu  geben,  dass  jeder 
einzelnen  Lösung  (n)  nicht  nur  eine,  sondern  sogar  unbegrenzt  viele  Corre- 
spondenzen  zugehören.  Die  Mannigfaltigkeit  der,  einer  einzelnen  Lösung 
(pc)  zugehörenden,  Gorrespondenzen  völlig  zu  umgrenzen,  kann  freilich 
an  dieser  Stelle  nicht  unsere  Absicht  sein.  Hierzu  fehlen  uns  gegen- 
wärtig noch  die  Mittel;  denn  während  bei  gegebener  Correspondenz 
die  Integralrelationen  (1)  eindeutig  bestimmt  sind,  ist  durch  blosse 
Angabe  dieser  Relationen,  d.  i.  bei  Festsetzung  der  Werte  jctk,  7ti  und 
der  Gliederanzahl  a  auf  der  linken  Seite  (1),  die  Correspondenz  im 
allgemeinen  noch  in  keiner  Weise  eindeutig  bestimmt.  In  der  That 
kennen  wir  (aus  dem  Umkehrproblem  (p.  512  SS)  nur  einen  einzigen 
Fall,  bei  dem  vermöge  der  Relationen  (1)  sich  die  a  Stellen  yr  aus  der 
Stelle  X  eindeutig  bestimmen:  dies  tritt  ein,  wenn  wir  a=p  nehmen 
und  betreffs  der  Constanten  or,-  eine  gleich  zu  bezeichnende  Voraussetzung 
tnachen.  Bei  a>p  ist  es  die  Regel,  dass  eine  mehrfach  unendliche 
Mannigfaltigkeit  von  Lösungssystemen  yr  des  Umkehrproblems  (1)  ein- 
tritt, und  wie  sich  aus  dieser  Mannigfaltigkeit  die  zugehörigen  Corre- 
spondenzen  ausschalten,  ist  zunächst  nicht  sichtbar.  Das  Gleiche  kann 
für  a<ip  bei  besonderen  Werten  der  jr,  der  Fall  sein. 

Bei  dieser  Sachlage  schreiben  wir  nunmehr  für  irgend  ein  vor- 

36* 
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gelegtes  Lösungssystem  (n)  unter  der  Annahme  von  a  »» p  an  Stelle 
von  (1)  die  Relationen: 

(2)  ^Myr)  =  2'  *'*-^*  (*)  +  *•■ ' 

indem  wir  uns  dabei  die  Constanten  sr,-  in  irgend  einer  Weise  gewählt 
denken.     Bei  gegebenem  x  lässt  sich,  nach  dem  allgemeinen  Umkehr- 
theorem^  ein  Punktsystem  yr  in  Übereinstimmung  mit  (2)  stets  an- 
geben, wie  wir  p.  514  u.  f.  bewiesen  haben.     Sollen  aber  noch  weitere 
Lösungssysteme  vorkommen,  so  müssen  dieselben  mit  dem  System  der 
schon  gefundenen  Punkte  yr  ,,äquivalent'^  sein.   Da  indes  eine  p- wertige 
algebraische  Function  stets  eine  Specialfunction  ist  (I  p.  554),  so  hätten 
wir  für  diesen  Fall  in  yi,  >>  -,  yp  ein  Specialpunktsystem,  d.  i.  die  jp 
Punkte  yr  würden  auf  der  Normalcurve  C2p— «  der  Formen  g>  in  einer 
Ebene   liegen.     Dem   hiermit   gemeinten  Ausnahmefalle,   den   man   in 
der  Theorie  der  Aberschen  Functionen  als  den  Fall  der  Unbestimmt- 
heit des  Umkehrproblems  bezeichnet,  kann  man  aber,  wie  man  leicht 
zeigt,  durch  Abänderung  der  unteren  Grenzen  der  in  (2)  linker  Hand 
enthaltenen   Integrale   oder    (was    auf    dasselbe    hinauskommt)    durch 
Änderung  der  Werte  ui  stets  aus  dem  Wege  gehen.     Bei  einem  ersten 
gewählten  Punkte  x  giebt  es  daraufhin  nach  zweckmässiger  Ausvirahl 
der  TTj  nur  ein  eindeutig   bestimmtes  Punktsystem  yi,  -  *  •,  ypf  welches 
die   Gleichungen   (2)    befriedigt.      Dass    dann    aber  für   alle    übrigen 
Punkte  X   der  Fläche  Fn  das  Gleiche  gilt,   wird  man  vermöge  ana- 
lytischer  Fortsetzung   von  jenem   ersten  Punkte  x   aus   leicht   wahr- 
nehmen. 

Man  bemerkt  sofort,  dass  wir  solcHiergestalt  eine  j) -deutige  Corre- 
spondenz  gewonnen  haben,  für  tvelche  alle  Voraussetzungen  des  %  2  er- 
füllt sind.  Aber  selbst  innerhalb  dieses  beschränkten  Bereiches  a  ^=  p 
haben  wir,  eben  allen  passenden  Wei-tsystemen  Jii  entsprechend,  unbe- 
grenzt viele,  der  einen  Lösung  (^r,  h)  zugehörige  Correspondenzen  als 
existierend  nachgewiesen. 

Sei  jetzt  irgend  eine  a-/3- deutige  Correspondenz  der  Fn  vorgelegt, 
die  wir  etwa  kurz  K  nennen  mögen.  Um  alsdann  eine  analytische 
Darstellung  dieser  Correspondenz  K  zu  ermöglichen,  benutzen  wir  den- 
selben Ansatz,  wie  oben  (p.  535)  bei  den  gewöhnlichen  Correspon- 
denzen im  speciellen,  d.  h.  wir  bilden  uns  das  Primproduct: 

(3)  fix,  y)  =  P(y,  y.)  P(y, y,)  •  •  •  P(y,  y^). 

Die  Gleichung  f{x,  y)  =  0  stellt  alsdann  in  dem  schon  p.  535  erläu- 
terten  Sinne  unsere  Correspondenz  K  rein  dar.     Um  aber  die  Form 
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f{Xy  y)  zu  einer  freilich  transcendenten  Function*)  der  Fläche  Fn  aus- 
zugestalteii;  schreiben  wir  unter  Aufnahme  zweier  neuen  Punkte  |,  ri 
gerade  wie  auch  schon  in  (4)  p.  522   * 

Bei  zweckmässig  particularisierten  S,  ri  wird  alsdann  die  Gleichung 
ß  (^^  y  I  6j  ^)  =  0  mit  den  allein  noch  veränderlichen  x,  y  nicht  nur 
unsere  a- deutige  Correspondene  K,  sondern  auch  deren  inverse  Correspon- 
denz  rein  darstellen.  Aber  wie  wir  schon  andeuteten,  ist  Q  hier  im  all- 
gemeinen nur  erst  eine  solche  transcendente  Function  von  vier  Flächen- 
punkten, die  sich  um  eine  multiplicative  Exponentialgrösse  ändert, 
falls  einer  der  vier  Punkte  Xy  y,  |,  rj  eine  Periodenbahn  beschreibt. 
Endlich  gehe  man  jetzt  auf  die  im  vorigen  Paragraphen  ausge- 
wählte Minimalbasis  von  t  Lösungssystemen  (n^'^)  zurück.  Für  jedes 
derselben  sind  wir,  wie  oben  nachgewiesen,  jedenfalls  der  Existenz 
von  p- deutigen  Correspondenzen  sicher,  und  wir  mögen  uns  nun  beim 
einzelnen  Losungssystem  (jr^*^)  jeweils  eine  Gorrespondenz  auswählen. 
Die  dem  System  (;c^'>)  zugehörige  Gorrespondenz  heisse  etwa  JT«,  und 
alle  t  Gorrespondenzen  Kj^,,,»yKf  mögen  das  bilden,  was  wir  nun 
als  eine  Minimalbasis  von  Correspondenzen  der  Fläche  Fn  benennen 
wollen.  Für  jede  Gorrespondenz  Kt  verschaffe  man  sich  schliesslich 
genau  nach  Vorschrift  von  (3)  und  (4)  die  von  den  vier  Punkten  x^  y, 
6,  rj  der  Fläche  Fn  abhängende  analytische  Function**): 


*)  Nur  im  Falle  einer  ttuZZwertigen  Gorrespondenz  wird  die  in  Formel  (4)  zu 
gebende  Function  algebraisch. 

**)  Nebenher  merken  wir  an,  dass  sich  die  Form  f{x^y)  auch  noch  in  der 
folgenden  Weise  zu  einer  Function  der  Fläche  ausgestalten  lässt: 

p     

(6)  V^  (aj ,  y)  -  n^^y  9y^  -P  (y ,  Vr)  , 

wobei  9  irgend  eine  Berührnngsform  erster  Gattung  der  F^  ist,  ein  Ausdruck, 
der  sich  natürlich  sofort  auch  bei  jeder  anderen  ex -deutigen  Gorrespondenz 
bilden  lässt. 

Wir  knüpfen  an  diesen  Ausdruck  eine  Regel  zur  Bestimmung  der  Zahl  (3 
unserer  p-ß- deutigen  Gorrespondenz.  Vermöge  der  rechten  Seite  von  (5)  zählt 
man  nämlich  leicht  ab,  dass  bei  stehendem  Punkt  y»yo  ^^^  Function  ipix^y^) 
von  X  auf  J"^  gerade  p-ß  einfache  Nullpunkte  aufweist,  falls  sich  K  in  eine 
ß- deutige  Gorrespondenz  invertiert.  Da  ip{x^y^)  eine  Function  der  Fläche  ist, 
die  überdies  an  keiner  Stelle  der  F^  unstetig  wird,  so  hat  man  nach  einer  be- 
kannten Regel  (cf.  Neu  mann,  B%emann*8  Theorie  der  Abd*  sehen  Integrale^  p.  43 
der  2.  Aufl.)  für  ß  die  Formel: 

(6)  P  =  ^--    fdlog^ix.y,), 


iinp   f 
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^«)  ^•(•'■'  y  I  ^'  ''>  =  7ü^«-;^7:io  • 

Vermöge  dieser  t  zur  Minimalbasis  [Zj,  Z2,  . .  .,  -Ki]  gehörenden  Func- 
tionen Q, ,  .  . . ,  Q/  werden  wir  jetzt  gleich  eine  eigenartige  algebraische 
Darstellung  der  Function  (4)  irgend  einer  weiteren  Gorrespondenz  K 
der  Fn  durchführen  können. 


§  9.    Darstellung  aller  Correspondenzen  der  Fn  vermöge  der  Minimal- 
basis  [Kt].     Die  allgemeine  CorrespondenzformeL 

Wenn  wir  die  Correspondenzen  der  Minimalbasis  [JT, , . . . ,  ÜTJ 
bez.  ihre  Functionen  Q,  festgegeben  denken ,  so  können  wir  (immer 
der  Entwicklung  der  Hurwitz'schen  Theorie  folgend)  vermöge  jener 
Functionen  Q«  und  übrigens  nur  algebraischer  Functionen  die  Darstel- 
lung jeder  weiteren  Gorrespondenz  K  der  Fläche  in  der  folgenden 
Weise  leisten: 

Wir  stellen  zuvörderst  die  ä,*  der  Gorrespondenz  K  in  der  Gestalt 
(2)  p.  544  durch  die  Tia  der  Minimalbasis  dar.  Die  dabei  als  Coeffi- 
cienten  fungierenden,  eindeutig  bestimmten^  ganzen  Zahlen  9i^^.,.y%i 
sollen  als  die  yßharaJctere^^  der  Gorrespondenz  K  in  Bezug  auf  die 
Minimalbasis  [iTJ  bezeichnet  werden.  Wie  schon  angedeutet,  nehmen 
wir  hierbei  an,  dass  K  keine  Gorrespondenz  aus  der  Reihe  JT«  sei*, 
im  gegenteiligen  Falle  würde  zwar  die  nachfolgende  Betrachtung  be- 
stehen bleiben,  aber  doch  ihre  wesentliche  Bedeutung  verlieren. 

Demnächst  bilde  man  aus  der  Function  Q{x,  y  \  |,  iy)  von  ^  und 
den  Functionen  Q,  der  /i«  den  nachfolgenden  Quotienten: 

(1)  F(x,y\lri)=^^'-^y-iIi2L^^^ 

/7[ß,(^,?/!l,^)f. 

f  =  l 
unter  x,  die  Gharaktere  von  K  verstanden.     Es  gilt  dann  wieder   der 
Satz:    F(Xy  y  \  ^y  rj)  ist   eine   von   vier  Funkten   x,  y,  1^,  rj   äbluingenik 
Grösse,  ivelche  als  Function  jedes  dieser  Funkte  auf  der  Fläche  F^  alge- 
braisch ist. 


integriert  über  don  geschlossenen  Rand  der  durch  die  Schnitte  a.^  h  ,  c^  in  einen 
einfach  zugammenhängenden  Bereich  verwandelten  Fläche  F^.  Hr.  Hurwitz  hat 
diese  Integration  wirklich  ausgeführt  (cf.  Math.  Ann.  Bd.  28  p.  579),  wobei  unsere 
früheren  Formeln  (4),  (5)  p.  526  zur  Verwendung  kommen;  es  ergab  »ich  dabei 
für  p  der  symmetrische  Ausdruck: 

den  hier  anzugeben  wir  doch  nicht  nnterlassen  wollten. 
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Der  Beweis  gelingt  durch  dieselbe  Überlegung^  wie  wir  sie  bereits 
in  §  5  bei  den  Wertigkeitscorrespondenzen  im  besonderen  gaben:  Man 
sehe  F  erstlich  bei  stehenden  rc,  |,  v^  als  Function  von  y  an.  Be- 
schreibt y  den  Weg  6/,  so  geht  jedes  einzelne  Q  sicher  in  sich  selbst 
über;  beschreibt  aber  y    den  Weg  o,-,  so  nimmt  das  einzelne   Q  den 

Factor : 

p 

^ '  ^^J^r '  '^'         *  '■  ''^''ik  [Jk  (')  -  Jk  i^  ] 
e  =  e 

an.  Da  aber  ist  es  eine  einfache  Folge  der  Gleichung  (2)  p.  544,  dass 
der  Quotient  F  selbst  unverändert  bleibt;  derselbe  hängt  demnach 
von  y  sicher  eindeutig  und  also  (da  wesentlich  singulare  Stellen  nicht 
auftreten)  algebraisch  ab.  Man  lasse  weiter  bei  stehendem  y,  ^,  t} 
den  Punkt  x  eine  Periodenbahn  beschreiben;  wie  oben  folgt,  dass  jP 
in  sich  selbst,  multipliciert  mit  einem  Exponentialfactor  der  Gestalt: 

it=i 
e 

übergeht.  Aber  hier  müssen  wieder  alle  Constanten  C  verschwinden, 
weil  sonst  F  nach  beschriebener  Bahn  x  nicht  mehr  algebraisch  von 
y  abhängen  würde:  somit  ist  F  auch  in  x  eindeutig  und  also  alge- 
braisch. Die  Punkte  5,  V  erledigen  sich  endlich  durch  die  Bemerkung, 
dass  offenbar: 

(2)  F(l, »?  I  a^,  y)  =  Fix,  y\^,v) 

zutrifft. 

Indem  wir  die  Gleichung  (1)  nach  Q  auflösen^  entspringt  der 
nachfolgende  Hauptsatz:  Die  Function  Q{x,  y  \  ^,  rj),  durch  deren  Null- 
setzen  ivir  die  beliebig^  aber  von  K,  verschieden*)^  gewählte  Correspondenz 
K  der  Fn  rein    darstellen   können,  gestattet  vermöge   der  Minimalbasis 

\Kt\  die  Darstellung: 

t 

Qi)  Qix,y\  I,  n)  =  F{x,  y  \  |,  t,)  JJ \%{x,  y  |  |,  n)Y', 

ivo  Xe  die  Charaktere  von  K  sind,  wahrend  F  eine,  K  eindeutig  zuge- 
ordnete, algebraische  Function  der  vier  Flächenpunkte  x,  y,  ^,  ri  ist. 

Es  ist  interessant,  zu  beachten,  wie  sich  die  in  §  5  gegebene 
Behandlung  der  Wertigkeitscorrespondenzen  in  das  jetzige  allgemein 
gültige  Schema  einordnet.  Denken  wir  etwa  gleich  JP«  als  eine 
nicht -singulare   Fläche,  so  haben   wir  ^=1,   und   eine  Minimalbasis 


*)  Für  K^K^  giebt  die  Formel  (3)  einfach  die  Identität  ß,  «  ß,,  indem 
dabei  F  constant,  nämlich  «s  1 ,  wird. 
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wird  in  einfachster  Weise  von  jener  ein -ein -deutigen  Correspondenz 
gebildet,  bei  welcher  jeder  Fläcbenpunkt  sich  selbst  entspricht"^).  Die 
Wertigkeit  dieser  Correspondenz  ist  —  1,  und  offenbar  wird  Q^  hier 
im  speciellen: 

(4)  "^^^>^'«'^^  =  P(a:;^P(£ryr 

Indem  dann  weiter  —  w  der  Charakter  einer  t(;-wertigen  Correspon- 
denz der  Fn  wird,  geht  ersichtlich  die  Formel  (1)  in  die  in  §  5  unter 

(3)  aufgeschriebene  Gleichung  über. 

Aber  auf  der  anderen  Seite  haben  Wir  jetzt  den  vollen  Überblick 
über   die  Gesamtheit  algebraischer  Correspondenzen  auf  unserer  Fläche 
Fn   thatsächlich   gewonnen.     Denn   wir   mögen  in   (3)  för  X| ,  .  . . ,  X| 
irgend  ein  System  ganzer  positiver  oder  negativer  ZaUen  wähleD,  f&r 
F  aber  irgend  eine  der  Bedingung  (2)  genügende  algebraische  Function 
der  vier  Flächenpunkte  Xy  y,  l^y  tj,   so   werden   wir  durch  Nullsetzen 
des  so  gewonnenen  Ausdrucks   (3)  auch  stets  eine  unserer  Correspon- 
denzen definieren  y  wie  man  sich  leicht  überzeugen  wird.     Indem  aber 
bei  einmal  gewählter  Minimalbasis  jede  Correspondenz  der  Fn  nur  zu 
einem  Ausdruck  (3)   führt^   überblicken  wir   zugleich    die  Gesamtheit 
der    Correspondenzen   von   gleichen   Charakteren ,   d.  i.    vom    gleichen 
Lösungssysteme    (;r);    hier    bleibt    eben    nur    noch   die    algebraische 
Function  F  der  willkürlichen  Wahl  überlassen. 

Als  eine  für  unsere  späteren  Zwecke  besonders  wichtige  Anwen- 
dung der  eben  gewonnenen  Resultate  soll  endlich  noch  eine  Formel 
entwickelt  werden ,  welche  die  Anzahl  v  der  Coincidenzen  einer  be- 
liebigen Correspondenz  in  einer  eigenartigen  Weise  ausdrückt.  Bei 
den  Wertigkeitscorrespondenzen  war  der  Berechnung  der  Coincidenzen- 
anzahl  v  der  Umstand  einigermassen  hinderlich^  dass  die  zur  Minimal- 
basis gewählte  Correspondenz,   welche  durch  Nullsetzen  der  Function 

(4)  entspringt,  für  die  Coincidenz  der  Stellen  x^  y  identisch  ver- 
schwindet. Nun  könnte  es  ja  auch  bei  den  im  vorigen  Paragraphen 
für  beliebiges  t  ausgewählten  Correspondenzen  K^,  ,,,jKt  eintreten, 
dass  mit  dem  Punkte  x  regelmässig  eine  gewisse  Anzahl  der  corre- 
spondierenden  Punkte  2/1 ,  .  • . ,  !/p  coincidieren.  Dann  aber  werden  wir 
nur  die  Constanten  ni  in  den  definierenden  Gleichungen  (2)  p.  548 
abzuändern  brauchen,  um  die  betreffende  Correspondenz  Kg  durch  eine 
andere  zu  ersetzen,  bei  der  die  p  correspondierenden  Punkte  f/r  mit  x 
im  allgemeinen  nicht  zusammenfallen. 

Sei  jetzt  K  eine  beliebige  a-ß-deuiige  Correspondenz  der  Fn,  so 

*)  Wir  können  dieselbe  als  die  „identische**  Corieepondenz  bezeichnen. 
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uebme  man  auch  von  dieser  an,  dass  die  a  zugeordneten  Punkte  yr 
im  allgemeinen  nicht  mit  x  zusammenfallen*).  Schreiben  wir  dann 
im  zugehörigen  ^Qx),  y  \  ^,  rf)  unter  geeigneter  Auswahl  ^,  rj  sogleich 
rc  =  t/;  so  entspringt  in: 

(5)  n^)  ==  Q(.,  .11,,)  =  f;j-|f ^j 

eine  (transcendente)  Function,  deren  Nullstellen  auf  Fn  die  Coincidenz- 
stellen  unserer  a-/3- deutigen  Gorrespondenz  sind.  Nennen  wir  also 
die  Coincidenzenanzahl,  wie  bisher,  t/,  so  wird  zufolge  (5)  die  Differenz 
(i/  —  a  —  ß)  den  Überschuss  der  Anzahl  der  Nullpunkte  von  ^(x) 
auf  Fn  über  die  Anzahl  der  Unstetigkeitspunkte  bedeuten**). 

Man  bilde  nunmehr  diesen  Überschuss  (v  —  a  —  ß)  insbesondere 
für  die  t  Correspondenzen  K,  der  Minimalbasis  und  benenne  denselben 
für  die  Correspondenz  K,  durch  e,.  Es  sind  dann  e^,  e2,...,e<  gewisse 
t  ganze  Zahlen,  die  mit  der  Austmhl  der  Minimalbasis  eindeutig  gegeben 
sind***),  um  für  die  Gorrespondenz  K  die  Anzahl  v  zu  berechnen, 
gehe  man  auf  die  Darstellung  (3)  des  zugehörigen  Q(a;,  t/  |  |,  17) 
zurück.  Zufolge  ihrer  Definition  (1)  kann  auch  die  algebraische 
Function  F  für  x  =^  y  nicht  identisch  verschwinden  oder  unendlich 
werden.  Für  *  die  bei  K  eintretende  Differenz  (y  —  a  —  ß)  ergiebt 
sich  daraufhin  aus  dem  rechtsseitigen  Ausdruck  (3)  der  Betrag: 

Wir  kommen  damit  zu  dem  nachfolgenden  Gesetz:  Die  Coincidenzen- 
anzahl  v  irgend  einer  beliebigen  a-ß-detitigen  algebraischen  Gorrespondenz 
K  auf  der  Fläche  Fn  ist  durch  die  Formel: 


*)  Sollte  dies  nämlich  vorkommen,  so  enthält  K  die  identische  Gorrespon- 
denz in  gewisser  Multiplicität.  Man  entferne  diese  und  beziehe  die  nachfolgende 
Überlegung  auf  die  übrigbleibende  Correspondenz. 

**)  Hierauf  gründet  sich  eine  ganz  directe  Berechnung  der  Anzahl  y,  nämlich 
durch  die  Formel 


2 


wieder  in  positivem  Sinne  über  den  gesamten  Band  der  zerschnittenen  F^  inte- 
griert. Hr.  Hurwitz  findet  (1.  c.  p.  576)  durch  Ausführung  dieser  Integration 
für  V  die  Formel: 

(6)  ^  =  „  +  p_(A„+Ä„  +  ...  +  Äp^  +  ff„  +  (7„  +  ...  +  ff^p, 

welche  indessen  im  Texte  nicht  weiter  zur  Verwendung  kommt.  Man  beachte 
insbesondere ;  wie  sich  unter  diese  ganz  allgemeine  Formel  das  Cayley-Brill'sche 
Correspondenzprincip  (9)  p.  589  subsumiert. 

***)  Zufolge  der  Formel  (6)  haben  wir  ganz  einfach: 

(7)  -«  =  ^i+»„  +  ---  +  Ä^  +  G^n  +  6^«+--+G^«,. 
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(8)  V  =  a  +  ß  +  XiCi  +  x^e^  -\ [-«<«< 

gegeben,  w;o  Xj,  . . . ,  x<  die  Charaktere  von  K  in  Bezug  auf  die  Minimal'' 
basis  [Kt\  sind,  während  e^,  ,.,,et  gewisse  t  mit  dieser  Basis  eindeutig  be- 
stimmte ganze  Zahlen  sind.  Wir  haben  die  Gleichung  (8),  die  wir  hinfort 
als  die  Hurwit/sclie  Correspondenzformel  citieren  wollen,  um  so  lieber 
abgeleitet ,  als  wir  späterhin  bei  den  Classenzahlrelationen  höherer 
Stufen  immer  wieder  mit  ihr  zu  thun  haben  werden:  Es  tcerden  ge- 
radezu die  rechten  Seiten  der  Classenzahlrelationen  die  specieUen  JErsdiei- 
nungsformen  des  allgemeinen  Ausdrucks  (8)  im  Gebiete  der  Modular- 
correspondenzen  vorstellen. 

Endlieh  bemerke  man  noch,  wie  sich  die  Formel  (8)  bei  Über- 
gang zu  irgend  einer  anderen  Minimalbasis  [JSl,]  verhält  (cf.  p.  546). 
Dabei  erfahren  die  e^,  .,.,et  eine  gewisse  ganzzahlige  lineare  homogene 
Substitution  der  Determinante  1:  die  Zahlen  x^,  . , .,  Xt  aber  erfahren 
gerade  genau  die  contragrediente  Substitution.  Eben  deshalb  bleibt 
der  Wert  von  v  unverändert  derselbe,  wie  es  sein  muss.  Dass  übri- 
gens die  Formel  (8)  auf  Grund  der  früheren  Ergebnisse  eine  Folge 
der  unter  dem  Texte  mitgeteilten  Formeln  (6)  und  (7)  ist,  wird  man 
leicht  überblicken. 


§  IG.    Bemerkungen  über  Biemann'sche  Flächen  mit  eindeutigen 

Transformationen  in  sich. 

Aus  der  Theorie  der  Modulfunctionen  kennen  wir  zahlreiche  Bei- 
spiele von  Riemann'schen  Flächen,  welche  eindeutige  (rationale)  Transfor- 
mation in  sich  zulassen.  Es  ist  sehr  interessant,  dass  sich  die  Theorie 
solcher  Flächen  unter  die  allgemeine  jetzt  entworfene  Correspondenz- 
theorie  subsumieren  lässt:  in  der  That  ist  ja  die  einzelne  derartige 
Transformation  einer  Fläche  in  sich  offenbar  nichts  anderes^  als  eine 
auf  dieser  Fn  definierte  l-l- deutige  algebraiscJie  Correspondenz.  Einige 
auf  diese  Auffassung  bezügliche  Bemerkungen  sollen  hier  noch  an- 
gefügt werden*). 

Für  den  Fall,  dass  die  Fläche  F„  das  Geschlecht  p  =  1  hat, 
wurden  bereits  früher  (p.  240)  alle  ihre  eindeutigen  Transformationen 
in    sich    selbst   angegeben.     War   nicht   gerade    der   Perioden quotient 

*)  Übrigens  verweieen  wir  wegen  dieser  besonderen  Riemann'schen  Flächen 
auf  die  inhaltreiche  Arbeit  von  Hm.  Hurwitz,  Üher  diejenigen  algebraischen 
Gebilde^  welche  eindeutige  Transformationen  in  sich  zulassen,  Göttinger  Nachrichten 
vom  5.  Febr.  1887  (abgedruckt  in  Bd.  32  der  Math.  Ann.),  eine  Abhandlung,  in 
welcher  auch  für  die  allgemeine  Correspondenztheorie  neue  wertvolle  Ergebnisse 
gewonnen  sind. 
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o  =  i  öder  o)  =  q,  so  stellte  sich  vermöge  des  Integrals  u  eine  be- 
liebige eindeutige  Transformation  der  Fn  in  der  Gestalt  w'=  +  m  +  c 
dar;  für  a  =  i  aber  kamen  noch  die  Transformationen  w'  «=  +  iw  +  c 
hinzu,  für  od  =  q  aber  u'=  pi*  w  +  ^-  Liegt  somit  weder  der  har- 
monische noch  der  äquianharmonische  Fall  (d.  i.  g7  <=  t  bez.  q)  vor,  so 
stellt  eine  Transformation  der  Fn  in  sich  offenbar  eine  1-1-deutige 
Wertigkeitscorrespondenz  mit  der  besonderen  Wertigkeit  w  =  —  1 
bez.  m;  =  +  1  vor;  die  Cayley-BrilFsche  Correspondenzformel  liefert 
dann  für  die  Anzahl  der  Fixpunkte  v  =  0  bez.  i/  =  4,  in  Überein- 
stimmung mit  früher  bereits  erhaltenen  Resultaten.  Sollen  wir  eine 
singulare  1-1-deutige  Correspondenz  haben,  so  kann  dies  nur  für  (o  =  q 
oder  c}  =  i  der  Fall  sein;  dass  die  hierher  gehörenden  Flachen  im 
Sinne  unserer  früheren  Untersuchungen  (cf.  p.  177  ff.)  als  singulare 
Gebilde  zu  den  Determinanten  D  =  —  3  und  D  =  —  4  gehören,  ist 
uns  seit  lange  bekannt*). 

Für  beliebiges  p  verweilen  wir  einen  Augenblick  bei  den  p  Integral- 
relationen (2)  p.  525,  welche  wir  der  einzelnen  Correspondenz,  also 
hier  der  einzelnen  Transformation  der  Fn  in  sich  zugeordnet  fanden. 
Das  Besondere  ist,  dass  sich  jetzt  die  linksseitigen  Summen  je  nur  auf 
ein  einzelnes  Glied  reducieren.  Gehen  wir  noch  durch  Differentiation 
zu  den  Formen  q)  unseres  Gebildes  Fn  über,  so  liefern  die  Integral- 
relationen: 

(1)  (pi  =  ?r,i9i  +  ^i^9^2  +  '  •  •  +  ^ip9>py  (*  =  1>  2,  •  •  -^p). 

Wir  sind  also  genau  zu  dem  schon  in  Bd.  I  p.  604  formulierten  An- 
sätze zurückgekommen. 

Eine  erste  Angabe  über  das  Auftreten  von  Gebilden  mit  eindeutigen 
Transformationen  in  sich  gewinnen  wir  durch  nachfolgende  Überlegung: 
Sei  j9  >  2  und  lasse  die  Fläche  Fn  wenigstens  eine  von  der  Identität 
verschiedene  Transformation  in  sich  zu.  Man  nehme  hierbei  an,  dass 
Fn  nicht  eine  singulare  Fläche  sei;  die  fragliche  Transformation  liefert 
dann  also  eine  1-1-deutige  Wertigkeitscorrespondenz.  Die  Formeln  (1) 
liefern  jetzt  zufolge  (1)  p.  535  im  speciellen  g)/=  —  wq),,  und  da  auch 
die  inverse  Correspondenz  die  Wertigkeit  w  aufweist,  so  ist  w?  =  + 1 
oder  w  =  —  1.  Man  untersuche  nun  die  zugehörige  algebraische 
Function  (3)  p.  536  etwa  in  Abhängigkeit  von  y;  in  beiden  Fällen 
w  «=  +  1  erweist  sie  sich  sofort  als  eine  zweiwertige  algebraische 
Function  der  Fläche.    Daher  das  gleichfalls  von  Hurwitz  aufgefundene 


*)  Wir  haben  hier  mit  dem  niedersten  Specialfall  {p  =■  1)  eines  von  Hrn. 
üurwitz  für  beliebiges  j)  aufgestellten  Satzes  zn  thun;  siehe  die  Schlassresoltate 
•in  Artikel  4  der  eben  genannten  Horwitz^schen  Abhandlung. 
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Resultat:  Ein  Gebilde  Fn,  welches  eine  von  der  Identität  verschiedene 
eindeutige  Transformation  in  sich  eulässt,  ist  entweder  hyperdliptisch  oder 
{im  Sinne  der  oben  verabredeten  Terminologie)  singülär. 

Von  den  regulären  Flächen  Fn  der  Modultheorie  waren  nur  zwei 
hyperelliptisch  y  und  nur  diejenigen  der  sechsten  Classey  d.  i.  die  von 
der  Verzweigung  (2,3,6)  lieferten  Gebilde  |)  =  1,  wahrend  jp  =  0 
nur  in  den  niederen  Fällen  n  «=  2,  3,  4,  5  eintrat.  In  der  Qbrig- 
bleibenden  unbegrenzten  Mannigfaltigkeit  unserer  frQheren  regulären 
Flächen  Fn,  die  stets  eine  grosse  Reihe  eindeutiger  Transformationen 
in  sich  zuliessen,  haben  wir  somit  lauter  Beispiele  singulärer  Gebilde 
vor  uns  —  diese  Benennung  genau  in  dem  Sinne  verstanden,  welchen 
wir  p.  532  daftir  verabredeten. 


Drittes  Kapitel. 

Theorie  der  Integrale  erster  Gattnng  bei  den  Congruenzgnippen 

von  Primzalilstnfe. 

Die  allgemeine  Hurwitz'sche  Correspondenztheorie  gründete  sich 
in  erster  Linie  auf  den  Gebrauch  der  Integrale  erster  Gattung.  Indem 
wir  also  diese  Theorie  ins  einzelne  für  die  Flächen  F^  der  Congruenz- 
gruppen  und  die  auf  ihnen  existierenden  Modularcorrespondenzen  durch- 
führen wollen,  werden  wir  hier  vorab  den  eu  den  Congmenzgruppen 
gehörenden  Integralen  erster  Gattung  ein  besonderes  Kapitel  widmen 
müssen.  Dabei  ist  unser  wesentlichster  Zielpunkt,  möglichst  über- 
sichtliche Beitienentwicklungen  nach  Potenzen  von  r  für  diese  Integrale 
zu  gewinnen.  Unsere  Betrachtungen  sollen  auf  Primzahlstufen  einge- 
schränkt bleiben,  abgesehen  freilich  von  den  allerniedersten  zusammen- 
gesetzten Stufenzahlen  6,  8,  9,  10.  Wir  benutzen  übrigens  zu  Beginn 
des  Kapitels  die  Gelegenheit  zu  einigen  allgemeineren  Betrachtungen 
darüber,  wie  sich  die  Theorie  der  Modulformen  in  das  allgemeine 
formentheoretische  Schema  des  vorletzten  Kapitels  einordnet.  Hierbei 
wird  vor  allen  Dingen  eine  Basis  des  Teilungspolygons  aufzustellen 
sein,  von  welcher  wir  späterhin  einen  wichtigen  Gebrauch  zu  machen 
haben. 

Bereits  in  I  p.  583  haben  wir  die  Integrale  erster  Gattung  j  einer 
Fläche  Ff,  in  das  ursprüngliche  Polygon  JP^  übertragen;  wir  erhielten 
da  eindeutige  Functionen  j(a))  von  o,  die  wir  „transcendente'^  Modul- 
functionen  nannten.  Auch  führten  wir  a.  a.  0.  (unter  dem  Texte) 
bereits  an,  dass  Uurwitz  und  Poincar^  ungeföhr  gleichzeitig  die  Unter- 
suchung der  Functionen  j(o))  unternommen  hatten;  aber  während  Poin- 
car^'s  bezügliche  Betrachtungen  sogleich  die  Wendung  auf  die  allge- 
meinen automorphen  Functionen  genommen  haben,  gebührt  das  Ver- 
dienst, eine  sehr  weit  durchgebildete  Theorie  der  Integrale  erster 
Gattung  für  die  Congruenzgruppen  geschaffen  zu  haben,  durchaus  Hrn. 
.  Hurwitz  allein.  Wir  werden  weiter  unter  die  einzelnen  hier  in  Be- 
tracht kommenden  Abhandlungen  namhaft  machen;  indessen  muss  so- 
gleich noch   angeführt  werden,   dass  der  Herausgeber   ausser  diesen 
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Abhandlungen  Hrn.  Hurwitz  noch  eine  ausführliche  briefliche  Dar- 
legung verdankt,  welche  einige  Eigenschaften  der  Integrale  j{p)  von 
Primzahlstufe  q  betrifft.  Die  dieser  Quelle  entstammenden  Entwick- 
lungen sollen  im  folgenden  noch  genauer  als  solche  gekennzeichnet 
werden.  Die  ausführliche  Durchbildung  der  Hurwitz'schen  Gedanken 
in  der  Form,  wie  sie  das  vorliegende  Kapitel  darstellt,  rührt  vom 
Herausgeber  her. 

§  1.     Die  Formentheorie  einer  Fläche  JP^  auf  Grundlage  der  io^y  o«. 

Im  vorletzten  Kapitel  brachten  wir  schon  gelegentlich  (p.  484) 
für  die  speciellen  Flächen  F^  unserer  früheren  Untersuchungen  die- 
jenige Formentheorie  in  Vorschlag,  welche  sich  auf  cd^,  ci,  als  unab- 
hängige Yariabelen  gründet  Der  wesentliche  Unterschied  der  hiermit 
gemeinten  Formentheorie  gegen  die  im  vorletzten  Kapitel  auf  jer^,  b^ 
basierte  ist  der,  dass  C0|,  co^  bei  geschlossenen  Wegen  auf  JP^,  allge- 
mein zu  reden,  nicht  in  ihre  Anfangswerte  übergehen,  sondern  vielmehr 
in  Werte  ©/,  cög',  die  aus  (d^,  (o^  vermöge  einer  homogenen  Modulsnb- 
stitution  hervorgehen;  die  Oj,  (o^  sind  also  vieldeutige  Formen  auf  der 
Riemann'schen  Fläche  i^^**). 

Wenn  wir  vorhin,  für  den  Zweck  der  Formentheorie  e^^  e^,  das 
algebraische  Gebilde  auf  eine  über  die  Ebene  von  e  ^=  z^uz^  gelagerte 
Biemann'sche  Fläche  bezogen,  so  würde  der  letzteren  hier  die  zuge- 
hörige Riemann'sche  Fläche  über  der  Ebene  der  Variabelen  g}  =»  co^ :  iD| 
entsprechen.  Man  bemerke,  dass  wir  die  so  gemeinte  Riemannsdie 
Fläche  direct  im  ursprünglichen  Polygon  F^  der  cd -Halbebene  vor  Augen 
haben.  Inzwischen  ist  es  doch  weiterhin  für  die  Ausdrucksweise  zu- 
meist bequemer,  an  die  im  Räume  geschlossene  Fläche  F^  mit  ihrer 
Einteilung  in  2ft  Dreiecke  zu  knüpfen. 

Die  auf  cDj,  Og  gegründete  Formentheorie  der  Ffi  ist  nun  bereits 
in  einer  Reihe  zerstreuter  Entwicklungen  der  früheren  Kapitel  ent- 
halten, und  wir  brauchen  hier  kaum  mehr  als  zu  recapitulieren,  um 
den  vollen  Zusammenschluss  mit  den  allgemeinen  Gesichtspunkten  des 
vorletzten  Kapitels  zu  gewinnen. 

Um  etwa  mit  dem  in  Bd.  I  häufig  verwendeten  DifferenÜationS' 
process  zu  beginnen,  so  haben  wir  in: 

(1)  rfoJ  =  c},  rfwg  —  (O^dCD^ 

*)  Es  8t<?ht  gar  nichts  im  Wege,  gerade  so  gut  wie  z  oder  co  jede  andere 
Function  der  Fläche  in  der  Art  des  Textes  zur  Grundlage  einer  Formentheorie  zu 
wählen;  nnr  wird  man  im  allgemeinen  nicht  so  einfache  Verhältnisse  antreffen, 
wie  bei  z  oder  «. 
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ein  Differential  der  JEläche  i^^,  welches  an  Stelle  des  in  der  allge- 
meinen Theorie  (p.  493)  gebrauchten  Differentials  dg  tritt;  dt5  bleibt, 
wie  man  sofort  bestätigt,  gegenüber  den  homogenen  Modulsubstitu- 
tionen unverändert,  so  dass  wir  es  hier  mit  einem  auf  der  Fläche  ein- 
deutigen  Differential  £u  thun  haben.  Dieses  Differential  doj  ist  zufolge 
seiner  Gestalt  —  co^doi  auf  der  jF^,  abgesehen  vielleicht  von  den 
Punkten  a,  6,  c,  allenthalben  endlich  und  von  Null  verschieden  (in 
dem  p.  493  erläuterten  Sinne).  Das  gleiche  Verhalten  zeigt  dV5  in 
solchen  Punkten  a,  &,  die  von  vier  bez.  sechs  Dreiecken  umlagert  sind; 
dagegen  wird  dVS  in  Ausnahmepunkten  a  und  h  im  Grade  4^  bez.  ^ 
unendlich.  Um  schliesslich  dl5  in  einem  Punkte  c  zu  untersuchen,  so 
beziehen  wir  F^  derart  auf  die  o-Halbebene,  dass  der  betreffende 
Punkt  c  die  Spitze  a)  =  loo  liefert.     Man  hat  alsdann: 

(2)  dio  =  -^  •  —  , 

i 

während    die   Umgebung   der   fraglichen   Stelle  c  von  F^  vermöge  r" 

ji 

auf  ein  einfach  bedecktes  Stück  der  Ebene  von  r*  abgebildet  wird. 
Nach  den  früheren  Sätzen  ergiebt  sich  daraus  das  besonders  wichtige 
Resultat,  dass  dvS  in  jedem  Punkte  c  von  F^  einfach  unendlich  tmrd; 
doch  ist  bei  dieser  Aussage  in  dem  schon  in  I  p.  694  angegebenen 
Sinne  von  jenem  Nullpunkt  abgesehen,  der  durch  das  Verschwinden 
von  Oj  an  der  fraglichen  Stelle  von  jF^,  involviert  ist*). 

An  das  Differential  dZ5  knüpfen  wir  sogleich  die  Betrachtung  der 
zur  Ffi  (resp.  zu  (»i,  (o^)  gehörenden  Primform,  als  einer  von  zwei  Stellen, 
o  und  cd',  abhängenden  transcendenten  eindeutigen  Modulform  jeweils  erster 
Dimension  in  beiden  VariabelenreiJien.  Der  Übergang  von  der  unter  (8) 
p.  505  gegebenen  Gestalt  zu  der  hiermit  gemeinten  Primform  ist  leicht 
zu  bewerkstelligen;  es  erscheint  ganz  einfach  das  damalige  Differential 
dfj  durch  (?a>  ersetzt,  und  wir  schreiben  des  genaueren: 


(4)   P(a),(D')=  K-(/SJ.rfo7'.e       *"'•'  ,lim.f?a)  =  0,rfcD'  =  0. 

*)  Nebenher   gedenken  wir  jener   besonderen  Flächen  JP  .  die  keine  Aus- 
nahmepankte  a^h  anfweisen,  und  bei  denen  in  allen  Punkten  c  die  gleiche  An- 

zahl  von,  sagen  wir,  2 n. Dreiecken  zusammenhängen.   Auf  einer  solchen  F  ist  yÄ 

eine  ganze  Form,  die  auf  F^  gerade  genau  in  derselben  Weise  verschwindet,  wie 
da  unendlich  wird.     Man  hat  demnach  in: 

n . 

(3)  dß  =  ((Oj  doo,  ~  cojdcoj)  YA 

2n 12 

ein  Differential  der  2^  ,  freilich  von  der  gebrochenen  Ordnung    -    ,  das  auf 

der  ganzen  Fläche  endlich  und  von  Null  verschieden  ist. 
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Ohne  weiteres  aber  folgen  die  Ergebnisse:  Die  Form  P(mj  «')  ver- 
schwindet auf  Fft  einfach,  falls  die  beiden  Stellen  o,  m'  auf  der  Fläche 
coincidieren;  sie  wird  auf  Ffi  unendlich  in  den  Ordnungen  iy  ^,  i  in 
den  Punkten  c  bez.  den  Ausnahmepunkten  h  und  a.  Das  PeriodenTer- 
halten  von  P(jo,  cd')  ist  aber  dasselbe  geblieben^  wie  fdr  die  ursprüng- 
liche Gestalt  P(x,  y)  der  Primform. 

Was  wir  unter  den  algebraischen  Formen  der  F^  zu  Tersteben 
haben  y  und  insbesondere  unter  den  ganzen  algebraischen  Formen, 
brauchen  wir  hier  nicht  nochmals  zu  erörtern;  speciell  über  die  letz- 
teren vergl.  man  die  Betrachtungen  p.  362  ff.  Für  die  Congmenz- 
gruppen  insbesondere  kennen  wir  eine  grosse  Menge  ganzer  Formen 
vom  vorigen  Abschnitt  her;  die  Teilwerte  pxfi^  p'xm  sowie  die  Moduln 
kjBj  gaj  Va  gehören  hierher.  Bei  der  allgemeinen  Untersuchung  p.  362 
u.  f.  hatten  wir  übrigens  neben  absolut  zur  F^i  gehörenden  Modalformen 
auch  solche  in  Betracht  zu  ziehen ,  welche  bei  geschlossenen  Wegen 
constante  Factoren  (Einheitswurzeln)  annehmen;  wir  wollen  gleich 
festsetzeli;  dass  sich  unsere  zunächst  folgenden  Betrachtungen  ganz 
allein  mit  solchen  Formen  befassen  sollen,  welche  im  absoluten  Sinne 
zur  Ff,  gehören. 

Diejenigen  Gedankenentwicklungen,  welche  auf  die  Gewinnung 
einer  Basis  für  die  ganzen  Modulformen  einer  f^  abzielen ,  haben  wir 
bei  unseren  früheren  Untersuchungen  niemals  verfolgt.  Wir  müssten 
dabei,  zumal  wenn  es  sich  um  eine  Minimalbasis  handeln  soll^  ft  ganze 

Modulformen  Griio^u  oii%)y  ^2(^i>  ^2);  •  •  •  ^^^  i~/<  ausfindig  machen, 
in  denen  sich  jede  ganze  Modulform  der  f^,  in  der  Gestalt: 

mit  Hülfe  ganzer  Formen  erster  Stufe  g^  g^  ...  darstellen  lässt.  Aber 
es  sollen  hier  nur  für  eine  specielle  Gattung  von  Flächen  Ff^  zuge- 
hörige Basen  construiert  werden,  wobei  wir  übrigens  gar  keinen  Nach- 
druck darauf  legen,  auch  wirklich  Minimalbasen  zu  erbalten.  Wir 
wollen  nämlich  eine  Basis  des  Teilungspolygons  Fa^^^  bilden,  und  zwar 

der  Einfachheit  halber  gleich  für  den  Fall  einer  Brimsahlstufe  g.  Wenn 
wir  uns  hierbei  noch  auf  die  Darstellung  ganzer  Modulformen  von 
gerader  Dimension  beschränken  wollen,  so  haben  wir  die  specielle 
Teilungsgleichung  der  ^-Function: 

(5)         if>    *    +a<7,F    '    -\-^M>    '    +Ci/2V    *    H =0 

zum  anmittelbaren  Gebrauch  zur  Hand.  Unter  den  Wurzeln  von  (5) 
gehören  aber  im  ganzen  die  —^-  Teil  werte  ^.>o,i,  j.^^2,  S'^o.s,  . . .    zum 
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Teilungspolygon  F^—i,  wenn  wir  an  der  früher  verabredeten  Einlage- 

rung  desselben  in  die  Dreiecksteilung  der  q- Halbebene  festhalten 
sollen  (p.  20).  Dass  hier  übrigens  nicht  nur  eine,  sondern  gleich 
\(Q —  1)  Wurzeln  von  (5)  zum  Teilungspolygone  gehören,  entspricht 
dem  Umstände,  dass  das  fragliche  Polygon  durch  ^{q  —  1)  eine  cyc- 
lische  Gruppe  bildende  Transformationen  in  sich  übergeht. 

Indem  man  jetzt  die  Zahl  /it  unter  1,  2, ...,  ^{q  —  1)  beliebig  aus- 
wählt, hat  man  nach  den  allgemeinen  Erörterungen  von  p.  490  ff.  in 


(6) 

eine  Basis  des  Teilungspolygons.     Die  Discriminante  dieser  Basis,  die 

wir  in  der  Folge  stets  durch  Dp  bezeichnen  wollen,  ist  gegeben  durch: 

wobei  sich  in  bekannter  Weise  das  Product  auf  alle  Differenzen  zweier 
verschiedener  Wurzeln  von  (5)  bezieht.  Die  Discriminante  (7)  ist  eine 
ganze  Modulform  erster  Stufe.  Aber  dieselbe  kann  nur  in  der  Spitze 
Q  =  «oo  des  Ausgangsdreiecks  verschwinden;  denn  wir  berechnen  aus 

(7)  p.  276  sofort: 

Px,x  —  Px\i'  = -z — -ö , 

^x,X  ^x\l' 

und  die  (f- Teilwerte  sind  abgesehen  von  den  Polygonspitzen  allent- 
halben endlich  und  von  Null  verschieden.  Bei  dieser  Sachlage  ist 
Dp  bis  auf  einen  numerischen  Factor,  den  wir  vernachlässigen,  nach 
einer  früher  oft  vollzogenen  Schluss weise  mit  einer  Potenz  der  Discri- 
minante erster  Stufe  A((Di,  m^)  identisch,  und  zwar  lesen  wir  aus  der 
Dimension  der  rechten  Seite  von  (7)  ab: 

(8)  Dp  =  A        ''        . 

In  dem  Zutreffen  der  Gleichung  (8)  hat  man  einen  besonders  ein- 
fachen Zug  der  Teilungsgleichung  (5)  zu  sehen.  Aber  es  sei  sogleich 
bemerkt,  dass  die  Basis  (6)  noch  keineswegs  eine  Minimalbasis  des 
Teilungspolygons  ist,  insofern  wir  z.  B.  jeden  anderen  Teil  wert  po,,.' 
noch  keineswegs  in  der  Basis  (6)  mit  Hülfe  ganzer  Coefficienten  erster 
Stufe  darstellen  können.  Wir  unterlassen  jedoch,  die  zur  Bildung 
einer  Minimalbasis  führende  Recursionsrechnung  hier  wirklich  zu  ent- 
wickeln, begnügen  uns  vielmehr  mit  dem  bisher  erreichten  Resultat: 
Jede  ganze  Modulform  —  2i/*®'  Dimension  des  Teüungspolygons  ist  in  der 
Gestalt  darstellbar: 

Klein- Fricko,  Modulfttnctiouen.  IL  36 


562  Vif  8.  Die  Integrale  erster  Gattung  der  Congmenzgrappen. 

(9)  -  -      -  -        ^^    -  -  - 

wobei  gi  eine  ganae  Modulform  erster  Stufe  der  Dimension  —  l  ist,  wäh- 
rend k  durch  die  Gleichung  gegAen  ist: 

(10)  h^2v+^^^'—'l 

Umgekehrt  ist  natürlich  keineswegs  jede  Form  (9)  eine  ganse 
Modulform  des  Teilungspolygons;  wir  werden  uns  vielmehr  späterhin 
mit  der  Aufgabe  zu  beschäftigen  haben,  aus  allen  Ausdrücken  (9) 
die  ganzen  Modulformen  auszusondern. 


§  2.    Von  den  Modulformen  erster  und  dritter  Gkittnng  InsbeBondere. 
Vorläufige  Auswahl  der  Integrale  j  bei  einer  Frimzahlstafe  g. 

Von  den  Integralen  einer  Fläche  JP^  werden  diejenigen  der  ersten 
und  zweiten  Gattung  beim  Rückgang  zur  o -Halbebene  eindeutige  Func- 
tionen von  CD  (cf.  I  p.  582  ff.);  bei  einem  Integrale  dritter  Gattung 
aber  gilt  das  Gleiche  nur  dann,  wenn  seine  logarithmischen  Dnstetig- 
keitspunkte  nur  in  den  Spitzen  des  Polygons  jP^  gelegen  sind.  Das 
Differential  irgend  eines  Integrals  der  Ff^,  durch  ddü  dividiert^  liefert 
eine  algebraische  Form  ( — 2)*^  Dimension  in  co^,  «Dj,  und  wir  haben 
jetzt  vor  allem  zu  untersuchen;  wann  diese  Modulform  eine  ganße 
wird.  Man  überblickt  leicht;  dass  dies  stets  der  Fall  ist,  toenn  wir 
ein  Integral  erster  Gattung  j  oder  ein  solches  Integral  dritter  GcUtung 
Q  differengierten,  das  nur  logarithmische,  in  den  Polygonspiken  gelegenCy 
Unstetigkeitspunkte  aufweist.  Für  die  Integrale  j  ist  dies  sofort  evident; 
ist  aber  Q  ein  Integral  dritter  Gattung  von  der  bezeichneten  Art^ 
so  beziehe  man  die  Fläche  Ff^  derart  auf  die  oi-Halbebeney  dass  ein 
gerade  betrachteter  Uiistetigkeitspunkt  c  nach  der  Spitze  io  =  ioo 
zu  liegen  kommt.     Da  wird  alsdann: 

:t^  =  j-  (c  log  r)  =  T  - .:  y 
da       da  ^      ^    ^        tOj-' 

und    also   bleibt   die  Ableitung  von   Q  an  der  Stelle   c  im   Sinne   des 
p.  559  verabredeten   Sprachgebrauches   endlich.     Hiermit  sind  zugleich 
die  Integrale  der  geforderten  Eigensdiaft  ersdiöpft. 
Man  führe  jetzt  die  Bezeichnung  ein: 

(1)  <P('»u'o,)^%,  n<»u«'»)=äl 

und  benenne  q)  und  ¥  kur^  als  Formen  erster  und  dritter  Gattung  der 
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Fläche  Ffi.  Dieselben  sind  ganze  Formen  ( —  2)***^  Dimension  der  F^, 
und  es  wird  insbesondere  eine  Form  erster  Gattung  in  jedem  Punkte  c 
mindestens  in  der  Ordnung  1  verschunnden,  da  dc3>  nach  p.  559  an 
einer  solchen  Stelle  der  Fläche  in  dieser  Ordnung  unendlich  wird. 

Diese  Sätze  sind  sofort  auch  der  Umkehrung  fähig:  Jede  ganze 
Form  der  F^^  von  der  Dimension  —  2,  die  wenigstens  in  einer  Spitze  c 
von  Null  verschieden  ist,  ist  eine  Form  dritter  Gattung  ^{p^,  (o^;  sie 
wird  dann  aber  wenigstens  noch  in  einer  weiteren  Spitze  c  von  Null 
verschieden  sein,  wie  man  aus  der  Grundeigenschaft  der  Integrale 
dritter  Gattung  folgert,  mindestens  zwei  logarithmische  Unstetigkeits- 
punkte  zu  besitzen.  Ist  aber  eine  ganze  Form  ( —  2)*®'  Dimension  in 
allen  Punkten  c  gleich  Null,  so  stellt  sie  eine  Form  erster  Gattung  q^ipi,  o,) 
vor.  Die  Beweise  dieser  Behauptungen  ergeben  sich  einfach  dadurch, 
dass  man  in: 

(2)  j=f<p(^u  ö>2)  dm  ,       Q  =/V(a)i,  CD,)  dm 

Integrale  erster  und  dritter  Gattung  der  Ff,  erkennt. 

Zu  den  Formen  dritter  Gattung  gehören  vor  allem  die  Teüwerte 
Pxfi  der  p'Function,  so  dass. wir  in: 

(3)  Q--fpx^dm 

eine  ganze  Reihe  von  Integralen  dritter  Gattung  von  der  oben  be- 
zeichneten speciellen  Art  haben;  ist  n  der  Teilungsgrad  der  pxf^,  so 
wird  natürlich  die  zugehörige  Fläche  Ff,  der  Hauptcongruenzgruppe  n^ 

Stufe  entsprechen.  —  Für  ungerade  n  liefern  die  Moduln  Za  eines 

einzelnen  Systems  in: 

(4)  j^Jg^dW 

ebenso  viele  Integrale  erster  Gattung;  aber  für  die  Stufe  dieser  Inte- 
grale und  also  für  die  Bestimmung  der  zugehörigen  Fläche  Ff,  sind 
hier  immer  die  zahlreichen  Fallunterscheidungen  massgeblich,  welche 
seinerzeit  (im  zweiten  und  dritten  Kap.  des  vorigen  Abschn.)  betreffs 
der  Stufe  der  Za  zu  treffen  waren.     Bei  gera4iBm  n  liefert  jedes  ein- 

zelne  ;8fa- System  --^  Integrale  erster  Gattung  j  der  Gestalt  (4),  die 

entweder  der  2n^^  oder  4n*^  Stufe  angehören.  —  Letzten  Endes  haben 
wir  zur  Bildung  von  Integralen  dritter  und  erster  Gattung  auch  noch 
die  ganzen  Formen  (—  1)*"  Dimension  A« ,  B«  zur  Hand.  Zweigliedrige 
Verbindungen  irgend  welcher  Moduln  dieser  Art  liefern  in: 

(5)  jKa^ßdm    ,    jAaBfidm,"' 

m 

stets  Integrale  dritter  oder  erster  Gattung.     Was  im  Einzelfalle  vor- 

86* 
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liegt^  wird  man  nach  den  entwickelten  Regeln  immer  leicht  entBcheiden 
können.  - 

Wir  wenden  uns  nun  gleich  zu  den  Integralen  j  einer  beliebigen 
VtimzaMstufe  q^  deren  Anzahl  gleich  dem  Geschlechte: 

(6)  p  =  (g  +  2)(g-8)(g~5) 

der  Hauptcongruenzgruppe  q^  Stufe  ist.  FQr  die  Anordnung  dieser 
p  Integrale  j  soll  hier  zuvorderst  ein  zweckmässiges  Schema  verabredet 
werden.     Zu  diesem  Ende  sei  j{ai)  irgend  ein  Integral  erster  Grattung 

q^  Stufe;  mati  bilde  alsdann  vermöge  der  q*^  Einheitswurzel  «  =  c  » 
das  neue  Integral  erster  Gattung  q^  Stufe: 

(7)  i(»|*)  =  §f-*'i(a>  +  v), 

wobei  k  irgend  eine  ganze  Zahl  aus  der  Reihe  0,  1,  . . .,  9  —  1  sein 
soll.  Indem  wir  k  der  Reihe  nach  mit  diesen  q  Zahlen  identificieren, 
ergiebt  sich  durch  Inversion  von  (7)  für  das  ursprünglich  vorgelegte 
Integral  j{(o)  der  Ausdruck: 

(8)  i(a))  =  q-'U(ü>  I  0)  +  j{a>  |  1)  +  .  . .  +  j(a,  |  g  -  1)] . 

Das  Integral  j(m  |  k)  zeigt  aber  bei  Ausübung  der  Substitution  S  das 
Verhalten: 

(9)  j{a,  +  1  I  Ä)  =  £*j(a>  I  k). 

Es  lassen  sich  detngemäss  alle  p  lincar-unabMngigen  IntegrcUe  j  der  5*" 
Stufe  so  auswählen  y  dass  das  einzelne  unter  ihnen  sich  gegenüber  der 
Operation  S  bis  auf  eine  mültiplicative  n**  Einheitswurzd  reproduciert. 

Man  nehme  nun  diejenigen  Integrale  j  vorweg,  welche  sich  gegen- 
über S  überhaupt  nicht  mehr  ändern.  Es  werden  dies  die  Integrak 
erster  Gattung  des  Teüungspolygons  F^^i  sein,  und  da  sich   das  6e- 

schlecht  des  letzteren  nach  den  früheren  Regeln  leicht  zu: 

(10)  .    .=  («r^)(5-'). 

bestimmt,  so  haben  unr  an  erster  Stelle  im  ganzen  x  Integrale: 
(11)  Ji(«>\0),Ua,\0),--.,M<o\0), 

die  gegenüber  der  Substitution  S  unveränderlidi  sind.  Hierher  gehören 
natürlich  auch  die  im  letzten  Kapitel  des  vorigen  Abschnitts  (p.  449  ff.) 
häufig  benutzten  Integrale  j  des  Transformationspolygons  i^^+i. 

Für  die  noch  übrig  bleibenden  (^  —  1)  Zahlwerte  Ä;  =  1 ,  •  •  • ,  g  —  1 
unterscheiden  wir,  ob  in  h  ein  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  von  q 
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vorliegt;  dabei  mögen  wir  die  ^-g-  Reste  generell  durch  a,  die  Nicht- 

reste  ebenso  durch  /3  bezeichnen.  Bei  einem  gerade  ausgewählten 
System  von  p  Integralen  der  Art  (9)  mögen  nun  zu  einem  besonderen 
Reste  X;  =  a  insgesamt  die  A  linear -unabhängigen  Integrale: 

(1^)  h{^  I  «);  i2(®  I  «),  •  •  ',h{^  I  «) 

gehören.  Wir  verstehen  dann  unter  g  eine  primitive  Wurzel  der  Prim- 
zahl 9  und  wählen  eine  der  Bedingung: 

(13)  u=^,=g*io,  (mod.ff) 

genügende  Modulsubstitution  aus,  um  vermöge  derselben  die  X  Inte- 
grale (12)  zu  transformieren.  Da  US  U"^  ^  S^*  (mod  q)  zutrifft,  so 
wird  das  einzelne  Integral  ji{U{so)  \  a)  gegenüber  der  Substitution  S 
die  Einheits Wurzel  a^^"  annehmen;  im  Sinne  der  in  (7)  und  (9)  ein- 
geführten Bezeichnung  wird  also  zu  setzen  sein: 

(14)  ji(U'W  I  a)  =  ji{(o  I  (7«"«). 

Die  Substitution  U  ist  aber,  mod.  q  genommen,  von  der  Periode 
^-r— ;   indem   man   somit   in    (14)  für  v   der  Reihe   nach   die  Werte 

0,  1,  •  •  •,  ^~I     nimmt,  entspringen  von  (12)  aus  —- —  Reihen   zu   je 

k  Integralen,  deren  einzelne  je  einem  der  —- —  Reste  a  zugehört.    Da 

hierbei  hinsichtlich  des  anfänglich  ausgewählten  a  keinerlei  be- 
schränkende Voraussetzung  gemacht  wurde,  so  ist  zugleich  evident, 
dass  für  jeden  Best  a  gerade  A  und  nur  A  linear -unabhängige  Integrale 
j{a  I  a)  eintreten. 

Für  die  Nichtreste  A;  =  /3  gestaltet  sich  die  Überlegung  genau  so. 
Haben  wir  für  einen  ersten  Nichtrest  insgesamt  die  fi  linear -unab- 
hängigen Integrale: 

(15)  ii(c>l/J),  J2(«l^);...,i,.(«>l^), 

SO  werden  wir  überhaupt  für  jeden  Nichtrest  ß  genau  fi  unabhängige  In- 
tegrale j  finden  und  nicht  mehr.  In  diesem  Sinne  haben  wir  nur  noch 
der  Gleichung  (14)  die  nachfolgende  anzureihen: 

(16)  MU'(a)\ß)=Ma>)\g»'ß). 
über  die  jetzt  betrachteten 

*  +  (A  +  <t)-^ 

Integrale  j  hinaus  werden  weitere  unabhängige  Integrale  j  der  q*^ 
Stufe  nicht  mehr   existieren  können.     Aber  man  beachte   umgekehrt^ 
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das8  eine  lineare  Belation  zwischen  jenen  aufgezählten  Integralen  nidU 
bestehen  Icann,  Eine  derartige  Relation  würde  sich  nämlich  sogleieh 
in  eine  Anzahl  weiterer  Relationen  spalten  lassen ,  in  deren  einzelner 
nur  solche  Integrale  j  vorkommen,  welche  gegenüber  S  das  gleiche 
Verhalten  zeigen.  Derartige  Relationen  kommen  aber  sicher  nicht  vor; 
denn  die  A  Integrale  der  einzelnen  Reihe  (12);  sowie  die  fi  Integrale 
der  einzelnen  Reihe  (15)  sind  linear- unabhängig,  und  ein  Gleiches  gilt 
endlich  auch  von  den  x  Integralen  j  (cd  |  0)  des  Teilungspolygons.  Bei 
dieser  Sachlage  gelten  also  die  Formeln: 

wir  berechnen  von  hier  aus  noch  für  (A  -}*  f^)  den  Wert: 

(17)  A  +  ^  =  (i^l^(i=i), 

indessen  lässt  sich  nicht   ohne  weiteres  bestimmen,  welche  Zahlwerte 
A  und  fi  einzeln  genommen  haben  mögen. 

§  3.     Speoielles  über   die  Integrale  j{(o  \  0)    des  Teilrmgspolygons. 
Darstellung  derselben  dnroh  die  j{p  \  a)y  j{p  \  ß)  *). 

Auch  nach  Festlegung  des  im  vorigen  Paragraphen  verabredeten 
Schemas  ist  die  Auswahl  der  einzelnen  Integrale  j  noch  in  sehr  mannig- 
faltiger Weise  zu  treffen.  In  der  That  mögen  wir  die  x  Integrale 
j(m  I  0)  des  Teilungspolygons  noch  beliebig  linear  substituieren ,  und 
ein  Gleiches  dürfen  wir  mit  den  Integralen  der  ersten  Reihe  (12)  bez. 
(15)  §  2  vornehmen;  aber  man  bemerke^  dass  alsdann  auf  Grund  von 

(14)  bez.  (16)  die  übrigen   Reihen    mit  der   ersten    vollständig 

bestimmt  sind.     Wie  wir  in  diesem  Betracht  bei  den  Integralen  j(m  \  a), 

j{(o  I  ß)  zweckmässige  specielle  Auswahlen  treffen  mögen,  werden  wir 

weiterhin  noch  zu   betrachten  haben.     Unsere   nächste  Untersuchung 

gilt  allein  den  x  Integralen  j(g)  \  0)  des  Teilungspolygons  JP^_i.     Wir 

haben  dabei  insbesondere  eine  eigenartige  Ausdrucksweise  dieser  Inte- 
grale j{(o  I  0)  durch  die  j{(o  \  a),  j{(o  \  ß)  abzuleiten^  bez.  durch  ge- 
wisse lineare  Verbindungen  der  j((o  \  a),  j((o  \  ß),  die  wir  unter  der 
Benennung  Jg  und  Ji^,'  einführen  wollen.  Von  den  so  zu  entwickeln- 
den Darstellungen  der  j{<o  \  0)  wird  später  ein  wichtiger  Gebrauch 
zu  machen  sein. 

*)  Den   Paragraphen  3,  4,  6   liegt   die   schon  in  der  Einleitung    erw&hnte 
briefliche  Mitteilung  von  Hm   Hurwitz  zu  Grunde. 
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Die  Substitution  ü  behalten  wir  in  der  Bedeutung  (13)  des  vorigen 

Paragraphen  bei  und  verstehen  unter  5  eine  primitive  y~I  )     Ein- 

heitswurzel     Ist  nun  j({o)  ein  beliebiges  Integral   erster  Gattung  des 
Teilungspolygons,  so  haben  wir  in: 

(1)  j(.<o),Jiü«o)),.-,KU~^(m)) 

gleich  ^-r —  Integrale  dieses  Polygons,  insofern  dasselbe  doch   durch 

die  Substitution  U  in  sich  selbst  transformiert  wird.     Wir  bilden  uns 

nun  ähnlich  wie  in  (7)  §  2  mit  Hülfe  der  Einheitswurzel  5  die     'I 
linearen  Verbindungen: 

(2)  j(cD)  +  t-'JiUia»)  +  i-^^jiiU\a>))  +  '''f'~"j{U^((o)), 
indem  wir   hierbei   die  Zahl  s   der   Reihe   nach   mit   0,1,..., 


2 
identisch  nehmen.    In  (2)  haben  wir  dann  ^-^ —  Integrale  des  Polygons 

F^^iy  aus  denen  sich  umgekehrt  das  anfanglich  gewählte  j(id)  linear 

aufbauen  lässt.  Gegenüber  U  aber  ändert  sich  das  Integral  (2)  um 
die  (  j  Einheitswurzel  i^  =  g»  als  Factor.  Daher  das  Resultat:  Die 
X  linear 'unabJiängigen  Integrale  j  des  Polygons  J'g»— i  lassm  sich  so  atis- 

wählen,  dass  das  einzelne  unter  ihnen  gegenüber  S  und  U  das  Ver- 

luüten  zeigt: 

(3)  J(Ä(iD))  =  j(«)  ,    i(i7(ai))  =  i?i(ö)). 

Die  zweite  unter  diesen  beiden  Formeln  erfordert  indes  noch  eine 
zusätzliche  Bemerkung.     Um  dieselbe  nämlich  aus  (2)  zu  entwickeln, 

haben  wir  j{U  *  (©))  direct  mit  j{(o)  identisch  gesetzt.  Dabei  wurde 
jedoch  eine  additive  Constante  vernachlässigt;  denn  man  bemerke,  dass 

V  ^  (übrigens  im  Gegensatz  zu  S^)  auf  unserer  Riemann'schen  Fläche 
einen  solchen  geschlossenen  Weg  bedeutet,  der  sich  nicht  auf  einen 
Punkt  zusammenziehen  lässt.  Strenge  genommen  sollten  wir  dem- 
gemäss  in  der  zweiten  Formel  (3)  rechter  Hand  noch  eine  additive 
Constante  hinzusetzen.  Inzwischen  ist  diese  Constante  bei  den  gerade 
vorliegenden  Überlegungen  ganz  bedeutungslos;  wir  haben  sie  demnach 
in  (3),  sowie  in  den  analogen  weiterhin  folgenden  Formeln  einfach 
fortgelassen. 

Denken  wir  fortan  die  x  Integrale  j{fo)  des  Teilungspolygons  in 
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Übereinstimmung  mit  den  Relationen  (3)  ausgewählt,  so  zeigt  das 
einzelne  unter  ihnen  ein  besonders  einfaches  Verhalten  bei  AosQbung 

einer    beliebigen    Modulsubstitution    F  <=  (     '  ^ ) .     Wir    nennen  bei 

dieser  Entwicklung,   einem    gewohnten  Brauche   folgend,    die   in   der 

Congruenz 

g^  ^a    (mod.  q) 

zu  irgend  einer  gegen  q  primeu  Zahl  a  gehörende  ganze  Zahl  v  den 
Index  von  a  bezüglich  der  Primitiywurzel  g  und  schreiben  abgekürzt 
V  =  ind.  a.    Es  wird  alsdann: 

(4)  yi»<^-  =  (J'^^_.),(mod.g), 

und  wir  finden  für  die  genannte  beliebige  Modulsubstitution  V  nach 
leichter  Zwischenrechnung  die  Gongruenzen: 


(5) 


U^in±av=  ^J'  J"    ')  ,  wenn  y  =  0  (mod.  g), 
j/ind.  y^-ay-i  ^=  (. '  Ä"-.i)  »  ^^»^  ?  V^^^  gegen  q 


ist.    Fiir  das  einzelne  Integral  j  ergieht  sich  daraufhin  vermöge  (3)  gegen- 
über  V  das  Verhalten: 

j\^'\_yj  =  V^^'^'^Ji^))  ß^f^  y  (J^^ch  q  teilbar, 

3  (^  +  f )  =  ^""  '"'•  '^  {^^- i) '  f""^^  ^  ^"^  ^^^  « • 

Besonders  einfach  werden  diese  Formeln  für  i^  «=  1^  d.  i.  für  ein 
Integral  j  des  TransfortncUionspolygons  F^+i;  die  Anzahl  dieser  beson- 
deren Integrale  ist  nach  Formel  (13)  p.  52  bez.  gleich: 

,-.  g  — 18      g  — 5      g  — 7      gjj-JL 

^V  12       '       12      '        12      '        12      ' 

je  nachdem  g^  1,  5,  7,  11  (mod.  12)  ist.    Hier  ist  j (cd)  bekanntlich 
eines  unter  {q  +  1)  gleichberechtigten  Integralen,  die  einfach   durch: 

(8)  i(ß)) ,  j (^) ,  j (ä^y  '■■■'  J (ini^-i) 

gegeben  sind.     Die  Summe  dieser  (g  -f~  1)  Integrale  ist  dabei  als  ein 
überall  endliches  Integral  erster  Stufe  mit  einer  Gonstanten  identisch: 

(9)  j{(o)  +  j  (^)  +  •  •  •  +  i  (^TF^zn)  =  const. 

Hieran  knüpft  sich  nun  die  nachfolgende  Überlegung:  Einmal 
sind  die  Integrale  (8)  gerade  diejenigen,  welche  auf  den  rechten  Seiten 
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der  linearen  Transformationen  (6)  auftreten;  für's  zweite  aber  bemerke 
man,  dass  sich  vermöge  der  Formel  (9)  j({o)  durch  die  q  übrigen  Inte- 
grale (8)  darstellen  lässt.  Indem  wir  zusammenfassen,  folgt  vermöge 
einer  leichten  Zwischenbetrachtung,  dass  sich  die  q  letzten  Integrale  (8) 
gegenüber  beliebiger  Modulsiibstitutionen  linear  substituieren.  Auf  die  so 
entspringenden  g-gliedrigen  Substitutionen  müssen  wir  aber  deshalb 
eingehen,  weil  wir  gerade  durch  ihre  weitere  Discussion  diejenige  Dar- 
stellung für  das  Integral  j((o  \  0)  des  Transformationspolygons  ge- 
winnen werden,  auf  die  wir  schon  im  Anfang  des  Paragraphen  Bezug 
nahmen. 

Bei   dieser  Entwicklung   führen   wir  zur  Vereinfachung  des  Aus- 
drucks  der   in   Rede   stehenden  g-gliedrigen  Substitutionen  an  Stelle 

der    q  Integrale  j(     ,    j    die   q  neuen   Integrale   Joico),  /^(ai),  . . ., 

Jg_i(G})  durch  die  lineare  Transformation  ein: 

(10)    J.C«,)  =i(:ii)  +  *-i(;^V)  +  •  •  •  +  '-"'-'' J{^a^^' 

deren  Determinante  von  Null  verschieden  ist,  wie  es  für  die  Umkehr- 
barkeit der  Substitution  (10)  erforderlich  ist.  Für  s  «■  0  haben  wir 
in  Jq((o)  einfach  das  ursprüngliche  Integral  — j(ß>),  immer  von  einer 
additiven  Constanten  abgesehen.  Indem'  man  die  Transformation  (10) 
leicht  invertiert,  ergiebt  sich  als  Wirkung  der  SubstittUionen  S  und  T 
auf  das  System  der  Integrale  JJ),  Ji,  . . .,  Jg_i  nach  leichter  Zwischen- 
rcchnung: 

(S)  j;  =  e^J., 


^J) 


wobei  sich  in  der  letzten  Formel  der  Summationsbuchstabe  s  nur  auf 
1;  2,  •  •  •,  g  —  1  bezieht;  die  Abkürzung  Cat  ist  gebraucht  in  der  Be- 
deutung: 

^  =  1 

Hiervon  nun  die  nachfolgende  Anwendung:  Wie  man  sieht,  ist 
das  einzelne  der  (q  —  1)  Integrale  J^,  Jg, . . .  Jq^i  eine  lineare  Com- 
bination  gewisser  A  Integrale  j(p  \  a)  bez.  (i  Integrale  j{(o  |  /S),  je  nach- 
dem s  ein  Rest  s  =  a  oder  ein  Nichtrest  s  =  /S  von  q  ist.  Wenn 
man    nun    nach    ganz    beliebiger  Auswahl   von   s   unter   den   Zahlen 
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1,  2,  •  •  •,  g  —  1  auf  die  betreflfende  unter  (T)  stehende  Formel: 

der  Reihe  nach  die  q  Substitutionen  1,  S,  ...;  S^"^  ausübt  und  alle 
entspringenden  q  Formeln  addiert,  so  folgt  vermöge  JJ,  =  — j  für  das 
beliebig  ausgewählte  Integral  j{(o)  des  Transformatumspolygons  die  Dar- 
Stellung: 

(11)     (3  +  DK«)  =  J.{^)  +  J.{;^)  +  ■"  +  J.(ir^~i), 

und  gerade  um  diese  Formel  war  es  uns  zwecks  späterer  Anwendung 
zu  thun.  Natürlich  können  wir  die  hiermit  geleistete  Darstellung  des 
fraglichen  Integrals  j(co)  vermöge  der  Integrale  j((o  \  a)y  j{fo  \  ß)  den 
wechselnden  Werten  s  =  1,  2,  •  •  • ,  g  —  1  entsprechend  noch  in  (g  —  1) 
unterschiedenen  Arten  ausführen. 

Analoge  Entwicklungen  haben  wir  jetzt  noch  fOr  jedes  beliebige 
Integral  j{(o)  des  Teilungspolygons  durchzuführen ,  welches  nicht  be- 
reits zum  Transformationspolygon  gehört.  Hier  besteht  dann  die  Re- 
lation (9)  nicht;  zufolge  der  Formeln  (6)  werden  demnach  die  Inte- 
grale (8)  gegenüber  beliebigen  Modulsubstitutionen  (g  +  1)  -gliedrige 
lineare  Substitutionen  erleiden.  Um  für  die  letzteren  eine  möglichst 
einfache  Gestalt  zu  gewinnen ,  führen  wir  statt  der  (g  -f"  0  Iiitegrale 
(8)  die  nachfolgenden  (q  -f-  1)  neuen  Integrale  ein: 


(12) 


wobei  in  der  letzten  Formel  sich  s  nur  wieder  auf  die  (q  —  1)  Werte 
1,  2,  •  •  •,  g  —  1  bezieht,  während  iy  die  im  Sinne  von  (3)  zu  j(a) 
gehörende  Einheitswurzel  ist.  Die  Inversion  der  Formeln  (12)  liefert 
offenbar: 

7-1 

(13)  J{^X)  =  «^oW  +  2  ^"^-''^X«). 

Als   Wirkung  der  Substitutionen  S  und  T  auf  die  jetzt  gemeinten 
ist  +  1)  Integrale  J{(o)  berechnen  wir  ohne  Mühe: 

(S)  J',.^J^,J^  =  J„J:  =  s'J, 
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(T) 


JL^J.  +  JJn'^'Jt 


gj;'  =  cJT«  +  (ij,  e)  ^  Jty 


9-1 


qj;  =  iy"i-<i.'J^  +  (ij-Sfi)  Jo  +  ^C,tJty 

wobei  in  der  letzten  Formel  s«=al,2,--«,g  —  1  zu  nehmen  ist. 
Hierbei  hat  das  auch  in  der  Ereisteilungstheorie  gebräuchliche  Symbol 
(ij,  b)  die  Bedeutung: 

(14)  (1^,0-§^1»^^^ 

während  der  Goefficient  c«i  gegeben  ist  durch: 

(15)  c,i=2^a*'+'"S^^'V 

Hieran  knüpft  sich  nun  wieder  die  nachfolgende  Rechnung:  Nach 
beliebiger  Auswahl  von  s  aus  dem  Intervall  1,2,  •••^g—l  übe  man 
auf  die  zu  s  gehörende  Gleichung  (T)  der  Reihe  nach  die  Substitu- 
tionen \y  S j  -  -  'f  S^^^  aus  und  addiere  die  gesamten  so  entspringen- 
den 9  Formeln  zusammen.  Gehen  wir  dabei  von  J^  gleich  wieder 
zur  ursprünglichen  Bezeichnung  j  (cd)  zurück,  so  folgt: 

(16)  j((D)  -=  -  i,«»''  {^^,  B)J,(p)  +  rf^'  5  J.{^y 

unter  den  rechts  stehenden  Integralen  gehört  auch  noch  J^  zum 
Teilungspolygon,  um  dasselbe  zu  eliminieren,  wählen  wir  an  Stelle 
von  s  ein  zweites  Mal  die  Zahl  s  so  aus,  dass  (ij^**-*'  —  rf^^»)  von  Null 
verschieden  ist;  dies  hat  keine  Schwierigkeit,  da  i}  nicht  gleich  1  ist. 
Ohne  die  der  Gleichung  (16)  analoge  Relation  für  s'  hinzuschreiben, 
führen  wir  zum  Zwecke  der  Elimination  von  Jq  jetzt  endlich  das 
Integral  ein: 

Ind.««' 
(17)  «^...'  =  ,«na'>_^.nd..  •  y-  -  «^.'l; 

wie  mau  sieht,  setzt  sich  dasselbe  wieder  ausschliesslich  aus  Integralen 
j{(o  I  a)y  j(iD  I  ß)  zusammen,  nämlich  aus  den  Integralen  j(a}  \  s)  und 
j(g)  I  s').  Mit  Hülfe  des  Integrals  (17)  aber  folgern  wir  aus  (16)  für 
das  ursprünglich  vorgelegte  Integral  j{m)  des  Teilungspolygons  die  Dar- 
stellung: 

(18)    i(„)  =  j..,(^)  + j..,(^y  +  ...  +  j;,,(_i:l_), 
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eine  Formel,  die  sich  der  oben  entwickelten  Gleichung  (11)  unmittelbar 
anschliesst;  doch  ist  sie  infolge  der  awei  Indices  s,  s'  noch  mannig- 
faltiger wählbar,  als  (11).  Hierdurcli  Iwben  nun  audi  die  in  (11)  nodi 
nicht  miterledigten  Integrale  j((o  \  0)  ihre  in  Aussicht  genommene  Dar- 
stellung durch  die  j{a)  \  a)^  j{(o  \  ß)  gefunden. 

Wir  haben  mit  dem  Vorstehenden  diejenigen  gruppentheoretiseben 
Entwicklungen  über  die  Integrale  g^'  Stufe  gegeben,  welche  sich  an 
die  halbmetacyclischen  Untergruppen  ^^(^.i)  anschliessen.     Es    wäre 

jetzt  möglich,  auch  noch  die  übrigen  Untergruppen  der  Gesamtgruppe 
f?7(9»— 1)  der  3*^  Stufe  in  entsprechender  Weise   heranziehen.     Jedoch 

2 

haben  wir  in  dieser  Richtung  liegende  Entwicklungen  im  folgenden 
nicht  nötig. 

§  4.     Ein  allgemeines  Bildungsgesetz  für  die  Integrale  j{m  \  a), 

j(ai  I  ß)  der  ^  Stnfe. 

Um  ein  allgemeines  Bildungsgesetz  für  die  Integrale  j  zu  ge- 
winnen, bringen  wir  die  in  Paragraph  1  gegebene  Basis  des  Teilongs- 

polygons  Li,  po.fi,  •• .,  J^o,/*  J  iu  Anwendung.  Dies  lässt  sich  ohne 
weiteres  zunächst  nur  für  Integrale  j(co  \  0)  durchführen;  indessen  ist 
es  gerade  unser  Ziel,  die  fragliche  Darstellung  für  die  Integrale 
j{(X}  I  a),  j((o  I  ß)  unter  Beiseitelassung  der  j(co  |  0)  durchzubilden, 
und  dieserhalb  müssen  wir  noch  einen  Umweg  gehen,  um  die  Formen 
des  Teilungspolygons  mit  den  Integralen  j(c3  |  a),  j(co  \  ß)  in  Verbin- 
dung zu  bringen. 

Indem  wir  zuvörderst  unentschieden  lassen,  ob  wir  mit  einem 
Reste  a  oder  Nichtreste  ß  zu  thun  haben,  schreiben  wir  j((o  \  t/),  wo 
also  V  irgend  eine  Zahl  aus  der  Reihe  1,  2,  •  •  •,  g  —  1  ist.  Man 
gehe  dann  gleich  zur  entsprechenden  Form  erster  Gattung: 

und  suche  dieselbe  mit  einem  solchen  Factor  zu  versehen,  dass  das 
Product  eine  ganze  Form  des  Teilungspolygons  wird.  Unter  unwesent- 
licher Abweichung  von  der  p.  281  befolgten  Schreibweise    setze  man: 

(2)  .„  =  j/??  2  (- 1)' 


\ui  Y  8g 


»1  =  —  oe 


und  verstehe  weiter  unter  {([)  den  kleinsten  positiven  Rest  von  g  mo- 
dulo  4: 


VI,  3.  Die  Integrale  erster  Qattung  der  Congruenzgroppen.  5  7  «3 

Nach  den  seinerzeit  entwickelten  Sätzen  ist  Za  z^  (J/A)^^^  eine  ganze 
Modulform  5*"  Stufe,  deren  Verhalten  gegenüber  8  aus  (1)  p.  313 
leicht  berechnet  werden  kann.  Im  Anschluss  daran  zeigt  man  leicht, 
dass  die  Gongruenz  a*  +  /J*  ^  —  2v  (mod.  q)  bei  beliebig  gewähltem 
V  =  \,2j  ' '  •  y  q  —  1  stets  durch  zwei  ganze  durch  q  nicht  teilbare 
Zahlen  a,  ß  befriedigt  werden   kann.     Wählen  wir  aber  zwei  solche 

Zahlen  Ujß  gerade  als  Indices  in  Zaüßi^i^J^^ ,  so  wird  dieser  Aus- 
druck gegenüber  S  die  Einheitswurzel  £— '  annehmen. 

Bei  dieser  Sachlage  besitzen  wir  in  Za  z^  (j/Ä)^'^  •  9  (cDi  ,  ©2)  eine 
ganze    Form    des    Teilungspolygons,    und    zwar    von    der   Dimension 

—  3    3  —  ("-"")    •     -A-uf  diese  Form  bringen  wir  jetzt  die  in  (9)  §  1 

gegebene  Darstellung  vermöge  der  Basis  [1,  ^o,|U,  • . .]  in  Anwendung, 
indem  wir  dabei  fi  aus  der  Zahlreihe  1,  2,  •  •  •,  9  —  1  beliebig  aus- 
wählen.   Es  ergiebt  sich  die  Darstellung: 

wobei  unter  —  k  die  Gesamtdimension  der  linken  Seite  verstanden  ist. 
Die   hier    auftretenden   ganzen  Formen  erster  Stufe^*,  ^F^^g, . . . 
denken    wir   nun   durch   g^,  g^  dargestellt  und  wollen  übrigens,   was 
weiterhin  sehr  wichtig  wird,  statt  g^,  g^j  po.fi  die  drei  Formen: 

(4)  92  =  12^72;    98  =  216(73,    po/.  =  3(2  —  a^  — e~^)^o^ 

gebrauchen.  Es  sind  nämlidi  die  Entuncklungscoefficienten  in  den  Po- 
tenzreihen  ßr  9^,  93  nach  r  durchgehends  ganze  Zahlen,  während  die 
Entivicklungscoefficienten  van  ))o^  ganzzahlige  Verbindungen  der  Potenzen 
von  af*  sind.  Im  letzteren  Falle  wolle  man  vor  allem  gleich  noch 
anmerken,  dass  die  Potenzentwicklung  von  pon'  (*tis  der  von  ))o/<  einfach 
dadurch  hergestellt  wird,  dass  man  af  durch  a^''  ersetzt;  es  ist  dies  eine 
einfache  Folge  der  p.  12  unter  (3)  gegebenen  Formel.  Unter  Gebrauch 
der  in  (4)  eingeführten  Bezeichnungen  schreiben  wir  jetzt  die  in  (3) 
gelieferte  Darstellung  von  (p((x}i,  cd^  explicite  in  der  Gestalt: 

(5)  9(01,  ©,)  =  j^ff-  2d  ^«.^fla^fls^l'o/. . 

Dabei  bezieht  sich  die  Summe  auf  alle  ganzen,  nicht  negativen  Zahlen 
a,  &,  c,  welche  der  Bedingung  genügen: 

4a  +  66  +  2c  =  i,  c<  ^^, 
unter  k  die  schon  in  (3)  gebrauchte  ganze  Zahl  verstanden. 
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Die  hiermit  gegebene  Entwicklung  kehre  man  nun  um  und  frage, 
wann  überhaupt  die  auf  der  rechten  Seite  ron  (5)  stehende  Verbin- 
dung eine  Form  erster  Gattung  ^  Stufe  darstellt.  Hierzu  ist  einzig  er- 
forderlich, dass  sie  in  den  Spitzen  c  des  Polygons  wenigstens  je  in  erster 
Ordnung  verschwindet,  und  dass  wir  übrigens  mit  einer  ganzen  Form 
zu  thun  haben;  die  überdies  noch  zu  fordernde  Dimension  —  2  liegt 
in  (5)  unabhängig  von  den  besonderen  Zahlwerten  Ca,b  stets  Yor.  Da 
aber  Dp  eine  Potenz  von  A  ist,  während  die  0aj9ß  zufolge  ihrer  be- 
kannten Productdarstellungen  als  transformierte  ^- Null  werte  jedenfalls 
nur  in  den  Spitzen  c  verschwinden  können,  so  wird  der  Ausdruck  (5), 
wie  auch  die  Ca,b  gewählt  sein  mögen,  im  Innern  des  Polygons,  d.  i. 
abgesehen  von  den  Punkten  c,  jedenfalls  endlich  sein.  Wir  haben  also 
nur  noch  die  Punkte  c  zu  untersuchen  und  hier  dürfen  wir  uns  auf  das 
Teilungspolygon  beschränken,  da  sich  der  Ausdruck  (5)  gegenüber  S 
nur  um  den  Factor  b^  ändert 

Das   Teilungspolygon  F^^i  hat  zweimal  ^         Punkte  c,  deren 

Lage  wir  uns  am  leichtesten  vom  Transformationspolygon  jP^+i  aus 
deutlich  machen.  Letzteres  hat  zwei  Spitzen  c  und  c',  welche  den 
Punkten  o  =  i  oo  und  id  <=  0  entsprechen.  Indem  wir  alsdann  auf 
diese  Punkte  die  Substitution  U  des  vorigen  Paragraphen  wiederholt 
ausüben,  gewinnen  wir  die  übrigen  Punkte  c^,  c/,  c,,  c,', . . . ,  c^— s,  c^.»» 

des  Teilungspolygons.  Die  Werte  von  co  in  diesen  gesamten  Punkten 
sind  offenbar: 

(6)     cD  =  i(X),T(i(X)),  U{ioo),  ÜT(ioo),...,ir^(ioo),  iT^ T(i(x>). 

Um  jetzt  den  Ausdruck  (5)  in  einem  einzelneu  dieser  Punkte 
c  näher  zu  untersuchen,  werfe  man  denselben  in  üblicher  Weise 
vermöge  der  gerade  in  Betracht  kommenden  Substitution  (6)  nach 
CO  =  ioo,  entwickele  die  rechte  Seite  von  (5)  nach  Potenzen  von  r 
und  verlange,  dass  diese  Entwicklung  mit  einem  von  Null  verschiedenen 
positiven  Exponenten  beginnt.    Handelt  es  sich  um   einen  der  Punkte 

c,  Cj,  Cj,  . .  .,  c«_3,  so  ist  eine  Substitution  der  Gestalt  o'^  -^^  aus- 

zuüben,  wobei  man  zur  leichteren  Ausführung  dieser  Substitution  für 
den  Augenblick  wieder  pof^  an  Stelle  von  po/u  in  (5)  substituiert  denke. 
Es  gehen  alsdann  sfay0(iyPofi  bez.  über  in  ^a'^a,  0a^ß,  Po.a'-^fif  während 
die  übrigen  Bestandteile  des  Ausdrucks  (5)  unverändert  bleiben.  Setzen 
wir  nun  die  Reihenentwicklungen  ein,  so  haben  wir  die  (7a,6  so  zu 
bestimmen,   dass  eine   gewisse   Anzahl   von   Anfangsgliedern   für    die 
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Entwicklung  der  Summe  ^  ausfallt;  damit  eine  von  dem  Nenner  in 

(5)  etwa  herrührende  Potenz  mit  negativem  Exponenten  in  richtiger 
Weise  compensiert  wird.  Wir  folgern  aus  der  Natur  der  Entwick- 
lungscoefficienten  von  gg,  fls,  po^fia—^f  sowie  aus  der  Gestalt  des  von 
poft  zu  pofi  führenden  Zusatzfactors  leicht,  dass  jeder  Punkt  c  der 
Reihe  c,  c^,  . . .,  Cg^i  für  die  Zahlen  Ca,b  eine  gewisse  Aneahl  linearer 

homogener  Bedingungen  liefert ,  deren  Chefficienten  in  die  CrestcUt  ganzer 
ganemhliger  Functionen  der  g*^  Einheitswurgel  ^  gebracht  werden  können. 
Die  einzelnen  Punkte  c,  c^,  . . .  liefern  dabei  ganz  verschiedene  An- 
zahlen solcher  Relationen ,  da  die  sfa,  iSß  in  diesen  Punkten  in  ver- 
schiedener Art  verschwinden. 

Jetzt  ist  zweitens  noch  in  den  Punkten  c\  c^^  c^',  . . .  das  Ver- 
halten des  unter  (5)  gegebenen  Ausdrucks  9(o9i;  dg)  zu  untersuchen, 
wobei  wir  wieder  fordern  müssen,  dass  in  jedem  dieser  Punkte  die 
Summe  auf  der  rechten  Seite  von  (5)  wenigstens  in  einer  um  1  höheren 

Ordnung  verschwindet  als  DpZa^ß  (Va)^^\  Hier  kommen  denn  für 
die  in  Rede  stehende  Summe  neben  ^^^  g,  die  Entwicklungsglieder 
von  ^a— VfO  zur  Geltung,  und  diese  sind  auschliesslich  rationale 
Zahlen.  Es  ergeben  sich  also,  damit  wir  in  (5)  eine  Form  erster 
Gattung  haben,  weitere  lineare  homogene  Gleichungen  für  die  Ca^b- 
Man  bemerke  hierbei  wieder,  dass  in  (4)  der  Übergang  von  po^fi 
zu  po,/u  durch  Zusatz  eines  Factors  bewerkstelligt  wurde,  der  eine 
ganzzahlige  ganze  Function  von  £^  ist.  Indem  wir  ja  bei  Ausübung 
von  Modulsubstitutionen  auf  ^o,m  zurückgehen  wollten,  werden  Po- 
tenzen jenes  Zusatzfactors  3(2  —  «^  —  r"'*)  vortreten,  die  nun  mit 
in  die  Coefficienten  unserer  neuen  linearen  Bedingungen  für  die  Ca,b 
übergehen.  Also  auch  hier  sind  die  Coefficienten  dieser  linearen  Glei- 
chungen ganeeaJdige  ganze  Functionen  von  ef*.  Übrigens  bemerke  man 
noch,  dass  der  Ausdruck  (8)  in  allen  jetzt  fraglichen  Punkten  c'  das 
gleiche  Verhalten  zeigt;  die  Anfangsglieder  der  Summe  im  Ausdruck 
(5)  müssen  also  für  alle  Punkte  c,  Ci,  ...  bis  zu  gleicher  Höhe  ver- 
schwinden. 

• 

Wenn  wir  nun  die  Ca,b  den  gesamten,  jetzt  gewonnenen  Bedin- 
gungen gemäss  wählen,  so  wird  (p^c^ifm^)  sicher  eine  Form  erster 
Gattung  sein,  und  wir  gelangen  so  zugleich  zur  allgemeinsten  Form  erster 
Gattung  q^  Stufe,  die  gegenüber  S  den  Factor  £"  annimmt  Die  Ca,b 
werden  demnach  noch  A  bez.  (i  linear  und  homogen  vorkommende 
Parameter  aufweisen  (die  willkürlich  bleiben),  je  nachdem  v  quadra- 
tischer Rest  oder  Nichtrest  von  q  ist     Durch  A  bez.  (i  linear -unab- 
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häugige  willkürliche  Auswahlen  jener  Parameter  werden  wir  dann  ein 
System  von  A  bez.  fi  Integralen  j{a)  |  v)  gewinnen  können«  Dass 
wir  in  ähnlicher  Weise  auch  x  Integrale  des  Teilungspolygons  ableiten 
könnten,  ist  leicht  evident;  doch  gehen  wir  hierauf  nicht  näher  ein. 


§  5.     Das  Prinoip  der  ganzzahligen  Entwioklnngseoeffioienten  bei 

den  Integralen  j((D  \  a),  j{(o  \  ß). 

Wenn  auch  die  Herstellung  der  Integrale  j  nach  der  im  vorigen 
Paragraphen  beschriebenen  Methode  selbst  schon  in  niederen  Fällen 
q  sehr  umständlich  ausfallen  dürfte,  so  werden  wir  doch  durch  Fort- 
setzung der  begonnenen  Entwicklung  zu  einem  in  der  Folge  äusäcrst 
wichtigen  Satze  geführt     Es  gilt  nämlich  das  Folgende:  Dcis  System 

der  (A  +  fi)  •  ^—^-  Integrale  j{(o  \  «)  ,  j{p  \  ß)  lässt  sich  bei  bdiebigem 

q  stets  so  wählen^  dass  die  Entwicklung  jedes  eineeinen  dieser  Integrale 
nach  Potenzen  von  r  durchgehends  nur  ganszahlige  Coefficienten  a/uf- 
weist  Um  dies  zu  zeigen,  nehmen  wir  etwa  an,  v  sei  ein  Rest  a\  fflr 
die  Nichtreste  ß  ist  die  Entwicklung  genau  so.  Unsere  Überlegung 
besteht  dann  aus  folgenden  Schritten: 

Die  Goefficienten  Ca,h  des  vorigen  Paragraphen  berechnen  sich  aus 
den  gewonnenen  linearen  Relationen  bis  auf  A  unter  ihnen,  welche 
willkürlich  bleiben.  Der  grösseren  Gleichmässigkeit  halber  schreiben 
wir  die  letzteren  e^^  e^,  . . .,  ex]  in  ihnen  stellen  sich  dann  alle  C«,» 
linear  und  homogen  dar  mit  Goefficienten,  die  ganze  ganzzahlige  Func- 
tionen der  q^^  Einheitsumrzel  «^  sind.  Wählten  wir  aber  statt  des  an- 
fänglichen ^.7o,/u  den  Teilwert  ^o,^',  so  erscheinen  die  Verhältnisse  nur 
insofern  geändert,  dass  in  den  eben  gemeinten  ganzen  ganzzahligen 
Functionen  £^  durch  £^'  ersetzt  worden  ist.  Man  kann  dies  aus  der 
Natur  der  Potenzentwicklungen  für  die  ^- Teilwerte  (cf.  p.  12),  sowie 
andrerseits  aus  dem  Entwicklungsgange  des  vorigen  Paragraphen  ohne 
besondere  Mühe  beweisen. 

Wir  entwickeln  jetzt  9  selbst  nach  Potenzen  von  r,  und  hier  liegt 
aller  Nachdrucj^  auf  dem,  was  wir  schon  vorhin  über  die  Entwicklungs- 
coefficienten  von  g,;  Ss;  Po/<  sagten.  Andrerseits  bemerke  man,  dass 
Zaj  Z[i  und  A  lauter  ganzzMige  Entwicklungscoef Beienten  aufweisen, 
wobei  insbesondere  als  Anfaugscoef&cient  stets  1  auftritt;  es  folgt  da- 
raus, dass  auch  die  reciproken  Werte  z7^ ,  zj^,  A""^,  nach  r  entwickelt, 
ausschliesslich  ganzzahlige  Goefficienten  aufweisen  werden.  Indem 
wir  zusammenfassen  und  nun  die  eben  schon  eingeführte  Benennung 
e^,  . . .,  ß;i  für  die  unbestimmt  bleibenden  Ca,b  brauchen,  kommt  (Ür 
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das  allgemeinste  zum  quadratisclieu  Reste  v  =  a  gehörende  q>  («i ,  m^ 
die  Potenzentwicklung: 

(1)  g,(ai, ,  o>,)  =  (?^)'  ii  [e,  iß^  (r  |  «•")  +  •  •  •  +  cx%{r  \  f.")]; 

dabei  bedeutet  5ß*(r  |  s^)  eine  Entwicklung  nach  ganzen  positiven 
Potenzen  von  r,  deren  Coefficienten  ganze  ganzzahlige  Functionen  von 
a^*  sind.  Als  die  A  zu  v  «=  a  gehörenden  Formen  q>  können  wir  so- 
mit diese: 

(2)  9*  («1 ,  oj  =  (^)''"%*  (»•  I  *"),    fc  =  1 ,  2,  . . . ,  A 

auswählen,  Entwicklungen,  die  übrigens  innerhalb  der  ganzen  positiven 
iD- Halbebene  convergent  sind. 

Jetzt  aber  denke  man  sich  in  der  anfanglichen  Entwicklung  po^u 
an  Stelle  von  ^o,/<  gewählt,  wobei  natürlich  auch  in  den  C,6  ^^  Stelle 
von  £'*  die  Wurzel  £^'  treten  wird.  Wir  erhalten  dann  alle  zu  v  =  a> 
gehörenden  q>  genau  wieder  in  der  Gestalt  (1),  nur  dass  b^  durch  £•"' 
ersetzt  ist;  dabei  wird  übrigens  keineswegs  ein  und  dasselbe  System 
e^y  . .  .y  ex  beide  Male  die  gleiche  Form  tp  darstellen.  Man  ordne  nun 
die  einzelnen  Coefficienten  in  ^kix  \  sf)  nach  Potenzen  von  €''  an  und 
spalte  daraufhin  ^k{r  \  £^)  in  die  Summe: 

5ß*(r  I  £0  =  %.,o{r)  +  B^%^t(r)  +  "-  +  £/'(^-^)5ß,,,-i(r), 

wo  alsdann  die  einzelne  dieser  q  Entwicklungen  $A-,t(r)  durchgängig 
ganismhlige  Entwickluugscoefficienten  aufweisen  wird.  Die  rechte  Seite 
von  (2)  stellte  für  alle  Zahlen  f*  =  1,  2,  •  •  •,  g  —  1  eine  Form  erster 
Gattung  dar-,  eine  Form  erster  Gattung  haben  wir  also  insbesondere 
auch  in: 

(3)  (^TrhiAr)  =  (^)^»  ^^-'"**(r  I  ^), 

und  hier  liat  die  Enttotcklnng  ^k,i,  da  sie  sidi  fölgenderniasseti  schreibt: 

?*..W  =  «**..W-§^*,,(»'), 

offenbar  selbst  wieder  lauter  ganzzahlige  Coefficienten,  Durch  Inversion 
der  g  für  i  =  0,  1,  •  •  •,  g  —  1  zu  bildenden  Gleichungen: 

$;.,  =  £-'5ß,(r  I  a)  +  a-«'$*(r  |  a«)  +  ...  +  £-(';- i)«$ß,(r  |  ^v-^ 

lässt  sich  aber  ^k{^  I  ^)  selbst  wieder  in  der  Gestalt: 

i  — ü 
Kleln-Fri«ke,  Modul ftanotionen.  IT.  37 
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darstellen,  so  dass  wir  die  anfäDglich  ausgewählieD  X  Formen  (2) 
durch  die  kq  Formen: 

(4)  (^)*'-' **'.••  W,  fc=l,2,...,A;  t  =  0,l,...,2-l 

ausdrücken  können.  Unter  den  letzteren  Formen  werden  somit  X 
linear -unabhängige  enthalten  sein;  ein  solches  System  denkeu  wir 
jetzt  in  ip^^\  (p^'^\  ...,  9^^^  ausgewählt,  setzen  weiter: 

(5)  9>'«(«x,«»«)  =  (^)*»''*<*'W 

und  haben  den  Satz,  dctös  die  Entwicklungscoefficienten  dieser  X  linear- 
unabhängigen  Formen  erster  GaUung  lauter  ganze  Zahlen  sind.  Hier- 
mit ist  unsere  obige  Behauptung  zu  einem  ersten  Teile  thatsächlich 
bewiesen. 

Aber  indem  wir  jetzt  des  ausführlicheren  g>^^\(Oi,  cd^  \  a)  schreiben, 
ist  weiter  zu  zeigen,  dass  auch  die  durch  irgend  eine  Potenz  der  in 
(13)  p.  565  gewählten  Modulsubstitution  U  aus  g>^*'^(o}if  (o^  \  a)  ent- 
springende Form  9>^*^(a>i,  m^  \  cc')  stets  ganzzahlige  Entwicklungscoeffi- 
cienten aufweist.  Zu  diesem  Ende  brauchen  wir  nur  noch  einmal  anf 
die  gegebene  Herleitung  der  Formen  (5)  zurückzugreifen,  indem  wir 
insbesondere  die  Formel  aufschreiben: 


a,b  L /<=al       J 


(6)  ^(„,.„j„)  =  ±.___^_._^ 

welche  die  obige  Formel  (3)  mit  (5)  §  4  zusammenfasst;  hierbei  ist 
^a.dC^^O  eine  ganze  ganzzahlige  Function  des  zugefügten  Argumentes, 
wie  aus  der  früheren  Entwicklung  ohne  weiteres  folgt.   Übt  man  nun  die 

Substitution  co^^-^  aus,  so  kann  man  durch  leichte  Umsetzung: 


9-1  8-1 

0)  2  ö^«.*(^'0  »'S..X-I  =2  ^«.'^(^^)ps.. 

/i=.l  /*=1 

machen,   und  dabei  ist  Ha,b{ß^)  diejenige  ganzzahlige  Function    von 

£^,  welche  aus  Ga.bi^^)  bei  Ersatz  von  s^  durch  «'**"  hervorgeht. 
Da  aber  rechter  Hand  in  (7)  wieder  die  Summe  über  |ia  =s  1  ^  .  .  .  ^ 
q  —  1  zu  nehmen  ist,  so  wird  die  Potenzeutwickluug  dieser  Summe 
nach  r  offenbar  wieder  ganzzahlige  Coefficienten  aufweisen.  Also  JuU 
endlich  auch: 
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durchgehends  ganzzahlige  Eniwuäklungscoefficienten. 

Hiermit  ist  nun  unsere  obige  Behauptung  im  vollen  Umfange 
eingelöst,  wenn  man  noch  bemerken  will,  dass  för  die  Integrale  j(a>  |  ß) 
mit  Nichtresten  ß  bez.  ftlr  die  entsprechenden  Formen  erster  Gattung 
offenbar  ein  ganz   analoger  Beweisgang  eingeschlagen  werden  kann. 

Natürlich  können  auch  die  Integrale  j{a))  des  Teilungspolygons  so 
ausgewählt  werden,  dass  lauter  ganzzahlige  Entwicklungscoefficienten 
auftreten.  Der  Beweis  ist  hier  sogar  noch  kürzer,  da  für  die  Darstel- 
lung der  betreffenden  Formen  <p  die  Basis  des  Teilungspolygons  ohne 
weiteres  in  Anwendung  gebracht  werden  kann.  Wir  brauchen  aber 
in  der  Folge  diese  Eigenschaft  der  Ganzzahligkeit  bei  den  fraglichen 
Integralen  des  Teilungspolygons  nicht  in  Anwendung  zu  bringen  und 
gehen  hier  also  auf  keine  Einzelheiten  ein. 


§  6.     Einfühmng  der  Entwioklnngsfanotionen  ^(m)  und  x(ni). 
Minimalbasen  von  Integralen  j(a)  \  a)^  j{p  \  ß).*) 

Von  den  (A  +  f*)  •  Formen  erster  Gattung  9,  die  wir  im 

vorigen  Paragraphen  auswählten,  gehen  wir  jetzt  durch  Integration 
zu  den  Integralen  selbst  zurück^  und  zwar  schreiben  wir  dabei: 

(1)  2inqj(m)  ^^JtpddS. 

Für  die  Entwicklungen  der  j{(o  \  «)  und  j{io  \  ß)  nach  Potenzen  von  r 
benutzen  wir  alsdann  die  nachfolgende  Bezeichnungsweise: 

wobei  m  jedesmal  alle  ganzen  positiven,  der  hinzugesetzten  Gongruenz 
genügenden  Zahlen  zu  durchlaufen  hat;  der  Index  i  bezieht  sich  dabei 
auf  die  Zahlen  1,  2,  . . .,  A  und  entsprechend  k  auf  1,  2,  . . .,  fi. 

Zufolge   der  Festsetzung  (1)  und  der  Entwicklungen  des   vorigen 
Paragraphen  sind  die  ^,(fn)  ganze  Zahlen,  und  wir  haben,  wie  man 


(2) 


*)  Vergl.  hierzu  die  Note  von  Hurwitz:  „Uher  die  Classemahlrelationen  und 
ModuJarcarrespandenzen  pritnzahliger  Stuff*,  Leipz.  Berichte  70m  4.  Mai  1885. 
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sieht,    die    Entwicklungscoefficienten    der    ^-r —    Integrale  ji{m  \  a) , 

ji((o  I  «'),...  mit  dem  gleichen  i  durch  das  gemeinsame  Symbol  ilfi(ni) 
zusammengefasst.  Für  alle  positiven  quadratisclhen  Beste  m  von  q  haben 
mr  damit  k  zahlentheoretische  Functionen  ^i(t»),  ^^{m)y  ,  .^  y  ^i(m) 
definiert^  die  fü/r  alle  genannten  Werte  m  ganzzahlige  Werte  hekommen. 
Ganz  Entsprechendes  gilt   bei  den  Integralen  j{(o  \  ß).     Hier  haben 

wir  wieder  die  Goefficienten  der  ^-r —  Integrale  jk(jx}  |  /3),  jt (w  |  /3'), . . . 

mit  dem  gleichen  Index  k  in  eins  zusammengefasst  und  haben  so  fi 
zahlentheoretische  Functionen  Xi(*w),  . . .,  ;Ciu(*w)y  ^^  /wV  alle  quadratischen 
Nichtreste  m  >  0  definiert  sind,  und  die  für  alle  diese  Argumente  durch- 
gängig ganzzahlige  Werte  Iwben, 
Man  schreibe  jetzt: 


(3)  i/(fl>  I  «)  =  ^  eikjk{(o  I  a) , 

indem  man  unter  den  Ca  k^  ganze  Zahlen  einer  von  Null  verschiedenen 
Determinante  versteht.  Die  neuen  Integrale  j/((d  |  ol)  werden  dann 
alle  bisher  namhaft  gemachten  Eigenschaften  der  ursprünglichen  teilen. 
Indem  wir  aber,  einem  früheren  Brauche  folgend,  das  System  Ji(w|a), 
. .  .,jx{(o  I  a)  als  eine  Basis  bezeichnen,  fragt  es  sich,  ob  jedes  System 
von  Integralen  Ji{o  |  a),  . . .,  j/(ß}  |  a),  welches  alle  bis  jetzt  aufge- 
zählten Eigenschaften  und  also  insbesondere  ganzzahlige  Entwicklungs- 
functionen  if!  {m)  aufweist,  durch  unsere  Basis  in  der  Gestalt  (3)  ver- 
möge ganzer  Zahlen  Cik  darstellbar  ist. 

Hierüber   entscheiden    wir    vermöge   der  bei   solcher   Gelegenheit 
stets  eintretenden  Überlegung  und  weisen  zu  diesem  Zwecke  der  Basis 

(4)  [ji(©  I  a),  h{fo  I  «),  . . .,  ix{o)  I  «)] 

zuvörderst  eine  gewisse  Discriminante  zu.  Man  verstehe  nämlich 
unter  1,  «i,  c^,  ...  der  Keihe  nach  alle  positiven  quadratischen  Reste 

von  q  und  bilde  die  Matrix  mit  unendlich  vielen  Verticalreihen: 

« 

*l(l)*  ^l(«i);   ^i(«2),  ••• 


(5) 

^i(l),    ^xipC^),    tx{cC2)>    •  •  • 

Nach  den  Elementen  der  Determinautentheorie  ist  leicht  evident,  dass 
jedenfalls  nicht  alle  unendlich  vielen  A-gliedrigen  Unterdeterminanten 
der  Matrix  (5)  verschwinden  können;  in  diesem  Falle  wären  nämlich 
die  Integrale  der  Basis  (4)  von  einander  linear -abhängig*.  Den  grössten 
gemeinsamen  Teiler  aller  k-gliedrigen  Unterdeterminänten  der  Matrix  (5) 
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benennen  unr  mm  als  Discriminante  der  Basis  (4)  und  bezeichnen  sie  für 
den  Augenblick  durch  Dtp. 

Es  ist  nun  jedenfalls  D^  eine  von  Null  verschiedene  ganze  Zahl, 
die  wir  als  positiv  annehmen  können.  Man  setze  dann  den  Fall,  es 
sei  D^>  1,  und  benenne  mit  p  einen  von  1  verschiedenen  Primteiler 
von  D^.  Man  wird  annehmen  dürfen,  dass  die  Elemente  der  ersten 
Horizontalreihe  in  (5)  nicht  sämtlich  durch  p  teilbar  sind;  man  würde 
sonst  Ji(cD  I  a)  durch  i>""Vi(^  I  ^)  ^ersetzen  können.  Andrerseits  aber 
sind  alle  A-gliedrigen  ünterdeterminanten  von  (5)  durch  p  teilbar; 
denn  p  teilt  die  Discriminante  D^.  Indem  man  l<i/<A  nimmt, 
setze  man,  es  seien  bereits  alle  (y  +  l)-gliedrigen  ünterdeterminanten 
der  Matrix: 

*i(l),         ^i(«i),         ^i(«2);   ••• 
(6) 


^».+  l(l),     ^r+l(ai),     ^y+lCttg),    ...     i 

durch  p  teilbar,  während  sich  doch  eine  i/-gliedrige  Determinante,  aus 
den  V  ersten  Reihen  (5)  entnommen,  vorfinden  mag,  die  prim  gegen 
p  ist.  Die  letztere  Determinante  mag  die  Verticalreihen  mit  den  Argu- 
menten a,j,  a,-^,  ...,  Ui^  aufweisen;  nach  den  voranfgehenden  Sätzen 
ist  übrigens  •i/  wenigstens  gleich  1  und  höchstens  gleich  (A  —  1),  wie 
wir  schon  angaben. 

Man  bilde  jetzt  endlich  die  Matrix: 


(7) 


und  benenne  die  i/-gliedrigen  Unterdeterminanten  derselben,  immer 
abwechselnd  mit  positivem  und  negativem  Zeichen  versehen,  durch 
^ij  ^i)  •  •  •>  ^v-fi;  dabei  soll  Ci  aus  (7)  durch  Auslassung  der  P^  Hori- 
zontalreihe hervorgehen.  Hier  ist  denn  nach  dem,  was  voraufgeht,  e^^i 
sicher  eine  gegen  p  prime  ganze  Zahl, 

Da  zufolge  unserer  Annahme  alle  (v  +  l)-gliedrigen  ünterdeter- 
minanten von  (6)  durch  p  teilbar  sind,  so  wird,  wie  man  leicht  über- 
blickt, für  alle  positiven  quadratischen  Reste  m  von  q  die  Congruenz 
bestehen: 

(8)        e^  ti  (m)  +  ^2  *2  (w)  +  •  •  •  +  6,4.1  ^r+i  (w)  =  0,  (mod.  p). 

Weil  hier  nun  e^^i  prim  gegen  p  ist,  so  können  wir  eine  ganze 
Zahl  Cq  finden,  welche  die  Congruenz  e^Cv+i^^l  (mod.  jp)  befriedigt. 
Schreibt  man  alsdann  endlich  e^e^  «=  Ci,  so  ergiebt  sich  die  Congruenz: 
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(9)    ei>i(w)  +  e^tl>^{m)  +  •  •  •  +  ey>y(»»)  +  ^v+i(w)  —  0  (mod-p) 
für  alle  positiven  Reste  m  von  q.     Also  wird  auch  noch  das  Integral: 


>Vi(a)  I  a) 


1> 


eine  für  alle  m  ganzeaUige  Entwicklungsfunction  Wv-{-i  aufweisen. 
Indem  wir  aber  jV-f-i  an  Stelle  von  j^j^i  in  unsere  Basis  (4)  ein- 
führen^  wird  die  so  geänderte  Basis  die  Discriminante  D^ :  jp  besitzen. 
Durch  wiederholte  Anwendimg  dieses  Schlussverfahrens  wird  man  schUess- 
lieh  gu  einer  Basis  (4)  von  der  Discriminante  1,  d.  i  zu  einer  Minimal- 
lasis  gelangen  können. 

Liegt  eine  Minimalbasis  von  Integralen  j(cd  |  a)  vor,  so  können 
wir  offenbar  stets  eine  endliche  Reihe  von  Null  verschiedener  A-glied- 
riger  ünterdeterminanten  der  Matrix  (5)  auswählen ,  die  einen  gemein- 
samen Teiler  >  1  nicht  mehr  aufweisen.  Man  halte  diesen  Satz  für 
eine  spätere  Anwendung  fest. 

Die  Minimalbasis  (4)  ist  jetzt  insoweit  bestimmt,  dass  tmr  nur 
noch  eine  Substitution  (3)  mit  ganzzcMigen  dk  der  Determinante  eins, 
\eik  \  ^  I9  ausüben  dürfen.  Indessen  sehen  wir  davon  ab,  hier  noch 
eine  besondere  Auswahl  zu  treffen. 

Dass  übrigens  im  Falle  der  Integrale  j((o  \  ß)  völlig  analoge 
Entwicklungen  gelten,  brauchen  wir  kaum  noch  hinzuzusetzen. 

§  7.     Arithmetisohe  Definition  der  ^i(m)  bei  q  =  1  nnd  g  c=  H. 
Das  allgemeine  binäre  Entwicklnngsprincip. 

Im  Bisherigen  haben  wir  auf  functionentheoretischem  Wege  für 
die  Primzahlstufe  q  gewisse  (A  +  ft)  Entwicklungsfunctionen  ^.(a), 
Xk(ß)  als  existierend  erkannt.  Wir  werden  jetzt  der  Frage  näher 
treten^  ob  es  möglich  ist;  diese  zahlentheoretischen  Functionen  ^«(a), 
Xkiß)  auch  in  einer  directen  und  also  arithmetischen  Art  zu  definieren. 
Hier  geben  uns  nun  in  der  That  die  Entwicklungen  im  Kap.  3  des 
vorigen  Abschnittes  eine  Reihe  allgemeiner  Ansätze.  Aber  wir  werden 
vermöge  derselben  doch  nur  für  die  niedersten  Stufenzahlen  die  (A  +  /*) 
arithmetischen  Functionen  ti,  Xk  erschöpfend  erklären  können ,  wäh- 
rend bei  den  höheren  Stufen  die  genannten  Ansätze  des  vorigen  Ab- 
schnitts ohne  weiteres  nicht  ausreichen. 

Indem  wir  einen  inductiven  Weg  gehen,  handeln  wir  zuvörderst 
von  der  siebenten  Stufe,  wo  wir  auf  sehr  bekannte  Verhältnisse  zurück- 
kommen. Integrale  des  Teilungspolygons  existieren  hier  noch  nicht, 
da  letzteres  für  ^  «=  7  das  Geschlecht  Null  hat;  vielmehr  kommen  hier 
nach  p.  393  nur  die   drei  Integrale  Ji((o  \  1),  j^{(d  \  2),  ji(m  \  4)   in 
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Betracht.  Wir  haben  also  nur  eine  zahlentheoretische  Function  ifi(m)^ 
wobei  wir  den  unteren  Index  1  beibehalten,  um  Verwechslungen  mit 
dem  Symbol  ^(m)  im  sonst  gebräuchlichen  Sinne  von  I  p.  460  Formel 
(2)  zu  meiden. 

Wenn  wir  uns  direct  an  die  Bezeichnungen  von  p.  393  anschliessen 
sollen^  so  werden  wir  die  fraglichen  drei  Integrale  j(m  \  a)  in  der 
Gestalt  geben: 

(1)  14tixj{G}  I  a)  =  J*^2«  ddS. 

Als  Anfangsterme  der  Reihenentwicklungen  haben  wir  dann: 

j(cD  I  1)  =  r*  —  I  r*  +  #  +^r^  H , 

(2)  j  i(a,  I  2)  =  \r^  -  fr*  -  ^^rV  +  ^rV  +  . . ., 

,  i  (CO  I  4)  =  -  i  r+  +  A  r  V  -  V^,  r  V  _  ^  r  V  +  . . . . 

Natürlich  handelt  es  sich  hier  um  eine  Minimalbasis:  denn  die  Matrix 
(5)  §  6  wird  für  den  gegenwärtigen  Fall  nur  eine  Horizontalreihe  auf- 
weisen und,  wie  man  aus  (2)  sieht,  wird  ^^  (m)  z.  B.  für  m  =>  1  oder  2 
direct  gleich  1. 

Hier  wird  nun  unsere  Aufgabe  sein,  das  allgemeine  arithmetische 
Bildungsgesetz  von  ^i(m)  aufzudecken,  und  zu  diesem  Ende  müssen  wir 
auf  die  Formel  (2)  p.  393  zurückgehen.     Indem  wir  in  dieselbe: 

fc       x  —  ly 

substituieren,  kommt  nach  leichter  Zwischenrechnung: 

.  ^    '^^'    ^=y  (mod.  2) 

(3)  Za  =  ^^xr  ,    ^  =  4„,(^od.7). 

Ordnen  wir  jetzt  nach  ansteigenden  Potenzen  von  r  um  und  schreiben 
in  gewohnter  Weise: 

(4)  j{p  I  «)  =  2^  M?0  r ^    m  =  a  (mod.  7), 

so  ergiebt  eine  kurze  Zwischenbetrachtung  die  folgende  einfache  Defi- 
nition der  zahlentheoretischen  Function  ^^(m):  Es  ist  M^iipi)  gegd)en 
durch  die  Summe: 

(5)  ^i(»»)  =  i2'(f)*' 

bezogen  auf  aMe  Darstellungen  von  Am  durch  die  ganzzahlige  binäre  qu^i- 
dratische  Form: 

(6)  Am^x^+ly\ 

Weitere  Bedingungen  treten  hier  nicht  hinzu;  denn  die  erste  Con- 
gruenz  (3)  ist  bei  (6),  wie  man  sieht,  ohne  weiteres  erfüllt    Von  der 
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anderen  Congruenz  (3);  nämlich  x^^a^  (mod.  7),  aber  haben  wir 
abgesehen,  nehmen  vielmehr  in  (6)  neben  a;^4-4a*  immer  auch 
x^  —  4  a'*,  dies  ist  dann  in  (5)  durch  Aufnahme  des  Legendre'schen 

Zeichens  (^)  und   durch    Zusatz   des  Factors  ^  (gegenüber  (3))   com- 

pensiert.  —  Hiermit  ist  die  siebente  Stufe  bereits  erledigt*). 

Das  Geschlecht  der  Hauptcongruenzgruppe  elfter  Stufe  war  26, 
und  das  Teilungspolygon  dieser  Stufe  hat  |)  =s  1  •  hier  also  haben  wir 
fünf  Functionen  ti{^)}  X^iß)'  Aber  der  eben  bei  n  =  7  benutzte  An- 
satz (4)  p.  563  liefert  uns  nur  erst  eine  einzige  dieser  Functionen: 
Es  gehört  nämlich  unter  den  drei  zu  9  =:  11  gehörenden  ;era- Systemen 
nur  das  in  (1)  p.  403  gegebene  im  absoluten  Sinne  zur  elften  Stufe; 
wir  gewinnen  also  auf  dem  bezeichneten  Wege  nur  erst  eine  Reihe 
von  fünf  Integralen  Ji(cd  |  1),  Ji((o  \  3),  . . .,  ^^(gj  |  4),  während  die 
übrigen  vier  Reihen  noch  unbekannt  bleiben.  Indem  wir  die  Betrach- 
tung der  21  übrigen  Integrale  auf  den  folgenden  Paragraphen  ver- 
schieben, machen  wir  hier  nur  erst  folgende  Angaben:  Das  Bildungs- 
gesetz  der  fraglichen  fünf  Integrale 

(7)  j.  (<o  1  a)  =2^  r",   m  =  «  (mod.  11), 

ist  demjenigen  der  drei  Integrale  7^'  Stufe  (4)  genau  analog.  Ohne  die 
Rechnung  noch  einmal  auführlich  abzuleiten;  geben  wir  gleich  an: 
Es  ist  für  q  =  11: 

(8)  V'»(m)  =  i2'(il)^' 

summiert  über  alle  Darstellungen  von  Am  durch  die  ganss&cMige  binäre 
quadratische  Form: 

(9)  4w  =  a;*+  llf/2 

vermöge  ganzer  positiver  oder  negativer  Zahlen  Xj  y  **). 

Die  in  den  beiden  Fällen  ^  =  7,  11  damit  erhaltenen  Resultate 
können  wir  sogleich  für  beliebige  Stufenzahlen  q  der  Gestalt  (4  h  +  3) 
verallgemeinern.     Indem  wir  z.  B.  an  die  unter  (3)  p.  355  gegebenen 

Systeme  der  z^a  anknüpfen,  werden  wir  für  die  Primzahlstufe  q  gleich 
eine  Reihe  zahlentheoretischer  Functionen  ^,  ;^  in  der  Gestalt  ^;  (-)  | 
gewinnen,   summiert   über   alle   Darstellungen    von  m  in  der  Gestalt 

♦)  Siehe  übrigens  wegen  g«=s7  die  Arbeit  von  Hurwitz:  „Über  BeUxtionen 
zwischen  Classenanzahkn  binärer  quadratischer  Formen  u.  s.  w/'  Math.  Ann. 
Bd.  25  p.  183  flF.  (1884). 

**)  Vergl.  die  Note  von  Hurwitz  „Über  Belationen  u.  s.  w.**  in  den  Leipziger 
Berichten  vom  15.  December  1884. 
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m  =  f(j^y  ri)y  wo  f{ij  rf)  eine  ganzzahlige  binäre  quadratische  Form 
der  Determinante  —  q  ist  Die  Anzahl  der  auf  diesem  Wege  für  die 
q^  Stufe  zu  gewinnenden  Functionen  ti(in)j  %*(m)  ist  nach  früheren 
Sätzen  gleich  der  Anzahl  ambiger  Classen  der  Determinante  D  «=»  —  q 
vermehrt  um  die  halbe  Anzahl  der  übrigen  Formclassen  dieser  Deter- 
minante. Hierbei  ist  übrigens,  wie  auch  früher,  die  Möglichkeit  nicht 
ausgeschlossen,  dass  einige  dieser  Formclassen  durch  identisches  Ver- 
schwinden der  zugehörigen  Functionen  ^,  %  ausfallen,  oder  dass  zwei 
verschiedene  Formclassen  das  nämliche  ^  bez.  %  liefern.  Die  einzelne 
Formclasse  liefert  natürlich  ein  ^  oder  x^  je  nachdem  im  Sinne  der 
Einteilung  der  Formen  in  Geschlechter  jene  Classe  bezüglich  q  den 
Charakter  -}-  1  oder  —  1  bekommt. 

Indem  hier  dem  Bildungsgesetz  der  zahlentheoretischen  Functionen 
jedesmal  eine  binäre  quadratische  Form  zu  Grunde  liegt,  wollen  wir 
von  einem  binären  Entundclungsprincip  der  Integrale  erster  Gattung 
sprechen.     Offenbar  führt  der  Ansatz: 

stets  zu  diesem  Bildungsgesetz,  mögen  wir  eine  Primzahlstufe  haben 
oder  eine  zusammengesetzte.  Wir  führen  gleich  an,  dass  das  binäre 
Entwicklungsprincip  ausser  bei  9  =  7  auch  noch  fQr  die  Stufen  6 
und  8  zu  den  gesamten  Integralen  erster  Gattung  führt,  worüber  wir 
weiter  unten  noch  kurz  Bericht  erstatten.  Höher  hinauf  aber  gewinnen 
wir  aus  dem  binären  Princip  die  Integrale  j  immer  nur  erst  teilweise, 
wie  wir  eben  bereits  bei  q^^  11  kennen  lernten.  Wir  werden  jetzt 
nachsehen,  welches  das  Bildungsgesetz  für  die  rückständigen  Integrale 
elfter  Stufe  ist 

§  8.     Die  rückständigen  Entwioklnngsfanotionen  ^,-,  Xk  der  elften 
Stufe.     Das  allgemeine  quatemäre  Entwicklungsprincip. 

« 

Neben  dem  im  vorigen  Paragraphen  benutzten  Ansätze  zur  Bil- 
dung von  Integralen  j  hatten  wir  in  §  2  unter  (5)  noch  einen  zweiten 
Ansatz  in  Vorschlag  gebracht,  der  sich  auf  die  Integration  quadra- 
tischer Verbindungen  yon  ganzen  Modulformen  erster  Stufe  gründete. 
Hier  bei  9  «»  11  können  wir  zu  diesem  Ende  das  aus  (7)  p.  332  ent- 
springende Modulsystem  der 


0)  A„  =  ^  V(-l)   »    r    «" 


brauchen,   wobei  wir  als    Summationsbedingungen    die    nachfolgenden 
anzumerken  haben: 
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(2)  I  =  5«  (mod.  11) ,    ^  =  n~±l  (mod.  6). 

Diese  sechs  Moduln  A^,  A^,  A,,  ...  werden  freilich  erst  durch  Multipli- 
cation  mit  }/A  zu  Moduln  elfter  Stufe  normiert;  aber  man  sieht^  dass 
die  quadratischen  Verbindungen  A^Aa';  auf  die  allein  es  hier  an- 
kommt^ ohne  weiteres  absolut  zur  elften  Stufe  gehören.  Zum  Zwecke 
der  weiterhin  folgenden  Rechnungen  schreiben  wir  hier  gleich  einige 
Anfangsglieder  der  nach  ansteigenden  Potenzen  von  r  angeordneten 
Reihen  auf: 

U^  =  '^'-*  (l-r-r»  +  ,-«  +  ,'+...). 


(3) 


A5  =  TT  '•'^^-  1  +  *  +  2»-*  +  r^"  +  •  •  •), 

^  =  ^  »•"(-  1  +»•  +  »•*-  »^  +  ••  •)• 

Unsere  sechs  Moduln  A«  liefern  21  quadratische  Verbindungen  AaA«, 
und  indem  aus  den  weiter  folgenden  Entwicklungen  leicht  hervorgehen 
wird,  dass  diese  21  Verbindungen  von  einander  linear -unabhängig 
sind,  finden  wir  alle  21  noch  fehlenden  Integrale  elfter  Stufe  in  der 
Gestalt: 

(4)  f^a^a'd^. 

Unter  den  damit  gewonnenen  21  Integralen  steht  zunächst  das- 
jenige des  Teilungspolygons,  nämlich: 

(5)  88 ixj  (o  I  0)  =  /  Ao*  d©r , 

für  sich.  Es  lässt  sich  dieses  Integral  auch  als  das  elliptische  Inte- 
gral des  Transformationspolygons  auffassen,  und  in  dieser  Eigenschaft 
hatten  wir  es  bereits  oben  (p.  435)  zu  benutzen  gehabt  Natürlich 
ist  es  eines  unter  zwölf  gleichberechtigten  Integralen,  welch'  letztere 
wir  sämtlich  aus  den  21  Integralen  (4)  zusammensetzen  können. 

Indem  man  nur  die  Anfangsterme  in  (3)  zu  Paaren  mit  einander 
multipliciert,  wird  evideut,  dass  die  20  noch  fehlenden  Integrale  zur 
Hälfte  Integrale  j{o  \  a)  sind,  zur  andern  Hälfte  Integrale  j(m  |  ß). 
Da  aber  die  Integrale  (7)  des  vorigen  Paragraphen  zu  den  j(jB9  \  a) 
gehörten,  so  haben  mr  für  g=ll  drei  mhlentheoretische  Functionen 
ilfi{m)  Mid  zwei  Functionen  %k{jvt)» 
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Wir   wenden   uns   nun    zuvörderst   zur   Betrachtung    der   beiden 
Functionen  f^  und  ^j  und  haben  zu  diesem  Zwecke  zu  schreiben: 

^  \  22ijtj^{a}  I  a)  =/Asa»A9a«dsr, 

während  wir  natürlich  andrerseits  fär  diese  beiden  Reihen  zu  je  fünf 
Integralen  die  Bezeichnungen: 


(7) 


m 

m 


i8(«'l«)  =  'S'^-*-",      »«  =  «(ui0d.  11), 


j^      m 

beibehalten. 

Zur  arithmetischen  Definition  unserer  neuen  zahlentheoretischen 
Functionen  ^2;  ^3  naüssen  wir  auf 

(8)  f^^^u'  =  (^)^(-l)        ^  r  ^^ 

zurückgehen  und  unter  Obacht  auf  die  im  Einzelfall  stattfindenden 
Summationsbedingungen  nach  ansteigenden  Potenzen  von  r  umordnen. 
Dabei  werden  wir  ti{^)  wwd  t^i^)  atigenscheinlich  im  ÄnscMuss  an  alle 
Darstellungen  von  24m  in  der  quaternären  Farm: 

(9)  24w  =  5«+  g«+  lli2»+  11^ 

durch  ungerade,  gegen  3  prime  Zahlen  ^,  t,  Vt  ^  ^  definieren  haben. 

Durch  Zeichenwechsel  der  darstellenden  Zahlen  gewinnen  wir  von 
einem  Quadrupel  |^  ^,  tj,  d'  aus  deren  gleich  sechzehn]  aber  wir  wollen 
unter  den  sechzehn  so  gemeinten  Darstellungen  jeweils  nur  eine  ein- 
zelne durch  die  nachfolgende  Vorschrift  fixieren:  Da  es  sich  in  (9) 
für  ^2  u^^  ^8  ^^  quadratische  Beste  m  handelt,  so  kann  keine  der 
Zahlen  |;  t  durch  11  teilbar  sein;  wählen  wir  also  die  Vorzeichen  von 
5  und  g  so,  dass  sie  selbst  qtiadratische  Beste  von  11  sind!  Die  Vor- 
zeichen von  rj  und  d'  sollen  dann  so  bestimmt  werden,  dc^s  einmal  | 
und  ri,  andrerseits  i  und  %'  mod,  3  eitumder  congruent  sind.  Dadurch 
bleiben  wir  zugleich  mit  den  ursprünglichen  Summationsbedingungen 
(2)  in  Übereinstimmung. 

Hiernach  gelten  nun  die  Erklärungen:  Für  ti(j^)  nehme  man  nur 
diejenigen  Darstellungen  (9),  bei  welchen  J  und  g  modulo  11  congruent 
ausfallen;  il>^{m)  bedeutet  die  Anzahl  solcher  Darstellungen,  hei  denen  die 
Summe  der  vier  darstellenden  Zahlen  durch  4  teilbar  ist,  vermindert  um 
die  Anzahl  der  übrigen  Darstellungen  (9)  dieser  Art.  Andrerseits  nehme 
man  alle  Darstellungen  (9),   bei  denen  ^   und  t  modulo  11   incon- 


(11) 


m^  ß  (mod.  11). 
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gruent  sind;  da  ist  dann  2^3(m)  tmeder  die  Anzalü  aller  Darstellungen 
dieser  Art  mit  g  +  S  +  'y  +  ^^O  (mod,  4),  vermindert  um  die  AnssaM 
der  übrigen  Darstellungen.  Wir  mussten  hier  aber  2  ^^3  statt  ^g  schreibeD, 
weil  nämlich  jede  der  beiden  Darstellungen  (|,  g,  ij,^)  und  (g,  5,  d-,  i^) 
bei  der  eben  bezeichneten  Abzahlung  besonders  gezählt  wurde,  während 
doch  bei  (6)  nur  eine  von  ihnen  zur  Geltung  kommt.  — 

Es  erübrigt;  in   entsprechender  Weise  die  beiden  Entwicklungs- 
functionen  Xi{m)  und  X2(ni)  zu  discutieren.     Hier  haben  wir  zu  setzen: 

f  44i;r  Ji(a)  |  ß)  =  rAoA_8:^.rfsr, 

(10)  -^ 

(  22i;r  jj,(cD  |  j8)  =J  A_4/*.A_9/9'rfS3r, 
sowie  andrerseits: 

_  *)  ^ 
j^       m 

.       m 
j^       m 

Die  arithmetische  Definition  von  X2{n^)  schliesst  sich  sehr  eng 
an  die  über  die  ^|-  gemachten  Angaben  an.  Da  jetzt  m  Nichtrest  isti 
so  werden  sich  unter  den  Darstellungen  (9)  auch  solche  finden,  bei 
denen  eine  der  Zahlen  |,  g  durch  11  teilbar  ist.  Docfh  schliessen  wir 
zunächst  solche  Darstellungen  von  24  w  in  der  quatemären  Form  (9)  7 
"bei  denen  |  oder  g  Multiplum  von  11  trf,  aus  und  fixieren  die  Vorzeichen 
der  if  i,  rj,  d-  bei  den  übrig  bleibenden  Darstellungen  genau  nach  der 
vorhin  gegebeneti  Vorschrift.  Wie  man  dann  leicht  ins  einzelne  verfolgt, 
wird  2x2(fn)  gleich  der  Anzahl  derjenigen  unter  den  fraglichen  Darstd- 
lungefi,  bei  denen  |  +  S+'7  +  '^^0  {mod.  4)  wird,  vermindert  um 
die  Anzahl  der  übrigen  Darstellungen. 

Es  bleibt  endlich  nur  noch  die  arithmetische  Definition  von  Xii^^O 
zu  geben  übrig,  und  hier  handelt  es  sich  um  alle  diejenigen  Dar- 
stellungen eines  Nichtrestes  m  in  der  Gestalt  (9),  bei  denen  eine  der 
Zahlen  |,  g  ein  Vielfaches  von  11  ist.  Jetzt  passen  die  obigen  Fest- 
setzungen über  die  Vorzeichen  nicht  mehr  vollständig:  wir  setzen  etwa 
fest,  dass  die  durch  11  teilbare  unter  den  Zahlen  |,^  positiv  genommen 
werden  soll,  uxihrend  tvir  im  übrigeti  an  den  obigen  Bestimmungen  fes^ 
halten.  Die  Function  2%j(m)  ist  demnächst  wieder  genau  wie  bisher 
als  Differenz  zweier  Anzahlen  vofi  Darstellungen  zu  definieren.  — 

Im  Anschluss  hieran  Hesse  sich  übrigens  leicht  auch  die  Ent- 
wicklungsfunction  des  elliptischen  Integrals  j{(o  \  0)  —  und  zwar  in 
besonders  einfacher  Weise  —  definieren.  Wir  gehen  hierauf  indessen 
nicht  mehr   besonders  ein  und  gedenken  nur  noch  kurz  der  Yerall- 
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gemeineruDg  der  gefundeneu  Gesetze.  Zu  ähnlichen  Verhältnissen 
gelangen  wir  offenbar  stets  von  den  Ansätzen  (5)  p.  563  aus  und  ge- 
winnen solchergestalt  im  Anschluss  an  das  binäre  des  vorigen  Para- 
graphen ein  quatemäres  Entwicklungsprindp  fQr  die  Integrale  der  Con- 
gruenzgruppen.  Dasselbe  basiert  im  Einzelfalle  auf  Darstellungen  des 
Reihenexponenten  m  in  Gestalt  einer  quaternären  quadratischen  Form, 
und  zwar  entsprechend  einer  Gleichung: 

(12)  ff»»=Ai,i?)+r(e,*), 

wo  f  und  f  zwei  binäre  Formen  sind.  Die  ganze  Zahl  ö  war  vorhin 
gleich  24;  sie  kann  aber  je  nach  den  gebrauchten  Modulsystemen 
auch  noch  einige  andere  Werte  bedeuten  und  wird  insbesondere  gleich 
1;  wenn  wir  von  den  Modulsystemen  (2)  p.  355  ausgehen. 

§  9.     Angabe  einiger  Besnltate  über  die  Integrale  niederer 

zusamimengesetzter  Stnfenzahlen. 

Das  binäre  und  das  quatemäre  Entwicklungsprincip,  wie  wir  die- 
selben vorstehend  kennen  lernten,  reichen  auch  noch  für  die  überall 
endlichen  Integrale  der  Stufen  6,  8,  9  aus.  Wir  nehmen  aber  auf  die 
Integrale  dieser  Stufen  hier  um  so  lieber  gleich  Bezugs  als  wir 
einige  von  ihnen  weiterhin  gelegentlich  zu  gebrauchen  haben. 

Die  Hauptcongruenzgruppe  sechster  Stufe  V^^  hat  p  <==  1,  und  das 
zugehörige  elliptische  Integral  erster  Gattung  haben  wir  in  Bd.  I 
p.  690  bereits  angegeben;  es  hatte  die  Gestalt: 

(1)  i(fl))=/|/Ärf®. 

Indem  wir  andrerseits  explicite  entwickeln: 

(2)  j(p)  =  2m*-~"'    »«  =  1  ('°°<*-  6)' 

werden  wir  die  Bedeutung  der  arithmetischen  Function  sechster  Stufe 

X{ni)   entweder  aus   (3)    p.  374   oder   aber   vermöge   der   Darstellung 

yA  =  yÄyK  aus  (5)  p.  374  und  (4)  p.  377  durch  Multiplication 
ableiten.  Wir  finden ^  was  wir  hier  natürlich  nicht  noch  eingehend 
ausrechnen;  die  nachfolgende  Definition:  Es  ist: 

(3)  zW-i^d)«' 

summiert  über  aüe  Darstellungen  von  m  in  der  Gestallt: 

(4)  m— |^+3i2« 

vermöge  irgend  welcher  ganzer  ZaJikn  5,  iy.  Als  Anfangsglieder  be- 
rechnet man  daraufhin: 


(9) 
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(5)  i  (cd)  =  r*  -  4  r*  +  ,V  ^"^  +  •  •  •  • 

Bei  der  achten  Stafe  hat  man  erstlich  die  ausgezeichnete  hjper- 
elliptische  V^  vom  Geschlechte  p  =  2,  die  wir  in  I  p.  652  auffanden. 
Die  beiden  zugehörigen  überall  endlichen  Integrale  finden  wir  durch 
Integration  der  in  (7)  p.  378  gegebenen  Moduln  sIq,  e^  und  schreiben, 
wie  gewohnt: 

(6)  i*(cD)  =  2  "  m    ^' '     m  =  2l'-\  (mod.  8) . 

Die  eine  hei  der  Gruppe  V^  aditer  Stufe  auftretende  gahlenthearetisdie 
Function  x{ni)  ist  ssu  definieren  durch: 

(7)  .  Z('»)  =  i2'(^-)^' 

summiert  über  alle  ganeeafdigen  Darstellungen  von  m  in  der  binären  Form: 

(8)  »»  =  g«  +  2ij*. 

Die  Anfaiigsglieder  der  Reihenentwicklaugen  für  ansere  beiden  Inte- 
grale sind  dabei  nach  (7)  p.  378: 

ji  =ri  —  ^r^  —  T^rV  ^ , 

Aber  wir  haben  bei  der  achten  Stufe  noch  eine  zweite  zahlen- 
theoretische  Function,  und  bei  dieser  tritt,  an  Stelle  der  eben  zur 
Geltung  gekommenen  quadratischen  Form  (1,  0,  2),  die  Form  (1,  0,  4) 
in  Kraft.  In  der  That  haben  wir  ja  noch  die  drei  Integrale  j  der 
ausgezeichneten  T^  achter  Stufe  zu  betrachten,  denen  wir  auf  Grund 
der  Angaben  von  p.  30  die  Gestalt  verleihen: 

8i7tj,{(o)=  ly^^yÄ^.dm, 
8t;r;,(ß,)=y]/^|/Ä^odsr, 

Bei  der  Entwicklung  dieser  Integrale  nach  ansteigenden  Potenzen  von 
r  werden  wir  auf  die  eine  zur  V^q  gehörende  Eutwicklungsfunction 
geführt: 

*)  Es  sind  diese  Integrale  in  historischer  Beziehung  insofern  interessant,  als 
sie  die  ersten  Beispiele  sind,  an  denen  ür.  Hiirwitz  seine  neuen  Principien  der 
Theorie  der  Modularcorrespondenzon  durchführte;  siehe  die  Note  „Zur  Theorie 
der  Modulargleichungen'^  in  den  Göttinger  Nachrichten  vom  3.  November  1883. 


(10) 
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(11)  Z(»»)  =  i2'(x)^' 
summiert  über  aUe  Darstellungen  von  m  in  der  Gestalt: 

(12)  m  c=  f  +  4i2» 

durch  ganze  Zahlen  1,  17.    Man  hat  dann  für  die  drei  in  Rede  stehenden 
Integrale  die  Darstellungen: 


(13) 


i.(-)=  2'(-i)"'S^^*' 

j,(ß,)  =  2  2'(-l)"*'^'-S 


>  m^\  (mod.  4) . 


Bei  den  gesamten  Integralen  j  der  neunten  Stufe,  sowie  bei  einigen 
Integralen  j  der  zehnten  Stufe  kommt  ausschliesslich  das  quatemäre 
Entwicklungsprincip  in  Betracht. 

Die  Hauptcongruenzgruppe  neunter  Stufe  gehörte  zum  Geschlechte 
p  =s  10,  und  ein  volles  Modulsystem  hatten  wir  nach  pag.  31  in  den 
vier   dritten  Teilwerten  <^2,^.     Die   zehn   quadratischen  Verbindungen 

derselben  liefern,  mit  |^A  multipliciert,  die  zehn  Formen  erster  Gat- 
tung, und  also  gewinnen  wir  die  fraglichen  Integrale  in  der  Gestalt: 

(14)  j(cD)  =J^xt,  (Tr^'  Va  dar. 

Von  hier  aus  zeigt  man  leicht,  dass  dem  quaternären  Entwicklungs- 
princip im  vorliegenden  Falle  Darstellungen  der  Exponenten  m  in  der 
Gestalt: 

(15)  8m  — 5«+6«+3i2^+3^ 

zu  Grunde  liegen.  Wir  gehen  indessen  auf  das  Nähere  hier  nicht  ein. 
Bei  der  zehnten  Stufe  gedenken  wir  nur  kurz  der  ausgezeich- 
neten Figo;  welche  zu  einer  hyperelliptischen  F^^^  hinführte,  und  zwar 
vom  Geschlecht  p  =  5.  Die  fünf  Integrale  j  dieser  T^^  stellten  wir 
bereits  einmal  in  I  p.  655  dar.  Aber  wir  gewinnen  einen  directeren 
Einblick  in  das  Bildungsgesetz  dieser  Integrale,  wenn  wir  an  das 
p.  389  studierte  System  der  Aa  anknüpfen.  Die  sechs  quadraMschen 
Verbindungen  dieser  drei  Moduln  liefern  ssunächst  sechs  Integrale: 

(16)  j=f^a/^'dd^, 

zwischen  denen  aber  infolge  der  Identität  Aq*  -f-  A^  A^  =»  0  eine  lineare 
Relation  besteht.  Nach  (1)  p.  388  wird  die  eine  hier  in  Betracht 
kommende  zahlentheoretische  Function  x{m)  durch  Anzahlen  von  Dar- 
stellungen des  Exponenten  m  vermöge  der  Gleichung: 
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(17)  2m  =  g^+5«+5i^*+5^« 

zu  definieren  sein.  Doch  gehen  wir  darauf  wieder  nicht  näher  ein 
und  schliessen  hier  überhaupt  unsere  Untersuchung  über  die  Bildnngs- 
gesetze  der  Integrale  erster  Gattung  j  ab. 


§  10.     Weitere  Fragestellungen  über  die  Integrale  erster    Ghittiuig. 

Zum  Schlüsse  des  vorliegenden  Kapitels  berichten  wir  noch  knrz 
über  ein  paar  weitere  Problemstellungen;  die  man  an  die  betrachteten 
Integrale  erster  Grattung  anschliessen  wird. 

Im  Voraufgehenden  haben  wir  allenthalben  von  additiven  CiM- 
stanten  abgesehen ,  welche  bei  Ausübung  einer  Modulsubstitution  zu 
einem  Integrale  j((o)  hinzutreten.  Es  ist  natürlich,  dass  mau  der 
Untersuchung  gerade  auch  die  Wendung  auf  diese  additiven  Constanten 
geben  kann,  was  dann  zu  der  Betrachtung  der  Periodeneigenschcrften 
unserer  Integrale  j^co)  hinführt.  Einige  Beispiele  müssen  hinreichen, 
um  den  Charakter  der  in  dieser  Richtung  liegenden  Entwicklungen 
zu  kennzeichnen. 

Indem  wir  jetzt  für  die  sechste  Stufe  des   genaueren   schreiben: 


Ol 


(l)  j(a,)=J'yA<W, 

haben  wir,  wie  man  leicht  bemerkt,   für  dieses  Integral   gegenüber  S 
und  T  das  Verhalten  anzumerken: 

0 

j{(o  +  1)  =  —  Q^jito),  j(=^)  =  —jicoi)  +  j  dj(a}), 


too 
2i7t 


Q  in  sehr  gewohnter  Weise  als  3^  Einheitswurzel  e  ^  gebraucht.  Der 
Wert  der  Integrationsconstanten  in  der  zweiten  unter  diesen  Formeln 
ist  nicht  ohne  weiteres  angebbar.  Wir  werden  demnach,  um  unsere 
Formeln  zu  vereinfachen,  statt  j(a})  das  Integral  u(ai)  vermöge  der 
Gleichung: 

(2)  j{a,)  =  «(o)  -fdjim) 

einführen.  Dieses  Integral  sechster  Stufe  u{(o)  zeigt  dann  gegenüber  S 
und  T  das  Verhalten: 

(3)  uip  +  1)  =  -  p«ii(cD),    u(^)  =  -  «(co)  +  1. 

Durch  Combination  lernt  man  das  Verhalten  von  u  gegenüber  einer 
beliebigen  Modulsubstitution  kennen;  offenbar  hat  man: 
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WO  a  und  b  ganze  Zahlen  sind.  Als  additive  Constante  treten  hier 
also  am  dritten  Einheitswurzdn  gd>ildete  ganze  complexe  Zahlen  hinzu. 

Ein  Paar  primitiver  Perioden  für  das  elliptische  Gebilde  sechster 
Stufe  wird  hiemach  durch  Qj  1  geliefert.  Es  liegt  also  der  äqtiian- 
harmonische  Fall  vor,  was  wir  auch  schon  aus  I  p.  686  wissen.  Wie 
übrigens  die  arithmetische  Abhängigkeit  der  ganzen  Zahl  (a  -|~  ^O) 
von  der  gerade  ausgeübten  Modulsubstitution  direct  zu  definieren  sein 
mag,  ist  zur  Zeit  durchaus  eine  offene  Frage*). 

Für  die  achte  Stufe  scheint  erwähnenswert,  dass  die  drei  Integrale 
j{p)  der  Vqq  einzeln  genommen  elliptisch  sind.  Man  findet  nämlich, 
wie  wir  nicht  näher  ausführen,  dass  das  einzelne  dieser  Integrale  zu 
einer  Untergruppe  fj^  des  Geschlechtes  p  =  1  gehört.  Gegenüber  einer 
beliebigen  Substitution  dieser  T^^  zeigt  dann  j{(Bai)  das  Verhalten: 

(5)  y  =3+  ö  +  »6, 

wo  a  und  h  wieder  ganze  Zahlen  sind.  Es  entspringt  daraus  das  Re- 
sultat: Die  Fläclie  F^  lässt  sich  durch  vierfache  Überlagerung  einer  ellip- 
tischen Fläche  von  harmonischem  Doppelverhältnis  herstellen. 

Auch  die  hyperelliptische  V^  lässt  sich  leicht  erledigen.  Wir 
merken  betreffs  derselben  nur  an,  dass  die  Moduln  der  F^g  im  Sinne 
von  p.  528  arithmetisch  dem  ZaJügebiete  der  achten  Einheitsumrzeln  an- 
gehören. 

Verweilen  wir  etwa  noch  einen  Augenblick  bei  den  drei  Integralen 
ii>  hy  h  ^®r  siebenten  Stufe,  um  insbesondere  das  in  I  p.  706  vor- 
läufig angegebene  Periodenschema  der  Normalintegrale  abzuleiten. 
Die  fißg  hat  zufolge  ihres  Polygons  Fig.  86  in  I  p.  370  sieben  er- 
zeugende Substitutionen  i;^,  t;^,  . .  t;^,  wobei  sich  eine,  z.  B.  v^^  durch  die 
übrigen  ausdrücken  lässt.  Den  sechs  Substitutionen  v^,  v^y  . .,  v^  ent- 
sprechen nun  sechs  primitive  Periodenwege  auf  der  geschlossenen 
Fläche  JPißg  des  Geschlechtes  jj  =  3.  Versehen  wir  die  drei  ja  mit 
einem  solchen  gemeinsamen  Factor,  dass  ii(Vo(a)))  gleich  ii(ß>)+l 
wird,  so  ändert  sich  das  einzelne  ja  bei  Ausübung  von  v, ,  . . . ,  Vg  um 
die  Beträge  £,  £^,  . .  .,  c^  in  irgend  einer  bestimmten  Reihenfolge;  e  ist 


2  t  TT 


dabei  im  gewohnten  Sinne  für  e  ^    gebraucht     Es  ist  dieses  Verhalten 

*)  Die  bezüglichen  Entwicklungen  des  Heraasgebersin  den  Matbem.  Ann. 
Bd.  30  p.  348  führen  die  hier  vorliegende  Frage  nur  anf  ihre  einfachste  Gestalt 
zurück.  Yergl.  übrigens  wegen  der  Abbildung  der  Modulteilung  vermöge  der 
Function  u{<o)  die  1.  c.  pag.  864  ff.  gegebene  ausführliche  Untersuchung  des  Her- 
ausgebers. 

Klein-Fricke,  ModtüfanciioneiL   II.  38 
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der  in  Rede  stehenden  Integrale  eine  einfache  Folge  des  Umstandes, 
dass  einmal  ja  gegenüber  S  den  Factor  £^  annimmt  (cf.  p.  583),  wäh- 
rend andrerseits  die  Substitutionen  V| ,  , ,,  v^  aus  v^  durch  wiederholte 
Transformation  vermöge  S  hervorgehen.  Nehmen  wir  noch  hinzu, 
wie  die  letzthin  immer  durch  U  bezeichnete  Modulsubstitotion  (13j 
p.  565  auf  die  ja  wirkt,  so  kommt  nach  leichter  Zwischenbetrachtung 
das  Resultat:  Gegenüber  einer  beliebigen  Substitution  der  fi^  ndimen 
die  drei  Integrale  ja  als  simultane  Perioden  die  drei  conjugierien  gansen 
complexcn  Zahlen  aus  siebenten  Einheitstcuraeln : 

(6)  Ai^'+Äs^'^'H f-As«**" 

an;  die  h  sind  hier  als  von  a  unabhängige  ganze  rationale  Zahlen  zu 
denken. 

Man  findet  solchergestalt  jeder  modulo  7  mit  1  congraenten  Mo- 
dulsubstitution drei  conjugierte  Zahlen  (6)  eindeutig  zugeordnet,  und 
wir  können  auf  Grund  dieses  Ergebnisses  eine  Beziehung  herstellen 
zwischen  den  gruppentheoretischen  Fragen  der  Modultheorie  und  jener 
allgemeinen  Zahlentheorie,  wie  sie  insbesondere  durch  Hrn.  Dedekind 
im  letzten  Supplement  seines  oft  genannten  Werkes  durchgeführt  iät 
Hier  im  speciellen  kommt  der  Ereisteilungskorper  siebenten  Grades 
zur  Geltung.  Dabei  ist  das  Fundament  aller  sich  hier  anschliessenden 
Untersuchungen  der  Umstand,  dass  der  Combination  snveier  Operationen 
der  figg  die  Addition  der  m  beiden  Substitutionen  gehörenden  Zahlen 
(6)  gegenübertritt,  Dieserhalb  entspricht  jedem  System  ganzer  Zahlen  (6), 
dOrS  sicJi  bei  Additioti  und  Subtraction  seiner  Zahlen  reproduciert,  insbe- 
sondere also  jedem  Ideale  des  fraglichen  Kreisteilungskörpers  eine  Unter- 
gruppe der  r^ßg,  welche  wir  durch  Rückgang  von  den  bezüglichen  Zahlen 
(6)  zu  den  zugehörigen  Modulsubstitutionen  gewinnen.  Alle  so  zu  ge- 
winnenden Gruppen  sind  natürlich  Untergruppen  der  r^gg  und  gehören 
im  Sinne  von  I  p.  362  der  siebenten  Classe  an;  aber  wir  gewinnen 
auf  diesem  Wege  noch  keineswegs  die  gesamten  Untergruppen  der 
bezeichneten  Art.  Denn  alle  diese  Untergruppen  enthalten  gemeinsam 
jene  ausgezeichnete  Untergruppe  vom  Index  cx),  deren  sämtliche  Sub- 
stitutionen die  ja  völlig  unverändert  lassen;  d.  i.  ohne  dass  noch  addi- 
tive Constante  zutreten;  die  hiermit  gewonnene  Gruppe  ist  aber  noch 
keineswegs  mit  der  in  I  p.  359  durch  V [i)  bezeichneten  Gruppe  iden- 
tisch, vielmehr  ist  letztere  in  jener  selbst  erst  wieder  eine  Untergruppe 
vom  Index  cx)*). 

*)  Vergl.  bezüglich  der  im  Texte  angeregten  Frage  auch  die  Arbeit  des 
Herausgebers  „Über  ausgeztichntte  Untergruppen  in  dei'  Gruppe  der  elliptischat 
Modulfunctionen"  Math.  Ann.  Bd.  81  (1887). 
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Das  in  I  p.  706  angegebene  Periodenschema  der  Normalintegrale 
siebenter  Stufe  entspringt  nun  einfach  so:  Die  eben  betrachteten  Inte- 
grale haben,  insofern  wir  den  erzeugenden  Substitutionen  Vj,  ...,  Vg 
sechs  primitive  Periodenwege  zuordnen,  zunächst  das  Schema: 


«1. 
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«3 
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6a 

«, 

«*, 
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Um  von  hier  aus  drei  Normalintegrale  für  die  gerade  ausgewählte 
Zerschneidung  der  F^q^  zu  gewinnen,  haben  wir  zu  schreiben: 

(7)        Ua  =  --^-  [  (*-  -  *'«)  j,  +  (*»«  -  e*'')j,  +  (6»-  -  «»)  j/  . 

Die  leichte  Umrechnung  des  eben  angefQhrten  Schemas  vermöge  dieser 
Gleichungen  (7)  ergiebt  dann  gerade  das  in  I  p.  706  angeführte 
Periodenschema.  Wir  haben  insbesondere  im  Anschluss  an  den  damals 
schon  angeführten  Zahlwert  der  Periode  r  etwa  das  Schlussresultat:  Das 
gu  q  «=  1  gehörende  Gebilde  des  Geschlechtes  jp  =  3  lässt  sich  durch  mehr- 
fache Überdeckung  einer  solchen  elliptischen  Fläche  herstellen^  deren  j^redu- 

cierter^^  Periadenquotient  ^ — ^^-^-^  ^^j  deren  absolute  Invariante  J  also 
nach  den  p.  200  unter  (15)  gewonnenen  Resultaten: 

ist. 


Man  kann  hoffen,  dass  die  hiermit  entwickelten  Ansätze  bei  späterer 
DurchfQhrung  zu  beziehungsreichen  Ergebnissen  führen  werden.  In- 
dessen weisen  diese  Gegenstände  über  unsere  hier  vorliegenden  Ziele 
weit  hinaus.  Es  muss  genügen,  dass  wir  für  die  Theorie  der  Integrale 
j  von  Primzahlstufe  ein  allgemeines  Schema  gewonnen  haben,  und 
dass  wir  wenigstens  in  den  niederen  Fällen  die  directe  arithmetische 
Definition  der  zahlentheoretischen  Functionen  tff  und  %  erschöpfend 
haben  geben  können.  Dies  ist  zumal  alles,  was  wir  bei  der  nun  fol- 
genden Theorie  der  Modularcorrespondenzen  gebrauchen  werden. 


S8 


Viertes  Kapitel. 

Specielle  Theorie  der  Modalarcorrespondenzen  n^'  Ordnung  einer 

beliebigen  Stufe. 

£s  sind  nun  alle  Vorbereitungen  getroflFen,  um  unsere  eigentliche 
Aufgabe,  nämlich  die  Darstellung  der  Theorie  der  Modularcorrespon- 
denzeu,  zu  behandeln.  Wir  besprachen  oben  (p.  154  ff.)  die  sogenannten 
Modulargleichungen  in  irrationaler  Form  und  hatten  damals  bereits  auf 
die  allgemeinen  Auffassungsweisen  einer  Theorie  der  Modalarcorre- 
spondenzen  Bezug  genommen,  innerhalb  welcher  jene  Modularglei- 
chungen ihre  naturgemässe  Erklärung  fanden.  Hier  ist  es  indes  ein- 
facher, die  damaligen  functionentheoretischen  Gesichtspunkte  vorerst  zu 
meiden  und  statt  dessen  au  die  allgemeinen  Grundlagen  der  Transfor- 
mationstheorie anzuknüpfen,  wie  sie  im  3*®°  Kapitel  des  4*^  Ab- 
schnittes (p.  84  ff.)  entworfen  wurden.  Indem  dies  sogleich  in  §  1 
geschehen  soll,  gewinnen  wir  auf  diesem  Wege  eine  völlig  allgemeine 
Grundlage  für  die  weiteren  Betrachtungen. 

Unsere  wesentliche  Aufgabe  wird  natürlich  die  seiq,  dass  wir  die 
Modularcorrespondenzen  in  die  allgemeine  Correspondenztheorie  des 
vorletzten  Kapitels  einordnen.  Wir  treffen  hier  geradezu  auf  das 
interessanteste  Beispiel  zur  Erläuterung  jener  allgemeinen  Theorie  und 
werden  jetzt  dem  Gange  der  damaligen  allgemeinen  Entwicklung  genau 
folgen.  In  diesem  Sinne  haben  wir  erstlich  die  Integralrelationen  klar- 
zustellen, wie  sie  für  die  Integrale  j  den  Modularcorrespondenzen  ent- 
sprechen, und  diesem  Zwecke  dienten  die  Vgrbereitungen,  des  vorigen 
Kapitels.  Wir  haben  andrerseits  die  Modularcorrespondenzen  vermöge 
der  Prmform  darzustellen,  sowie  endlich  aus  diesen  Darstellungen  die 
Anzahl  der  Coinddenzen  der  einzelnen  Correspondenz  abzuzählen. 

Die  allgemeine  Idee  der  Modularcorrespondenzen  wurde  von  Hrn. 
Klein  in  der  Programmnote  „Zwr  Theorie  der  elliptischen  Modulfunc- 
tioneti"  (Math.  Ann.  Bd.  17,  1879)  entwickelt.  Die  Durchführung,  ins- 
besondere auf  Grundlage  der  Integrale  j,  wurde  dann  von  Hm.  Hur- 
witz gegeben.  Wie  wir  schon  p.  590  anführten,  waren  es  die  Modular- 
correspondenzen der  fgß  achter  Stufe,  bei  denen  Hurwitz  seine  Methoden 
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zuerst  anwandte.  Bald  darauf  zog  derselbe  auch  die  Correspondenzen 
der  siebenten  Stufe  in  Betracht*)  und  gab  sodann  in  den  Leipziger 
Berichten  vom  4.  Mai  1885  einen  ersten  Entwurf  fQr  eine  allgemeine 
Theorie  der  Modularcorrespondenzen  einer  beliebigen  Primzahlstufe.  Bis 
zu  diesem  Punkte  sollen  denn  auch  die  Überlegungen  des  vorliegenden 
Kapitels  geführt  werden,  wobei  uns  zur  Erläuterung  der  bei  beliebiger 
Primzahlstufe  q  eintretenden  Verhältnisse  immer  der  Fall  q  =  11 
dienen  mag. 

Hr.  Hurwitz  trug  sich  gelegentlich  mit  der  Idee^  selbst  eine 
ausführliche  Darstellung  seiner  Theorie  der  Modularcorrespondenzen  zu 
veröffentlichen;  jedoch  wurde  er  hiervon  durch  seine  weitergehenden 
Untersuchungen  über  algebraische  Functionen  abgelenkt.  Mochte  die 
vorliegende  Behandlung  der  Modularcorrespondenzen  ^  welche  vom 
Herausgeber  herrührt,  in  etwas  jenem  nicht  zur  Durchführung  ge- 
langten Plane  entsprechen. 

§  1.     Definition  der  Modularcorrespondenzen  n^  Ordnung.    Irredu- 
oibilität,  Inversibilität  und  Monodromiegruppe  derselben. 

Es  sei  n  irgend  eine  ganze  positive  Zahl  >  1  und  m  ein  beliebiger 
Punkt  der  positiven  Halbebene.  Diesem  Punkte  a  soll  alsdann  der  Punkt 
(o'es  no  correspondieren,  der  als  solcher  natürlich  wieder  der  positiven 
Halbebene  angehört.  Die  so  begründete  ein- eindeutige  Correspondenz 
zwischen  zwei  Punkten  o  und  o'  der  positiven  Halbebene  setzen  wir 
nun  gleich  in  Beziehung  mit  dem  regulären  Polygon  Ff^  irgend  einer 
ausgezeichneten  Congruenzgruppe  f^,  deren  Stufe  gegen  die  Ordnung  n 
relativ  prim  ist. 

Man  übertrage  nämlich  die  Correspondenz  (o'=nG}  auf  Grund 
der  bekannten  l-oo- deutigen  Beziehung  zwischen  der  Halbebene  und 
der  geschlossenen  Fläche  Ffi  auf  die  letztere.  Einem  ersten  Punkte  o 
entspricht  dabei  ein  gewisser  Punkt  x  der  Fläche  jP^,  und  diesem 
correspondiert  zunächst  der  durch  no  eindeutig  bestimmte  Punkt  y 
der  Fläche.  Aber  wir  werden  sogleich  fragen,  welche  Lagen  der 
Punkt  y  anzunehmen  vermag,  falls  x  geschlossene  Wege  auf  der  Fläche 
F^  beschreibt.  Solchen  Wegen  entsprechen  in  der  o- Halbebene  die 
Übergänge  von  o  zu  den  bezüglich  f^  äquivalenten  Punkten  t;i(cö), 
^A'^)}  ' '  '-  Unter  allen  zugeordneten  Punkten  nt;i(a}),  nv^co),  -  •  • 
sind  aber  zufolge  p.  105  ff.  im  ganzen  ^(n)  bezüglich  der  f^,  inäqui- 
valente,   wo  wir   dieses  Symbol   ^(n)    im   Augenblick   wieder  in  der 


*)  Über  Eelationen  zwischen  Ciassenanzahlen  binärer  quadrcUischer  Farmen 
von  negativer  Determinante,  Math.  Ann.  Bd.  25  (18B4). 
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froheren   Bedeutung   von  I  p.  460  Formel  (2)   gebrauchen.     Dies.e   if 
Punkte  können  wir  wie  früher  durch  die  ^(n)  RepriLsentanten : 

(1)  l?o(ai),  1?,(cd),  ...,  By,^t((o) 

eines  zum  Schema  l*     )  gehörenden  Repräsentantensystems  der  f^ 

charakterisieren.     Lassen    wir  jetzt  dem  Punkte  x  der  geschlossenen 
F^  nicht  nur  die  eine  Stelle  y,  welche  Bq((o)  =  no  zugehört,  sondern 

gleich  alle  ^  Stellen  J^o;  !^n  •  •  m  l^v'—i;  ^^  ^^^  ^^^  Argumenten  (1) 
zugeordnet  sind,  correspondieren ,  so  werden  -bei  geschlossenen  Wegen 
des  X  diese  ^  Stellen  y  in  einander  übergehen.  Die  hiermit  gewonnene 
tl;- deutige  Correspondenz  auf  der  Fläche  F^,  soll  nun  fortan  als  eine  Mo- 
dularcorrespondenz  n*®'  Ordnung  der  f^,  benannt  werden. 

Es  ist  vor  allen  Dingen  evident,  dass  unsere  ModularcorrespondenM 
allen  Anforderungen  genügt^  die  wir  seinerzeit  (p.  523  u.  f.)  an  eine  alge- 
braische Correspondenz  auf  einer  Riemann^ sehen  Fläche  stdÜen.  Die 
Abhängigkeit  zwischen  den  Stellen  Xy  y  ist  durch  ein  analytisches 
Gesetz  begründet,  nämlich  durch  (D'=nG},  und  es  entsprechen  allen 
Punkten  x  ausnahmslos  je  ^(n)  mit  x  bewegliche  Punkte  y.  Es  ist 
demnach  gestattet,  alle  Resultate  des  vorletzten  Kapitels  auf  die  Mo- 
dularcorrespondenzen  in  Anwendung  zu  bringen.  — 

Nach  den  früheren  Regeln  über  die  fi  unterschiedenen  Repi^sen- 
tantensysteme  einer  ausgezeichneten  Congruenzgruppe  f^  ist  übrigens 
evident,  dass  wir  mit  einer  ersten  gleich  fi  Modularcorrespondenzen  der 
fraglichen  Art  auf  der  Fläche  Ff^  neben  einander  zu  betrachten  haben. 
Der  Übergang  zu  diesen  (ft  —  1)  neuen  Correspondenzen  von  jener 
ersten  aus  ist  in  bekannter  Weise  dadurch  zu  bewerkstelligen,  dass 
wir  die  Punkte  yo>  ^i?  •  •  •>  J/v— i  nicht  wie  eben  dem  Punkte  x,  son- 
dern einem  der  (ft  —  1)  auf  F^^  mit  x  äquivalenten  Punkte  zuordnen. 
Andrerseits  aber  erreichen  wir  genau  dasselbe,  wenn  wir  den  Punkt  x 
festhalten  und  diesem  nach  einander  alle  (i  Systetne  zu  je  ^  Punkten  y 
zuordnen,  wie  sie  den  fi  unterschiedenen  licpräsentantensystancn  n*®'  Ord- 
nung der  f;,: 

(2)  i?o(')(»),  JB/0(„),  . .  .,  l^$_,ip),    (1  =  1,2,...,^)       * 

zugehören.     Die  einzelne  unter  diesen   ft,  durch   die  Transformationen 
der  endlichen  Gruppe  G^  in  einander  überführbaren,  Correspondenzen 

ist   dann    durch  das  Schema  (    '   ,j  des   zugehörigen  Repräsentanten- 
systems eindeutig  festzulegen. 

Wenn  man  die  einzelne  unserer  /i  Correspondenzen  im  Sinne  der 
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Gleichungstheorie  discutieren  will^  so  liegt  das  Problem  vor,  bei  ge- 
gebener Stelle  X  die  ^  correspondierenden  Stellen  y  zu  berechnen. 
Bei  der  Behandlung  dieser  Aufgabe  tritt  nun  die  bereits  oben  (p.  156) 
erwähnte  Übereinstimmung  der  Modularcorrespondenzen  mit  den  Mo- 
dulargleichungen  in  allen  wesentlichen  Punkten  in  Evidenz: 

Es  ist  nämlich  erstlich  der  Grad  unseres  Problems,  nämlich  ^(n), 
derselbe  wie  bei  der  Modulargleichung  von  der  gleichen  Ordnung  n. 

Um  zweitens  die  Manodromiegruppe  des  aufgeworfenen  Problems 
festzustellen^  müssen  wir  die  Permutationen  der  ^  Stellen  y  sammeln, 
welche  durch  geschlossene  Wege  der  Stelle  x  auf  der  Ff^  erzielt  werden 
können.  Der  letzte  Gursivsatz  p.  107  ergiebt  hier  unmittelbar  das 
Resultat,  dass  die  Gruppe  dieser  Permutationen  mit  der  Gruppe  der 
Modulargleichung  (cf.  p.  53)  holoedrisch  isomorph  ist  Wir  werden  die 
Correspondenz  insbesondere  als  eine  irredudhele  bezeichnen,  da  jene 
Permutationsgruppe  bekanntlich  transitiv  ist. 

Endlich  müssen  wir  die  einzelne  Modularcorrespondenz  invertieren. 
Indem  wir  aber  die  Inversion  an  einem  der  fi  Repräsentantensysteme 

(2)  ausführen,  wird  in  -Bo""^;  -^1""^  •••?  -Ri^— 1  wieder  ein  Repräsen- 
tantensystem n^'  Ordnung  der  f^  entspringen,  nur  nicht  notwendig 
eben  jenes  System,  von  dem  wir  gerade  ausgingen.  Hier  treten  viel- 
mehr jene  Betrachtungen  ein,  denen  wir  mit  Ausführlichkeit  bei  den 
Modulargleichungen  höherer  Stufe  (p.  122  ff.)  nachgingen.  Es  ergiebt 
sich  demgemäss:  Die  (i  Modularcorrespondenzen  n*®'  Ordnung  der  f^ 
sind  if-t' deutig  und  gehen  hei  Inversion  teils  in  sich  selbst  über,  teils 
permuticren  sie  sich  m  Paaren. 

In  Grad,  Monodromiegruppe  und  Inversibilität  sahen  wir  aber 
seinerzeit  die  drei  wesentlichen  Eigenschaften  der  Modulargleichungen; 
und  also  stimmen  in  der  That  die  Modularcorrespondenzen  mit  jenen 
in  allen  wesentlichen  Punkten  überein. 

Es  ist  hier  endlich  besonders  wichtig,  für  den  Fall,  dass  n  qua- 
dratische Teiler  besitzt,  auch  noch  die  erweiterte  Transformation  heran- 
zuziehen, diese  Ausdrucksweise  im  Sinne  von  p.  48  gebraucht.  Ihr 
entsprechend  vereinen  wir  alle  diejenigen  Correspondenzen  der  f^  von 

gleichem  Schema,  welche  sich  auf  die  Ordnungen  -3  beziehen,  wo  r  der 

Reihe  nach  alle  quadratischen  Teiler  von  n  zu  durchlaufen  hat  Der 
Grad  der  so  entspringenden  Correspondenz  ist  nach  p.  47  gleich  0(n), 
d.  i.  gleich  der  Teilersumme  von  n;  wir  werden  sie  fortan  schlechtweg 
als  eine  reducibele  Modularcorrespondenz  n**'  Ordnung  der  f^  bezeichnen. 
Für  die  ausführlichen  Rechnungen  bietet  die  Betrachtung  der  reduci- 
belen  Correspondenzen   an  Stelle   der  irreducibelen  alle  jene  Vorteile, 
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die  wir  bei  entsprechender  Gelegenheit  im  vorletzten  Abschnitt,  näm- 
lich bei  den  Modulargleichungen  und  ihren  Classenzahlrelationen  keimen 
lernten.  Wir  werden  demgemäss  auch  hier  zumeist  nur  mit  den  reda- 
cibelen  Correspoudenzen  der  erweiterten  Transformation  n**'  Ordnung 
arbeiten. 

§  2.     Der  IntegralansatB  für  die  ModularoorrespondenBen 

sechster  Stufe. 

Ist  das  Geschlecht  der  f^  Null,  so  führt  der  allgemeine  Ansatz 
des  vorigen  Paragraphen  zu  den  Modulargleichungen  des  vierten  Ab- 
schnittes zurück,  wie  wir  schon  früher  p.  156  angaben.  Der  niederste, 
hier  bei  den  Modularcorrespondenzen  specifisch  in  Betracht  kommende, 
Fall  ist  also  derjenige  der  Hauptcongruenzgruppe  sechster  Stufe  f^,, 
welche  zum  Geschlechte  p  =  l  gehört. 

Jeder  Correspondenz  ordneten  wir  im  vorletzten  Kapitel  ein  System 
von  p  Integralrelationen: 

a  p 

(1)  ^Myr)  =  ^  ^ikjkix)  +  %i 

ZU,  wobei  die  j  als  Normalintegrale  gedacht  waren.  Es  wird  unsere 
wesentlichste  Aufgabe  sein,  diese  Relationen  für  die  einzelne  Modular- 
correspondenz  thatsächlich  zu  berechnen.  Dabei  wollen  wir  übrigens 
kein  besonderes  Gewicht  darauf  legen,  dass  die  j  auch  wirklich  immer 
als  ein  System  von  Normalintegralen  gewählt  sind;  wir  nehmen  diese 
Integrale  vielmehr  immer  gleich  so  an,  wie  sie  vom  vorigen  Kapitel 
geliefert  werden.  Die  Folge  ist  natürlich,  dass  wir  die  Integralrela- 
tionen nicht  unmittelbar  in  der  in  (1)  gedachten  Gestalt  erreichen, 
sondern  dass  wir  vielmehr  im  allgemeinen  nur  p  linear -unabhängige 
Verbindungen  der  Relationen  (1)  gewinnen.  Für  unsere  späteren 
Zwecke  ist  dies  indessen  gleichgültig,  wie  wir  noch  sehen  werden. 

Die  Methode,  welche  in  den  niederen  Fällen  zur  Kenntnis  der 
Relationen  (1)  führt,  illustrieren  wir  nun  am  Beispiele  der  P^j  wie 
folgt.  Man  nehme  gleich  die  reducibele  Correspondenz  der  n*®^  Ord- 
nung vor  und  zwar  diejenige  vom  Schema  (^'     j,  wobei  natürlich 

die  Ordnung  n  als  ungerade  und  relativ  prim  gegen  3  gewählt  sein 
soll.  Indem  wir  die  Betrachtung  von  der  Fläche  i^^g  in  das  Polygon 
zurückverlegen,  liefere  der  Punkt  x  die  Stelle  cj,  die  0(n)  durch  die 
reducibele  Correspondenz  zugewiesenen  Punkte  y  aber  gehen  über  in 
die  0(n)  Stellen: 
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des  FundameDtalpolygons,  die  letzteren  Bezeichnungen  dabei  im  Sinne 
der  p.  108  getroffenen  Verabredung  gebraucht.  Da  |)  =  1  ist,  so 
kommt  nur  eine  einzige  Integralrelation  (1)  zur  Geltung,  wobei  man 
gleich  noch  beachten  wolle,  dass  zufolge  der  Congruenz  n  ^  +  1 
(mod.  6)  die  Substitution  Vt  stets  der  f,,  angehört.  Es  gilt  dem- 
gemäss  der  Ansatz: 

(3)  2^i(— -^-)=«i(«)  +  6,    . 


*=o  * 


und  unsere  Aufgabe  ist,  die  Constanten  a  und  6  zu  bestimmen,  was 
durch  Einsetzung  der  Potenzentwicklung  (2)  p.  589  in  den  Ansatz  (3) 
zu  geschehen  hat. 

Zufolge  der  eben  citierten  Formel  (2)  p.  589  wird  j  (i  c»)  =  0. 
Indem  wir  also  a  =  i  <x>  in  (3)  eintragen,  entspringt  erstlich  6  =  0. 

Aber  weit  wesentlicher  ist  es,  dass  wir  die  Constante  a  berechnen, 
und  zu  diesem  Ende  tragen  wir  erstlich  in  die  linke  Seite  von  (3) 
die  eben  wiederholt  genannte  Potenzentwicklung  ein;  wir  finden  dabei: 

w     2'  (--«7-)  -2  2'-^'~^  ''^- 

k  k      m'^±l 

Es  sei  hierbei  erlaubt,  in  (2)  p.  589  den  Summationsbuchstaben  m 
nicht  nur  die  Zahlen  m  =  6  A  +  1,  sondern  auch  m  =  6  Ä  —  1  durch- 
laufen zu  lassen;  diese  Änderung  gegenüber  der  ursprünglichen  Sum- 
mationsbedingung  ist  nur  eine  äusserliche,  da  zufolge  (3)  p.  589  %(tn) 
für  alle  Zahlen  6Ä—  1  mit  Null  identisch  ist.  In  (4)  haben  wir 
übrigens  m'  statt  m  gebraucht,  um  den  Buchstaben  m  sogleich  dispo- 
nibel zu  haben. 

Die  rechte  Seite  von  (4)  wolle  man  nun  nach  ansteigenden  Po- 
tenzen von  r  umordnen  und  setze  zu  diesem  Zwecke: 


(5)  V  =  ^- 


Zufolge  der  rechten  Seite  der  Identität  (3)  wird  m  in  der  fertig  um- 
geordneten Reihe  (4)  nur  noch  ganzzahlige  Werte  darbieten.  Dieses 
ist  auch  aus  der  rechten  Seite  von  (4)  leicht  zur  Evidenz  zu  bringen, 
wenn  man  beachten  will,  dass  bei  stehenden  m',  Äk,  Du  die  Zahl  Bk 
jedesmal  die  Werte  0,  1,  . . .,  D*  —  1  anzunehmen  hat.  Ak  als  Teiler 
von  n  werde  durch  S  bezeichnet,  worauf: 
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wird.    Die  rechte  Seite  der  Formel  (4)  aber  liefert  jetzt: 


(7)  22  2^Ä^) 


tmni        m 


m  d  B 

m  soll  hier  alle  positiven^  gegen  6  primen  Zahlen  durchlaufen;  bei 
stehendem  m  muss  8  alle  Teiler  von  n  durchlaufen,  fQr  welche  m  ganz- 
zahlig ausfällt;  endlich  ist  bei  stehenden  nty  S  die  2ahl  S  über  das 
Intervall  0,  1,  . . .,  nS"^ —  1  zu  summieren. 

Aber  diese  letzte  Summe ,  nämlich  die  über  B^  ist  leicht  aus- 
zuführen. Sei  nämlich  S^  der  grösste  Teiler  von  d,  der  prim  gegen 
m  ist,  so  wird,  da  doch  m'  ganzzahlig  ist,  n8~^  durch  d^  teilbar 
sein.     Man  hat  demnach: 

%mni 

yj  e^~    =0    oder  =  5, 

ß 

je  nachdem  d^^  1  oder  tf 0  ==*  1  ^s*-     Damit  gewinnen  wir  aus  (7): 
(8)  2>(^!^4^)-^|i''^'.(-") 


*  mi:z  +  l 


d 


WO  sich  bei  stehendem  m  die  Summe  über  ö  auf  alle  gemeinsamen  Teiler 
der  beiden  Zahlen  m  und  n  bezieht. 

Die  Formel  (3)  liefert  nun,  wenn  wir  auch  noch  rechts  die  Reihen- 
entwicklung eintragen: 


(9)  2 


in 


^^2'«'(^")l-'-2'-?^'' 


m 


m 

als  eine  identisch  bestehende  Gleichung;  eben  dieserhalb  entspringt 
durch  Vergleich  der  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  das  ^Ergebnis: 

WO  wir  jetzt  zur  Bestimmung  von  a  den  Wert  m  =  1  eintragen 
wollen.  Es  folgt  dabei  einfach  a  =  x{n)  und  übrigens  nebenbei  das 
bemerkenswerte  zahlentheoretische  Resultat: 

(10)  Xifn) Z(n)  =  ^  d x(^)  ■, 

d 

summiert  über  alle  gemeinsamen  Teiler  der  beiden  positiven  Zahlen  m 
und  w,  die  gegen  6  prim  sind. 

Indem  wir  nun  aber  den  durch  die  vorstehende  Entwicklung  in 
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Erfahrung  gebrachten  Wert  a  =  x{^)  ^^  ^^^  Integralansatz  sechster 
Stufe  (3)  eintragen^  entspringt  das  nachfolgende  Ergebnis:  Die  für  die 

Modularcorrespondensf  sechster  Stuß  n**'  Ordnung  vom  Schema  f^'  .  j 
charakteristische  Integralrelation  lautet: 

(11)  ^JiRkiü,))  =■  xin)}(.o), 

k 

WO  die  ganze  Zahl  x(^)  ^^  *w  (3)  p.  589  angegebene  Bedeutung  hat. 
Wir  haben  hier  also  y^gewöhnliche^'  Correspondeneen  von  der  Wertigkeit 
x{n).  Die  letztere  ist  insbesondere  stets  dann  gleich  Null,  wenn 
n  =  6A  —  1  ist:  aber  auch  unter  den  Fällen  n  =  6Ä  +  1  sind  viele, 
welche  %(w)  =  0  aufweisen.  Indessen  untersuchen  wir  dies  hier  nicht 
näher;  begnügen  uns  vielmehr  mit  der  nachfolgenden ,  unmittelbar 
zu  ziehenden,  Folgerung:  Ist  ;jr(n)  =  0,  so  sind  offenbar  alle  72  zu 
diesem  n  gelüirende  Correspondenzen  Weriigkeitscorrespondenzen;  dagegen 
gilt  dies  bei  solchen  Ordnungen  n,  welche  x(**)  ^  0  haben,  nur  vom  dritteti 
Teil^  d.  i,  von  24  unter  jetien  72  Correspondenzen.  Bei  den  übrigen 
2-24  Relationen  (11)  tritt  rechter  Hand  eine  complexe  dritte  Einheits- 
wurzel als  Factor  hinzu ;  was  mit  den  bezüglichen  allgemeinen  An- 
gaben des  vorletzten  Kapitels  bei  Rücksicht  auf  das  äquianharmo- 
nische  Doppelverhältnis  unserer  Fläche  F^^  des  Geschlechtes  p  =  l 
in  Übereinstimmung  ist. 

§  3.     Die  Integralrelationen  für  die  Modularoorrespoüdenzen 

siebenter  Stufe  ^). 

Die  eben  zur  sechsten  Stufe  gegebenen  Entwicklungen  sind  typisch 
für  alle  jene  ausgezeichneten  Congruenzgruppen  Vft,  bei  denen  nur  eine 
einzelne  arithmetische  Entwicklungsfunction  x(^)  ^^^^  ^(^)  auftritt. 
Dies  gilt  abgesehen  von  der  Stufe  6  auch  noch  von  den  Stufen  7  und 
9,  dagegen  nicht  mehr  von  der  Hauptcongruenzgruppe  der  Stufen  8 
und  10.  Bei  der  achten  Stufe  haben  wir  zwei  Entwicklungsfonctionen, 
die  zu  den  ausgezeichneten  Gruppen  V^  und  Vq^  gehören;  wir  werden 
also  erst  wieder  analoge  Verhältnisse  wie  bei  n  =  6  erhalten;  wenn 
wir  die  f^  oder  Vq^  einzeln  behandeln.  Bei  der  zehnten  Stufe  fanden 
wir  bis  jetzt  überhaupt  nur  erst  die  Entwicklungsfunction  x(m)  der 
von  der  Hauptcongruenzgruppe  verschiedenen  r^^o;  die  Bildungsgesetze 
der  übrigen  Integrale  dieser  Stufe  blieben  im  vorigen  Kapitel  un- 
bekannt. 


*)  Siehe  hierzu  die  in  der  EinleiinDg   genannte  Arbeit   von  Hurwitz  im 
26*«»  Annalenbande. 
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Aus  dem  gesamten  hiermit  bezeichneten  Bereich  derjenigen  Fälle, 
die  sich  nach  Art  des  vorigen  Paragraphen  behandeln  lassen,  sollen 
hier  nur  die  m  q  *=»  1  gehörende  Tjcg  und  die  V^  achter  Stufe  unter- 
sucht werden;  wir  werden  nämlich  nur  an  diese  Gruppen  bei  unseren 
ferneren  Überlegungen  ausführlicher  anknüpfen. 

Indem  wir  mit  g  «»  7  beginnen,  wählen  wir  n  prim  gegen  7  and 
nehmen  die  erweiterte  Transformation  n^'  Ordnung  mit  dem  Schema 

in'  1/'  ^^  ^^^  A^nan  in  gewohnter  Weise  zu  setzen: 

(1)  i?,(«,)  =  n(^+!-^^),  n  =  (^*'  l_)  (mod.  7). 

Für   die  drei  Integrale  siebenter  Stufe  benutzen  wir  die  in   (1)   mid 

(2)  p.  583  getrofiFene  particuläre  Auswahl  und  haben  alsdann  die.  Xay 
in  den  Relationen: 

(2)  ^J{Ma>)  I  a)  =  «a  +  2"  ^^^^'  (^  '  y) 

*  r 

explicite  zu  berechnen. 

Zu  diesem  Ende  lasse  man  vorab  eine  vereinfachende  Massregel 
eintreten.  Man  trage  nämlich  die  Ausdrücke  (1)  für  Rk  in  (2)  ein 
und  benutze  das  Verhalten  der  j  gegenüber  Vk]  man  hat  dann: 

(3)  ^j f-*"^-^^  I  Dia)  =  n„+^ «„,;(«,  |  y). 

Jetzt  übe  man  die  Substitution  S  aus,  wodurch  die  linke  Seite  der 
letzten  Gleichung,  unter  Aufnahme  gleich  näher  zu  bestimmender 
ganzer  Zahlen  e\  übergeht  in: 

Vf'^ifc^^jf-i— !- -^^ —^  I  -DJ«)- 

Damit  wir  wieder  zum  Schema  (^'  .j   zurückgelangen,  muss  e*  im 

einzelnen  Gliede  dieser  Summe  so  bestimmt  werden,  dass  Ajt  —  etDt 
durch  7  teilbar  wird;  dies  liefert: 

et  Dk  =  Aky    Ca  DJ  =  n  (mod.  7), 

so  dass  die  linke  Seite  von  (3)  gegenüber  S  den  Factor  £'*"  annimmt. 
In^em  aber  die  rechte  Seite  von  (3)  gegenüber  S  das  gleiche 
Verhalten  zeigen,  d.  h.  auch  den  Factor  «*»**  annehmen  muss,  werden 
erstlich  für  einen  quadratischen  NicJUrest  n  von  7  alle  Coefficienten 
nay   in  (3)  jedenfalls   mit  Null   identisch   sein   müssen.     Merken    wir 
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uns  demnach  als  erstes  Resultat:  Ist  die  Ordnung  n  quadratischer 
Nichtrest  von  7,  so  lauten  die  drei  IntegraJrelatianen  unserer  Corre- 
spondene: 

(4)  ^i(E»(«,)|  «)  =  »<., 

.  (wo  die  iCa  unbestimmt  bleiben  mögen).  Hier  haben  wir  also  mit  einer 
gewöhnlichen  Correspondenss  der  Wertigkeit  Null  zu  thun,  und  es  zeigen 
dann,  wie  man  aus  den  früheren  Sätzen  leicht  schliesst^  immer  gleich 
alle  168  Correspondenzen  dieser  Ordnung  die  gleiche  Eigenart, 

Ist  hingegen  n  quadraMscher  Best  von  7^  so  wird  unter  den  drei 
Coefficienten  ^a,\,  ^a,2>  ^«,4  auf  der  rechten  Seite  von  (3)  möglicher- 
weise derjenige  von  Null  verschieden  sein,  deren  zweiter  Index  y^na 
(mod.  7)  ist;  die  beiden  anderen  werden  jedoch  sicher  verschwinden. 
Indem  wir  die  additive  Gonstante  im  Augenblick  ganz  bei  Seite  lassen, 
haben  wir  sonach  den  Ansatz: 

(5)  2J  (— ^  -  I  ^*  «)  =  '"J  ("^  I "  «)  • 

Es  ist  nunmehr  dieser  Ansatz  (5)  näher  zu  discutieren,  und  solches 
geschieht  in  der  früheren  Weise  durch  Eintragung  der  Reihenent- 
wicklungen (4)  p.  583  für  unsere  Integrale;  wir  treffen  hierbei  auf 
eine  Entwicklung,  die  derjenigen  des  vorigen  Paragraphen  genau 
analog  ist. 

Erstlich  liefert  die  linke  Seite  von  (5)  den  Ausdruck: 


(6)  ^  ^ 


e 


7Z): 


Hier  schreiben  wir  nun  wieder: 


^k 


=  m,    J*  = 


so  dass  wir  umgekehrt  erhalten: 


m  = 


^j    ~"  d*  '      D^  d 


Durch  Eintragung  in  (6)  nimmt  dieser  Ausdruck  die  Gestalt  an: 

imftiB  j^      ^ 
m  ö  B 

wobei  betreffs   der  Summationsbediugungen   Wort  für  Wort  dasselbe 
gilt,  wie  in  Formel  (7)  §  2.     Die  Summation  über  B  lässt  sich  denn 
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auch  hier  wieder  leicht  eusführeD;  und  wir  gewinuen  als  explicite  Ge- 
stalt der  Formel  (5)  die  nachfolgende: 


rn:^:na 


Ö  )  m^na 


Die  Coefficientenvergleichung  ergiebt  gerade  wie  im  vorigen  Paragra- 
phen so  auch  jetzt  für  die  eine  arithmetische  Function  ^|  siebenter 
Stufe  das  Gesetz: 

(8)  ri>{m)i>{n)=='2s^{^), 

d 

summiert  über  alle  gemeinsamen  Teiler  d  von  m  und  n^  und  wir  finden 
somit  im  speciellen  für  den  Fall  relativ  primer  m^  n  die  Regel: 

Vor  allem  aber  ergiebt  die  gerade  beendete  Rechnung  für  die  in 
(5)  mit  Ca  bezeichnete  Constante  den  Wert  ^(n),  und  damit  entspringt 
das  Resultat:  Ist  der  Transformationsgrad  n  quadratischer  Rest  von  7, 
50  lauten  die  0um  ausgewählten  Schema  gehörenden  Integralrelatumen : 

(9)  2  j  {Ru{m)  I  a)  =  ;r„  +  ^(n)  .  j(a)  |  na). 

Bei  eiuer  späteren  Gelegenheit  werden  wir  zu  untersuchen  haben, 
für  welche  Reste  n  die  Zahl  ^(n)  mit  Null  identisch  ist.  Heben  wir 
gleich  jetzt  hervor,  dass  in  diesen  Fällen  verschwindender  ^(n)  alle  168 
Correspondenzen  gewöhnliche  sind,  und  zwar  von  der  Wertigkeit  NulL 
Ist  ^  (n)  nicht  gleich  Null,  so  wählen  wir  eine  der  Bedingung: 

F(a,)  =  !L:ii?,  (mod.  7) 

genügende  Substitution  aus  und  üben  dieselbe  auf  die  drei  Relationen 

(9)  aus.    Solchergestalt  werden  wir  linker  Hand  vom  Schema  (    '  ^ )  zu 

(10)  ir  =  E  F  =  (^'  ^)  (mod.  7) , 

geführt;  und  diesem  besonderen  Schema  entspricht  dann  bei  der  Wir- 
kung von   V  auf  j((ö  ]  na)  das  System  der  Integralrelationen: 

(11)  ^j{lik{^)  \a)^na  +  ^(n).i(co  |  «). 

k 

Nur  zum  Schema  (10)  gehört  somit  bei  ^(n)^0  eine  gewöhnliche  Corre- 
spondetiZf  und  zwar  von  der  Wertigkeit  — t(n);  alle  167  anderen  Corre- 
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spondenisen  sind  nun  singulare,  uas  mit  der  schon  p.  556  erkannten 
singtdären  Natur  unserer  Fläche  F^^^  vereinbar  ist.  Zum  Beweise 
hat  man  nur  zu  beachten^  dass  einzig  die  mod.  7  mit  1  congruenten 
Substitutionen  alle  drei  Integrale  j(o  \  a)  bis  auf  additive  Constante 
in  sich  überführen. 


§  4.     Mitteilung  der  Integralrelationen  für  die  snr  V^^  achter 

Stufe  gehörenden  Oorreapondensen. 

Unter  den  ausgezeichneten  Gongruenzgruppen  achter  Stufe  berück- 
sichtigen wir^  wie  schon  gesagt,  nur  die  Gruppe  r^,   welche  alle  mit 

(   '  ^  j  und  (   '  ^j    mod.   8    congruenten   Modulsubstitutionen   enthält. 

Diese  Gruppe  ist  vom  Geschlechte  |?  :=  3 ,  und  es  gehört  zu  ihr  als 
Normalcurve  der  q)  die  durch  (2)  p.  29  gegebene  Curve  vierter  Ord- 
nung. Die  spätere  Betrachtung  der  Modularcorrespondenzen  auf  dieser 
C^  veranlasst  uns,  schon  hier  die  Integralrelationen  zusammenzustellen, 
welche  zu  den  Correspondenzen  der  Tg«  gehören.  Es  wird  gestattet 
sein,  die  Beweise  dieser  Relationen  der  Kürze  halber  zu  überspringen; 
in  der  That  gestalten  sich  dieselben  durchaus  gerade  so,  wie  eben 
bei  3  =  7. 

Die  drei  Integrale  jj,  J2,  j^  der  Vqq  sind  p.  591  angegeben  worden, 
und  ihre  eine  Entwicklungsfunction  x{^)  wurde  dortselbst  unter  (13) 
im  Anschluss  an  die  binäre  quadratische  Form  (1,  0,  4)  definiert. 
Der  Transformationsgrad  n  hat  hier  nur  der  einen  Bedingung  zu  ge- 
nügen, eine  ungerade  Zahl  vorzustellen,  und  die  einfachste  Gestalt  des 

zum  Schema  f  ^'    j  gehörenden  Repräsentantensystems  ist  nach    den 

bezüglichen  allgemeinen  Regeln  gegeben  durch: 

(1)  B(c)  =  ^^^, 

wo  die  Zahlen  A,  B,  D  immer  wieder  den  bekannten  Bedingungen: 

(2)  AD  «n,  0<B<D 

zu  genügen  haben.  Natürlich  benutzen  wir  nach  wie  vor  die  erwei- 
terte Transformation  n**'  Ordnung.  Ahnlich  wie  bei  w  =  6  beziehen 
wir  hier  übrigens  die  Entwicklungsfunction  %{ii)  auf  alle  ungeraden 
positiven  Zahlen  n.  . Für  die  Zahlen  n  ^=>  4:h  —1  wird  dann  % (^) 
stets  mit  Null  identisch  sein,  da  Zahlen  dieser  Gestalt  durch  die  ganz- 
zäblige  binäre  Form  (1,  0,  4)  nicht  darstellbar  sind. 

Die  Integrälrelationen  für  die  n**  Ordnung  unter  Benutzung  des 
llcpräsentantensystems  (1)  lauten  nun  einfach: 
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(3) 


n— 1 


^h  {^^^)  =  (- 1)~  xW-i^W, 

Additive  Constante  treten  bei  der  hiermit  gewählten  Gestalt  unserer 
Relationen  nicht  auf,  da  für  o  =  t  c»  immer  beide  Seiten  der  Glei- 
chungen zugleich  verschwinden.  Wann  gewöhnliche  und  wann  singu- 
lare Correspondenzen  vorliegen,  wird  man  nun  aus  (3)  leicht  ablesen 
können,  wenn  man  noch  das  Verhalten  der  Ji,  J2,  is  gegenüber  den 
96  inäquivalenten  Substitutionen  berücksichtigt.  Merken  wir  etwa  ins- 
besondere gleich  an,  dojss  für  n  =  4  ä  -1-  3  stets  gewöhnliche  Correspon- 
denzen der  Wei'tigkeit  Null  vorliegen. 

§  5.  Prünformdarstelliing  und  Ooinoidenzenangahl  der  Modnlar- 
correspondensen  im  Falle  einer  einzelnen  BntwioklTingsfanotion,  bei 

g  s=  7  erläutert. 

Die  Darstellung  der  Modularcorrespondenzen  sechster,  siebenter 
und  achter  Stufe  durch  die  Primform  soll  hier  nicht  im  vollen  Um- 
fange geleistet  werden.  Da  es  sich  vielmehr  in  allen  drei  Fällen  um 
ganz  ähnliche  Betrachtungen  handelt^  so  genüge  die  Besprechung  des 
Falles  g  =  7. 

Man  setze  erstlich  voraus,  dass  die  Ordnung  n  der  Transformation 
quadratiscli^  Best  von  7  sei,  und  wähle  übrigens  für  die  erweiterte 
Transformation  ein  der  Bedingung: 

(1)  i?o  =  JBi  =  • .  •  =  üc^_i  =  (^^''^  ^)  (mod.  7) 

genügendes  Repräsentantensystem.  Die  zugehörigen  Integralrelationen 
lauten  dann,  wie  wir  im  vorletzten  Paragraphen  fanden: 

(2)  ^j{B,(a>)  !«)  =  «„  +  ^,(n)  .j{a>  \  o), 

k 

WO  ^j  die  eine  bei  ^  ■=  7  auftretende  Entwicklungsfunction  ist.  Die 
Primformdarstellung  der  vorliegenden  Modularcorrespondenz  lässt  sich 
hier  nach  der  allgemeinen  Vorschrift  p.  535  fiT.  ohne  weiteres  leisten '^). 


*)  Man  bemerke  dabei  vielleicht  noch,  dass  die  Formeln  (2)  unmittelbar  f3r 
die  Normalintegrale  in  Gültigkeit  bleiben,  wenn  wir  nnr  n^  entsprechend  modi- 
ficiert  denken.  Es  ist  dies  eine  einfache  Folge  des  Umetanded,  dass  auf  der 
rechten  Seite  von  (2)  der  Coefficient  des  Integrals  j(a}  \  a)  von  a  unabhängig  ist. 
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Sind  <D  und  ©'  ^wei  variabele  Punkte  des  Polygons  jPies?  während 
man  unter  cJq  uqd  'oq  zwei  specielle  Lagen  dieser  Punkte  versteht,  so 
bilde  man  den  Primformquotienten: 

(3)  F(«,a>  |<„„,oo)  =  |_--^-^P^-^J  iii>(a.;.iJ,(a,))P(«,',iJ,Kn- 

Es  liefert  alsdann  nach  den  citierten  allgemeinen  Erörterungen  (p.  536) 
F{a)f  cd'  I  cDq,  ©o')  in  Abhängigkeit  jedes  der  vier  Punkte  o,  ©',  co^,  o^' 
eine  algebraische  Modidfunction  siebenter  Stufe,  und  es  wird  insbesondere 
durch  die  Gleichung: 

(4)  F{m,  q'  I  0)0,  O  =  0 

unsere  Correspondene  in  der  früher  ausführlich  charakterisierten  Weise 
dargestellt. 

Die  übrigen  167  für  die  vorliegende  Ordnung  bestehenden  Corre- 
spondenzen  sind  nun  von  den  Formeln  (3),  (4)  aus  nach  den  früheren 
Sätzen  leicht  mit  zu  erledigen.  Indem  wir  Vi  ein  System  mod.  7  in- 
congruenter  Modulsubstitutionen  durchlaufen  lassen,  haben  wir  für  das 
einzelne   F,-  zu  schreiben: 

um  die  zugehörige  Correspondene  durch  Nullsetgen  von  Fiip,  ©'  |  ©q,  cHq) 
darzustellen.     Explicite  haben  wir  also,  indem  wir 

(5)  R,  Vi  =  El"  =  (^'  ^)  (mod.  7)  ' 

setzen,  für  die  Modulfunction  Fi  die  Primformdarstellung: 

l^i(©,  ©' I  ©^,  ©oO  = 

(6)   j  rP(a)-,F,(a)))P(<,r,(a»o))n  -V'J«)  y-j  P(a)-,4^(a,))P(<,ig<^(a),)) 

'  [  ==    LP(<,F,(ai))P(a>',F.(cD,))J  ii   P(a,/,ij(:^(a,))P(a,',4')(fl,,))' 

Man  bemerke,  wie.  sich  die  hiermit  gegebene  Darstellung  der  Corre- 
spondenzen  siebenter  Stufe  in  die  allgemeinen  Ansätze  von  p.  550  ff. 
subsumiert.  Für  jedes  der  168' Schemata  (5)  haben  wir  eine  be- 
sondere Correspondenz  zur  „Minimalbasis"  im  Sinne-  von  p.  549  aus- 
gewählt, und  zwar  nur  eine,  dem  Umstände  entsprechend,  dass 
wir  bei  g  =  7  nur  eine  arithmetische  Function  ^^  haben.  Die  aus- 
gewählte  Correspondenz  ist  aber  einfach  die  zum  Schema  (5)  gehörende 
Correspondenz  erster  Ordnung:  ©'  =  F,(©),  d.  h,  die  zu  Vi  gelierende 
Transformation  der  Fläche  jFjgg  in  sich. 

Der  Fall  eines  quadratisdien  Nichtreste^  n  subsumiert  sich  un- 
mittelbar, unter  den  allgemeinen  Ansatz  (6),  indem  jetzt  stets  ^^  (n)  «»  0 

KleiU'Fricke,  Modulfunctiuueu.  IL.  89 
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ist.     Die   FuDction  jP«(g};  a  \  Oq,  cd/)  hat  demnach  jetzt   einfach  die 
Gestalt: 


(7) 


P(fl,',Äi*)(fl,))P(a,o',2tifJ(cDo)) 


Die  Coincidenzenaneahl  bei  den  Mödularcorrespondenzen  7*^  Stufe 
ist  in  allen  Fällen  ^^gewöhnlicher''  Correspondenzen  einfach  nach  der 
Cayley-Briirschen  Formel  (9)  p.  539  anzugeben;  letztere  Formel 
findet  also  unmittelbare  Anwendung  für  alle  Nichtreste  n  und  unter 
den  Resten  n  stets  beim  Schema  (1). '  Wir  können  sagen^  dass  es  sich 
in  allen  diesen  Fällen  um  die  Wertigkeit  — ^i(»>)  handelt,  insofern 
ja  fQr  die  Nichtreste  n  die  Function  ^^  verschwindet  Da  die  f^gg  das 
Geschlecht  p  ^  3  besitzt,  so  specificiert  sich  die  Angabe  a  -{-  ß  -{-  2pw 
für  die  Goincidenzenanzahl  v  hier  zu: 

(8)  V  =  20(n)  -  6^1  (n). 

Indessen  erfordert  diese  Formel  in  dem  speciellen  Falle  einer  rein 
quadratischen  Ordnung  n  eine  Ergänzung.  Hier  wollen  wir  nämlich 
•bei  der  erweiterten  Transformation,  gerade  wie  auch  früher  in  der 
Theorie  der  Modulargleichungen,  den  Repräsentanten  der  Transfor- 
mation erster  Ordnung  ausschalten.  Indem  wir  an  dieser  Massnahme 
atich  in  der  Folge  wieder  festhalten,  wird  es  sich  im  fraglichen  Ausnahme- 
falle um  eine  (0  — 1)-(^ — l)- deutige  Correspondeng  der  WertigIceU 
—  ^1  (w)  +  1  handeln;  in  der  That  fällt  jetzt  auf  der  rechten  und 
linken  Seite  jeder  Relation  (2)  ein  einzelnes  Glied  j  (co  |  a)  aus.  Die 
Cayley -BrilTsche  Formel  liefert  demnach  jetzt: 

(9)  V  =  20(w)  —  2  —  6r^i(n)-l]  =  20(«)  —  6^i(n)  +  4 

Um  beide  Formeln  (8)  und  (9)  in  eins  zusammenzuziehen,  verstehen 
wir  unter  £»  nach  früherem  Brauche  die  1,  falls  n  ein  reines  Quadrat 
ist,  anderenfalls  aber  die  Null.  Als  Resultat  kommt  alsdann:  Die 
Goincidenzenanzahl  v  ist  im  Falle  eines  Nichtrcstes  n,  sowie  im  Falle 
eines  Bestes  heim  Schema  (1)  gegeben  durch: 

(10)  .   V  =  20(n)  —  6^1  (w)  +  4Bn. 

Jetzt  sind  noch  die  167  Correspondenzen  (6)  im  Falle  eines  Restes 
n  rückständig,  und  hier  können  wir  einfach  in  der  zugehörigen. Func- 
tion Fi{(Dy  CO  I  ©0,  (Dq)  die  beiden  Punkte  cd,  cd'  zur  Coincidenz  brin- 
gen, um  (bei  constant  gedachten  o^^  (Oq)  in  Fi((o,  o  |  cDq,  cJq)  eine 
algebraische  Modulfunction  von  o  zu  gewinnen.  Durch  Abzahlung 
der  Null-  und  ünstetigkeitspunkte  gewinnt  man  dann  in  bekanqter 
Überlegung   (p.  539)   die  jetzt   gesuchte    Zahl   v.     Man    wird    gegen- 
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über  der  eben  citierten  Entwicklung  hier  nur  die  eine  Änderung  be- 
merken,  dass  die  Anzahl  der  Nullpunkte  von  P((o,  Vi{a}))  auf  dem 
Polygon  i^igg  iiictt  unmittelbar  angegeben  werden  kann.  Nennen  wir 
diese  im  Augenblick  noch  unbekannte  Zahl  h,  so  folgt  im  Falle  eines 
Bestes  n  für  ein  von  (1)  verschiedenes  ScJienia  (5)  als  Coincideneen- 
anjsaJU: 
(11)  1/  =  2  0  (n)  —  2  ti  (n)  +  *  *i  (n). 

Die  Anzahl  k  aber  ist,  wie  man  jetzt  endlich  bemerken  wolle,  als 
Zahl  der  Nullpunkte  von  P{(Oy  Vi{(o))  nichts  anderes  als  die  Coinci- 
denzenanzahl  der  Correspondenz  co'  =  F,((o)  oder  (um  es  mit  der 
früheren  Bezeichnung  zu  belegen)  nichts  anderes  als  die  Anzahl  der 
Fixpunkte  der  Transformation  Vi  der  F^^^  in  sich.  Nach  bekannten 
Sätzen  aus  Bd.  I  hat  man  also  ohne  weiteres  die  Resultate;  Es  ist: 

.(12)  *  «  4,  2,  3,  0, 

je  nachdem  die  Summe  von  a  und  S  hei  der  Substitution  Vi  bez.  der  Be- 
dingung: 

«  +  *  =  0,  +  1,  +  2,  +  3,  (mod.  7) 
genügt 

An  die.  hiermit  für  g  =»  7  vollständig  geleistete  Bestimmung  der 

Anzahl  v  knüpfen  wir  im  nächstfolgenden  Kapitel  wieder  an. 

§  6.     Ansatz  für  die   Integralrelationen  der  ^'(o  |  a),  j{g)  \  ß)   bei 
den  Modularoorrespondenzen  einer  beliebigen  Frimzahlstufe  q*). 

Der  elementare  Charakter  der  voraufgehenden  Betrachtungen  be- 
ruhte auf  dem  Umstände,  dass  in  den  bisher  erledigten  Fällen  jeweils 
nur  eine  zahlentheoretische  Entwicklungsfunction  in  Betracht  kam. 
Wird  die  Anzahl  dieser  Functionen  >  1,  wie  schon  bei  2=  11,  wo 
wir  deren  fünf  haben,  so  müssen  wir  bei  der  Aufstellung  der  Integral- 
relationen indirect  verfahren.  Indem  wir  das  hiermit  gemeinte  Ver- 
fahren sogleich  im  allgemeinen  Falle  q  (den  wir  im  vorigen  Kapitel 
vorbereiteten)  skizzieren  wollen,  genügt  es,  wenn  wir  dabei  allein  die 
Integrale  i  (co  |  a)  und  j{o  \  ß)  in  Betracht  ziehen.  In  der  That 
werden  wn  bei  den  späteren  Anwendungen  (§  9)  die  Integrale  j  (a  \  0) 
des  Teilungspolygons  durch  ein  indirectes  Schlussverfahren  gleich  selbst 
mit  erledigen,  wobei  uns  die  bezüglichen  Entwicklungen  des  vorigen 
Kapitels  (p.  566  £F.)  zu  statten  kommen  sollen. 

Des  besseren  Überblicks  halber  senden   wir  voraus,  dass  in   den 

*)  Man  vergl.  hier  die  Note  von  Hurwitz  in  den  Leipziger  Berichten  vom 
4.  Mai  1886,  anf  welche  wir  schon  wiederholt  Bezug  nahmen. 
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nächstfolgenden  Formeln  e,  f,  g,  h  als  Summationsbuchstaben  ge- 
braucht werden  sollen,  und  zwar  sollen  sich  dieselben  auf  die  Bereiche 
beziehen: 

«;/^=  ^  2,  ...,  A;    ^,  A  =  l,  2,  ..•,fi. 

Die  Zahlen  A,  /x  haben  wir  dabei  im  Sinne  des  vorigen  Kapitels  bei- 
behalten, wo  für  jeden  quadratischen  Rest  a  insgesamt  X  Integrale 
je(c)  I  a)    ausgewählt  wurden   und    für   jeden  Nichtrest  ß  ft  Integrale 

i*(«  \ß)'  •  , 

Indem    wir   jetzt   bei   vorgegebener   Ordnung   n   der    erweiterten 
Transformation  am  Schema  (  ^'      )  wie  bisher  festhalten  und  dann  in 


(o,'  l)  '''%  ^'' 


i?o,  jRij  ...  ein  zugehöriges  Repräsentanteusystem  bilden,  ist  ui^sere 
Aufgabe,  die  Integralmmmen: 

durch  die  ursprünglichen  p  Integrale  g*®'  Stufe  linear  auszudrücken.  Hier- 
bei haben  wir  zur  Abkürzung  O  statt  0(n)  geschrieben,  und  es  ist 
für  jede  in  Betracht  kommende  Combination  e,  a,  sowie  für  jede  Com- 
bination  g,  ß  eine  Summe  (1)  zu  bilden. 

Um  die  gedachten  Integralrelationen  wirklich  zu  gewinnen,  übe 
man  erstlich  auf  a  in  (1)  die  Substitution  S  aus  und  berücksichtige 
dabei  die  offenbar  zutreffende  Congruenz: 

Es  crgiebt  sich  hieraus  leicht,  dass  die  erste  Summe  (1)  gegenüber  S 
den  Factor  «**"  annimmt,  die  zweite  aber  den  Factor  £"/*;  jene  erste 
Summe  ist  also  in  denjenigen  l  bez.  /x  Integralen  linear  darstellbar, 
welche  eben  diesen  Factor  £"**  gegenüber  S  aufnehmen,  und  die  zweite 
Summe  (1)  entsprechend  in  den  /x  bez.  A  Integralen  vom  Factor  £*/'. 
Wie  man  sieht,  tritt  hier  die  Fallunterscheidung  ein,  ob  n  quadra- 
tischer Rest  oder  Nichtrest  von  q  ist.  lu  der  That  werden  wir  gleich 
explicite  sondern  und  haben  als  die  zu  discutierenden  Ans|^e: 

L  im  Falle  eines  quadratiscJien  Restes  n  von  q: 


(2) 


^je{Rk{G})  I  a)  =  ^  aef(n)jf{(o  \  na), 

<^— 1  ft 

^j,{R,(o)  \ß)^^  h,{n)j,{o  I  nß), 


(3) 
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IL  im  Falle  eines  quadratischen  Niclitrestes  n  von  q: 

^je{Rk(c3)  \  a)  =  ^  c,k(n)JH(fo  |  na), 

Hierzu  gleich  die  nachfolgenden  Erläuterungen:  Erstlich  sollten 
wir  bei  diesen  Ansätzen  strenge  genommen  allenthalben  rechter  Hand 
additive  Constante  hinzunehmen;  aber  dieselben  sind,  wie  früher,  als 
unwesentlich  um  der '  einfachen  Schreibweise  der  Formeln  willen  stets 
ausgelassen.  Ferner:  Die  Coefficienten  a,  b,  c,  d  auf  den  rechten 
Seiten  von  (2)  und  (3)  werden  natürlich  mit  wechselndem  n  andere 
und  andere  Werte  darbieten;  in  diesem  Sinne  haben  wir  sie  in  (2) 
und  (3)  gleich  als  Functionen  der  Ordnung  n  geschrieben,  wobei 
dann  natürlich  Functionen  a{n)  und  &(n)  nur  für- Reste,  Functionen 
c{n)  und  d{n)  nur  für  Nichtreste  n  in  Betracht  kommen.  Es  ist 
aber  sehr  zu  betonen,  dass  in  der  einzelnen  unserer  Formeln  (2),  (3) 
die  Zahlwerte  a  bez.  b,  c,  d  unabhängig  sind  von  dem  besonderen  Beste 
a  bez.  dem  besonderen  Niddreste  ß.  Dies  sieht  man  leicht  ein,  wenn 
man  auf  das  o  der  einzelnen  Formel  (2),  (3)  die  schon  p.  565  ein- 
geführte Substitution  U  ausübt  und  dabei  die  leicht  zu  verificierende 
Congrueuz : 

in  Betracht  zieht.  Man  hat  also  (immer  unter  Gebrauch  des  einmal 
ausgewählten  Schemas)  beim  einzelneu  Reste  n  insgesamt  k^  Coeffi- 
cienten a«/  und  ft^  Coefficienten  bgkj  dagegen  bei  einem  Nichtreste  n 
im  ganzen  Aft  Coefficienten  Cgk  und  ebenso  viele  d^/. 

Zur  näheren  Untersuchung  der  in  Rede  stehenden  Coefficienten 
schreibe  man  jetzt  explicite: 

M^)  =  n  [ — 25^ — j'  ^*=l  0,  D,-^) 

und  trage  demnächst  die  im  vorigen  Kapitel  p.  579  gegebenen  Potenz- 
entwicklungen für  unsere  Integrale  ein.  Indem  wir  dann  immer  nach 
ansteigenden  Potenzen  linker  Hand  umordnen,  tritt  eine  Rechnung  ein, 
wie  wir  sie  in  den  voraufgehenden  Paragraphen  öfter  durchgeführt 
haben;  z.  B.  für  die  erste  Reihe  (2)  finden  wir  linker  Hand  in  der 
nach  ansteigenden  Potenzen  von  r  geordneten  Entwicklung  den  Coeffi- 


m 


cienten  der  Potenz  r'  in  der  typischen  Gestalt: 
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2"  **•(")■ 

d 

WO  sich  die  Summe  auf  die  gemeinsamen  Teiler  d  von  m  und  n  be- 
zieht. Der  Vergleich  der  Coefficienten  gleicher  Potenzen  rechts  und 
links  ergiebt  alsdann  in  unseren  vier  Fällen  (2),  (3)  die  Resultate: 


(4) 


d 

6 


/=1 

=i;«.»(«)z*(m),  (?) 1,(7)=-!, 

A=l 

wobei  die  für  den  einzelnen  dieser  Fälle  charakterisljischen  Legendre- 
schen Zeichen  immer  gleich  rechter  Hand  angefügt  sind.  Diese  For- 
meln sollen  uns  nun  zur  Bestimmung  der  a,  b,  c,  d  das  Fundament 
abgeben. 

Zuvorderst  folgert  man  aus  (2)  und  (3)  vermöge  der  linearen 
Unabhängigkeit  der  Integrale  j(c)  \  cc)^' j(a}  \  ß)  leicht,  dass  die  a^/(n) 
etc.  eindeutige  arithmetische  Functionen  von  n  sind.  Cm  aber  über  diese 
Functionen  Genaueres  anzugeben,  benutzen  wir  nun  den  Umstand,  dass 
die  linken  Seiten  der  Gleichungen  (4)  durchgehends  symmetrisch  von 
m  und  n  abhängen.  Also  wird  auch  z.  B.  in  der  ersten  Formel  (4), 
wo  m  und  n  zugleich  quadratische  Reste  von  q  sind,  die  rechter  Ha^d 
stehende  Summe  ihren  Wert  bei  Vertauschung  von  m  und  n  nicht 
ändern.  Ein  Gleiches  gilt  auch  für  die  dritte  Formel  (4),  in  welcher 
m  und  n  gleichfalls  im  quadratischen  Charakter  modulo  q  überein- 
stimmen; wir  haben  also  die  Ergebnisse: 

^ «,,(»)  */(«»)  =2 «./('»)  Mn),  für  ©  =  +  1 ,  (^)  -=  +  1 , 


(5) 


2 


c.*(«)z*(»0  =2 ^'*(»«) «>*(«),  för  6) 1,(7) 1. 


A  =  l 


Stimmen  aber  m  und  n  in  ihren  quadratischen  Charakteren  mod.  q 
nicht  überein,  so  liefern  io  analoger  Art  die  zweite  und  vierte  Re- 
lation (4);  mit*  einander  combiniert,  das  Resultat: 
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Jetzt  bilde  man  die  erste  Relation  (5)  bei  einem,  einzelnen  vor- 
gelegten Reste  n  und  bei  stehend  gedachtem  e,  indem  man  fQr  m  der 
Reihe  nach  X  apecielle  Reste  tn^j  m^,  ...;  Wi  einträgt.  Die  letzteren 
können  wir  nach  p.  580  so  gewählt  denken ,  dass  die  A-gliedrige  De- 
terminante I  tlf/(nif')  I  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  hat.  Die 
damit  bei  stehendem  e  für  jeden  Rest  n  gewonnenen  X  Gleichungen 
fassen  wir  als  solche  für  die  X  unbekannten  Grossen  aei{n), ..  .^  aex{n) 
auf.  Unser  Gleichungssystem  hat  eine  von  Null  verschiedene  Deter- 
minante, und  die  rechten  Seiten  sind  ersichtlich  lineare  homogene  Ver- 
bindungen der  k  von  n  abhängenden  Functionen  ^i(n);  . . ,,  ^i(n)  mit 
von  n  unabhängigen^  durch  die  Auswahl  der  m^,  m^,  ..  .ytnx  fest  be- 
stimmten, Coefficienten.  Durch  Auflösung  des  fraglichen  Gleichungs- 
systems finden  wir  das  sehr  wichtige  .Ergebnis:  Es  ist  a^fin)  eine 
lineare  homogene  Function  der  X   Werte  ^j(n),  . . .,  ^^(w): 

(7)  a,^{n)  =  «ij?*i(n)  :}.  «i/V,(n)  +  •  •  •  +  «i/^^i(n) 

mit  Coefficienten  a^f,  die  von  n  unabhängig  sind. 

Es  könnte  scheinen,  dass  die  X  Coefficienten  a«/  vielleicht  noch 
von  den  particulär  ausgewählten  X  Resten  my  abhängig  sein  möchten. 

Es  sind  indessen  die  «1/ ,  . . .,  a^/  gewisse  X  bei  der  q*^  Stufe  für  stehende 
Combination  (ef)  eindeutig  bestimmte  Grössen.  Könnten  wir  nämlich 
die  Function  ae/(n)  für  alle  positiven  Reste  n  noch  durch  ein  zweites 

Zahlsystem  a^/,  . . .,  ai/  ebenfalls  in  der  Gestalt  (7)  darstellen,  so  gäbe 
es  augenscheinlich  ein  System  nicht  durchgehends  verschwindender 
Zahlen  a^,...,ax,  welches  der  Gleichung 

«1  ^i(w)  +  ««^«W  +  •  •  •  +  f^iM^)  =  0 

für  jeden  Rest  n  genügte.  Damit  aber  wären  offenbar  die  'X  Integrale 
ii(^  I  «)>  "  'tjx((xi  I  a)  linear -abhängig. 

Die  übrigen  Relationen  (5),  (6)  ziehen  wir  nun  zu  völlig  analogem 
Gebrauche  heran.  Indem  wir  zusammenfassen ^  ergeben  sich  die  Dar- 
stellungen: 

soune  entsprecJiend  für  die  c,  d: 


(8) 


(9)  { 


I 
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Dabei  beziehen  sich  natürlich  die  Formeln  (8)  auf  die  Reste  n,  die 
Formeln  (9)  auf  die  Nichtreste.  Überall  aber  sind  die  Caefficienten- 
systetne  ccy  ßj  y,  S  von  n  unabhängig  und  eindeutig  bestimmt  Wie  man 
sie  zu  bestimmen  vermag,  werden  wir  im  nächsten  Paragraphen  am 
Beispiele  g  =  1 1  betrachten. 


§  7.     Wirkliche  Aufstellung  der  Integralrelationen  für  ^  =  11. 

Bei  der  Hauptcongruenzgruppe  elfter  Stufe  fanden  wir  im  vorigen 
Kapitel  im  ganzen  /tcn/*  Entwicklungsfunctionen,  drei  für  die  Beste  n, 
nämlich  ^i(n),  ri)^(n)y  ^^{n),  und  zwei,  XiW>  Xtip)}  ^^  ^i®  Nicht- 
reste. Die  arithmetische  Definition  dieser  Functionen  wurde  im 
vorigen  Kapitel  vollständig  geleistet.  Wir  wollen  von  den  dort  ge- 
gebenen Regeln  aus  zum  Zwecke  der  weiter  folgenden  Rechnungen 
für  niedere  Argumente  n  eine  Tabelle  für  die  zugehörigen  Werte 
der  ^,  X  anlegen: 


n 


tt 


'2 


ti 


n 


%\        %i 


1 

1 

1 

1 

0 

2 

0 

—  1 

3 

1 

1 

-  1 

6 

1 

0 

4 

2 

0 

1  ■ 

7 

-  1 

0 

5 

3 

1 

0  i 

8 

—  1 

1 

9 

2 

0 

-1 , 

10 

0 

—  1 

12 

2 

—  2 

0  1 

1 

13 

1 

1 

14 

0 

0 

2 

17 

—  2 

1 

15 

-3 

1 

-1  ! 

18 

1 

1 

16 

4 

2 

-1  ' 

19 

2 

—  2 

20 

-  6 

0 

1  ,i 

21 

—  1 

2 

23 

9 

1 

1 

-1  i 

24 

—  2 

2 

25 

—  4 

4 

o; 

28 

.   0 

—  2 

26 

0 

2 

-3 

29 

3 

—  3 

27 

—  5 

-1 

3 

30 

1 

0 

31 

5 

1 

3  : 

32 

3 

1 

34 

0 

2 

3  " 

35 

1 

0 

36 

4 

—  2 

-  1 

39 

0 

—  2 

37 

7 

1 

.  2I' 

1 

40  . 

—  1- 

1 

38 

0 

4 

-2; 

41 

—  3 

-  1 

42 

0 

4 

0  , 

43 

-  1 

-2 

Unsere  Aufgabe  ist  nun,  für  den  Fall  q  =  \\  die  Relationen  (8), 
(9)  §  6   explicite  zu    berechnen.     Zu    diesem   Ende    specialisieren   wir 
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zuvorderst  die  erste  Relation  (4)  §  6  för  g  «»  11;  es  ergiebt  sich: 
(1)  a.i(w)^i(m)  +  aei(n)t^{m)  +  ae8(n)^3(m)  =^  *^,  (^)  . 


Hier  substituiere  man  der  Reihe  nach  die  drei  quadratischen  Reste 
m  =  1;  3;  5  und  findet  unter  Benutzung  der  vorstehenden  Tabelle  das 
Gleichungssystem: 

—  aei(n)  +  aei(n) 
«•i(w)  +  aei{n)  —  ae9{n) 


,  Saei(n)  +  ae%(n) 

Durch  Auflösung  dieses  Gleichungssystems  findet  man  Ausdrücke  der 
a^fin)  durch  die  '^^  aber  freilich  noch  nicht  diejenigen  Darstellungen 
(8)  §  6;  um  welche  es  sich  eigentlich  handeln  soll.  Immerhin  be- 
nutzen wir  doch  die  zunächst  für  die  aef{n)  erhaltenen  Formeln,  um 
für  die  drei  ersten  in  Betracht  kommenden  Zahleu  n  «  1^  3;  4  die 
zugehörigen  Werte  der  neun  Functionen  öe/(n)  zu  berechnen;  man 
findet: 

«Sl  =0,  «88  =  0,  «33 

«11  =   —   1,     «12  =  0, 


für  n  =  1 


für  n 


«18  =  0, 
«28  =  0, 

•1, 
=  0, 


a 


a 


für  n 


«21  =  0; 

«31  =  0; 

«11  ==^  ^>     «12 

a 


22 


«82  = 


1;  «S8  =  —  2, 


1,     «M 


a 


'^21 


18 
«28 


0, 

0, 
2, 


«88  =  1- 


=  0, 
0,        a„  =  0, 

«81  =  0,  «32  =  1  > 

Nunmehr  ziehe  man  auch  die  erste  Formel  (5)  §  6  heran  und 
setze  in  derselben;  indem  wir  sie  vielleicht  zunächst  für  e  »»  1  spe- 
cialisieren,  für  m  nach  einander  die  Werte  1,  3,  4  ein.  Wenn  wir 
die  eben  gefundenen  Zahlwerte  der  a«/  sowie  die  Werte  der  ^^  be- 
rücksichtigeU;  entspringen  solchergestalt  die  drei  Gleichungen: 

f  —  «11 W  +  «12  W  =  +  ti(n), 

+  «iiW  +  «12W  —  «isW  =  —  ^i(n), 
2  «ii(w)       •  +  «isW  =  -  2  ^,(^)- 

Die  Auflösung  derselben  ergiebt  die   gewünschten  Ausdrücke  für  die 
drei   Functionen  ai/{n).     Die   übrigen    sechs  ag/(n)   erledigen  sich  in 


(2) 


(4) 
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derselben  Art,  und  wir  gewinnen  so  als  die  linearen  homogenen  Aus- 
drücke der  neun  arithmetischen  Functionen  aef(n)  in  den  drei  ^«(n); 

«ii(«)  =  —  ^1 W;   «i2(w)  =  0,  ai8(w)  =  0, 

(3)       a8i(«)  =  0,  Ö28(w)  =  ^2(«)»    Ö23(w)  =  2V's(w), 

«31 W  =  0,  flsaCn)  =  %(n),    a^{n)  =  ^,(fi)  +  ^^(n). 

Für  die  quadratischen  Reste  n  kommen  ausserdem  noch,  wie  wir 
wissen,  vier  arithmetische  Functionen  &pa(^)  in  Betracht,  die  wir  jetzt 
noch  in  ^«(^)  darzustellen  haben.  Die  Rechnung  gestaltet  sich  infolge 
der  Minderzahl  der  b  noch  einfacher,  als  soeben  bei  den.a,  und  man 
erhält  als  die  linearen, Ausdrücke  der  vier  bgk(n)  durch  die  ^*(n).-  • 

b^i(n)  =  2il;^(n),   622(w)  —  ^«(w)  +  *s(w). 
Die  Integralrelationen  selbst  werden  daraufhin  unier  Beibehaltung 

des  Schemas  \r^  i)  tm  Falle  eines  quadratischen  Bestes  n  die  Gestalt 
darbieten: 

^Ji(Rk((o)  I  a)  =  —  V'i  •  ii  (o  I  na), 

^j^(Rk{(D)  I  a)  =  V'a  •  h{G}  I  na)  +  2  V's  •  JaC«  I  na), 

k 

^Js^Bkio))  I  «)  =  ^3  'j^{o  I  na)  +  (f^  +  f^)  •  J3(a>  |  na), 

k 

^j,iE,(a,)  I  /3)  =  ^,  •  ji(a,  ]  nß)  +  t,  j.ia,  |  nß), 

k 

^j,{R,iaj)  \ß)  =  2f,  -j.iia  |  nß)  +  (^,  +  ^,)  -^,(0)  |  nß). 

k 

Wollen  wir  aber  lieber  unter  Bk  ein  Repräsentantensystem  11*^  Stufe 

vom  Schema  (    '    j  verstehen,  so  hat  man  hier  nach  bekannten  Sätzen 

nichts  weiter  zu  thun,  als  in  (5)  rechter  Hand  auf  o  eine  Modulsub- 
stitution V  auszuüben,  welche  mod.  11  der  Bedingung 


(fi) 


/n,  0\  /«,  ß\  ^  (a,  b\ 
\0,  l/\y,  d/  —  \c,  d) 


genügt.  —  Das  Argument  n  der  ^,  haben  wir  in  (5)  der  Kürze  halber 
allenthalben  fortgelassen. 

Im  Falle-  eines  quadratischen  Nichtrestes  n  treffen  wir  auf  ganz 
ähnliche  Verhältnisse,  und  wir  führen  hier  die  Rechnungen  nicht  noch 
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einmal  aftefübrlich  durch.  Vielmehr  genüge  die  Angabe  des  fertigen 
Resultates:  Die  Integrairelationen  elfter  Stufe  haben  im  FaUe  eines  qua- 
dratischen Nichtrestes  n  von  11  unter  Beibehaltung  des  Schemas  \r!  -i) 
die  Gestalt: 

k 

^j^{Bt{io)  I  c)  =.  4^1  -Ma  I  na)  +  2%,  -him  \  na) , 

k 

(6)     .    ^hi^t{«>)  I  a)  •=  2x,  -iiCcj  I  na)  +  (2  Xi  +  Xt)  'isC"  I  ««). 
^jJBkia»  \ß)  =  z,  -hito  I  n/3)  +  jr,  -j.^m  |  nß), 

k 

yjhiBk^to)  I  /3)-=  X,  -iiC«  I  nß)  +  (2  jr,  +  X,)  M«  I  nß). 

Natürlich  repräsentiert  hier  infolge  der  wechselnden  Werte  a,  ß  jedes 
Gleichungsystem  (5),  (6)   im    ganzen    25  Integralrelationen. 


§  8.    Vorbemerkangen  zur  Auswahl  einer  BasiB  von  Correspondenzen 

für  efiie  beliebige  Frimzahlstofe  q. 

Indem  wir  zu  den  Correspondenzen  einer  beliebigen  Stufenzahl  q 
zurückkehren,  gilt  es,  auf  Grundlage  des  vorletzten  Paragraphen  die 
Primformdarstellung  jener  Correspondenzen  zu  ermöglichen.  Wir 
haben  hierbei  einfach  die  Principien  der  Hurwitz'schen  Correspondenz- 
theorie  in  Anwendung  zu  bringen.  Um  genau  nach  den  bezüglichen 
Vorschriften   zu   verfahren,  hätten    wir   uns   für   die  Fläche   Fq(g*—i) 

eine  Minimalbasis  von  Correspondenzen  zu  bilden,  in  welcher  wir  her- 
nach jede  etwa  vorzulegende  Modularcorrespondenz  nach  der  allge- 
meinen Formel  (3)  p.  551  würden  darstellen  können.  Jedoch  wollen 
wir  hier,  den  particulären  für  uns  vorliegenden  Verhältnissen  Rech- 
nung tragend,  in  etwas  von  jenem  allgemeinen  Programm  abweichen. 
Erstlich  wollen  wir  der  zu  Grunde  zu  legenden  Basis  von  Corre- 
spondenzen nicht  irgend  welche  auf  der  Fq^^^i)  existierende  Corre- 

~1      ■ 

spondenzen  einreihen  (über  die  wir  ja  doch  nichts  wissen),  sondern 
wählen  zu  diesem  Zweck  einzig  Modularcorrespondeneen  }*"  Stufe  ver- 
schiedener Ordnungen  n  aus.  Dies  hat  dann  freilich,  wie  wir  noch  sehen 
werden,  den  Nachteil,  dass  wir  solchergestalt  im  allgemeinen  nicht 
auf  eine  Minimalhti^i^  treffen;  doch  ist  dieser  Umstand  weiterhin  nicht 
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von  Belang.     (In  der  That  hätten  wir  auch  bei  der  allgemeinib  Theorie 
nicht  durchaus  eine  Minimalbasis  gebrauchen  müssen.) 

Des  weiteren  trennen  wir  auch  hier  die  Fälle  quadratischer  Reste 
n  von  den  Nichtresten;  wir  werden  nämlich  zwei  Basen  auswählen, 
deren  erste  für  die  Beste^  deren  andere  für  die  Nichtreste  n  in  Krafl 
treten  soU.  Es  trifft  sich  hierbei ,  dass  wir  in  jenem  Falle  gerade  A 
CorrespondenzeU;  in  diesem  aber,  ft  zu  einer  Basis  vereinen  mfissen^ 
A  und  ^  in  der  bisher  immer  gebräuchlichen  Bedeutung  gemeint 
Dies  widerstreitet  nur  scheinbar  dem  Umstände,  dass  die  sonst  immer 
mit  t  bezeichnete  Anzahl  linear- unabhängiger  Correspondenzen  auf 
der  Fläche  Fq(^^i),,eine  festbestimmte  ist.     Die  Sachlage  ist  einfach 

diC;  dass  für  die  Darstellung  der  Modularcorrespondenzen  mit  quadra- 
tischem. Rest  n. bereits  eine  Basis  von  k  unabhängigen  Correspon- 
denzen ausreicht.  Dabei  ist  also  sicher  X^t;  aber  es  wird  gar  nicht 
behauptet,  dass  X  (oder  entsprechend  fi  im  Falle  der  Nichtreste  n) 
den  Maximalbetrag  t  etwa  wirklich  erreicht. 

Indem  wir  hier  übrigens  Correspondenzen  verschiedenener  Ord- 
nungen n  zu  einer  Basis  zusammenstellen  wollen,  müssen  wir  vorab 
noch  eine  Bemerkung  über  die  Auswahl  der  Bepräsentantensysteme  g*" 
Stufe  voraussenden.  Mögen  die  beiden  Ordnuj}gen  n  und  n'  im  qua- 
dratischen Charakter  mod.  q  übereinstimmen,  so  sollen  die  beiden  zu- 
gehörigen ßchemata  (   '   ,j   und   (  /  ,  J  einander   mod.  q   congruent 

heissen,  falls  die  Bedingung: 

(1)  a'  :b' :  c'  :d'  ^E^  a:b  :  c  :  d,  (mod.  q) 

erfüllt  ist.  Natürlich  können  wir  diese  Proportion  auch  in  vier  einzelne 
Cougruenzen  spalten,  indem  wir  die  ganze  Zahl: 

(2)  n  =  ±y^,  (mod.  q) 

einführen;  dann  nämlich  haben  wir  zufolge  der  Congruenzen: 

ad  —  bc^n,    ad'^-Vc  ^n',  (mod.  q) 
an  Stelle  von  (1)  offenbar  die  vier  Congruenzen: 

(3)  a'  "^na,  b'  "^nb,  c  ^  Ttc^  d'  ^nd,  (mod.  q) 

zu  setzen.     Unsere  Verabredung  erlaubt  uns  ersichtlich,   die  -—J— 

Schemata  der  Ordnung  n  auf  die  Schemata  der  Ordnung  n  wechselweise 
eindeutig  ssu  beziehen,  indem  wir  eben  immer  congruente  Schemata 
einander  zuordnen.  Und  nun  wird  es  hernach  unsere  Massnahme  sein, 
dass  wir  für   die  Reste  n   gewisse  X  Correspondenzen  von  mod,  q  con- 
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gruenten  Schemen  zur  Basis  zusammenstellen,  wie  wir  dann  ein  Gleiches 
weiterhin  auch  für  die  Nichtreste  *n  ausführen  werden. 

Zum  Vorstehenden  sei  etwa  noch  bemerkt,  dass  im  Falle  zweier 
quadratischen  Reste  n,  n'  insbesondere  n  ^  \  (mod.  q)  genommen 
werden  mag.  Als  die  unterschiedenen  Schemata  für  die  Ordnung  n 
können  Wir  dann  einfach  die  mod.  q  incongruenten  Modulsubstitutioneu 
ansprechen;  auf  diese  letzteren  also  werden  wir  für  jeden  Rest  n  ver- 
möge (1)  oder  (3)  die  zugehörigen  Schemata  eindeutig  beziehen. 

§  9.     Bildung  einer  Basis  von  Oorrespondenzen  für  den  Fall  eines 

quadratischen  Restes  n*). 

Um  auf  Grund  der  vorstehend  entwickelten  Verabredungen  zu- 
vörderst für  die  quadratischen  Reste  n  eine  Basis  von  Oorrespondenzen 
zusammenzusetzen,   verstehen  wir* unter  n  und  n'  zwei  unterschiedene 

Reste  von  q.    Für  n  gelten  unter  Zugrundelegung  des  Schemas  l    '     j 
die  (A  +  /*)  •  ^v~  Integralrelationen:  •       " 


(1) 


fjy-i 


2  ^'^^t^^^'^  ^^  =  ^ ^'f(^)H^  I  wa)  +  consi, 


</>— 1  U 


^  MB, («)  I  |3)  =  2  V  (»)i*(">  I  nß)  +  const., 

WO  wir  rechter  Hand  des  ausführlichen  die  additiven  Constanten  hinzu- 
gesetzt haben.    In  ganz  entsprechender  Weise  finden  wir  für  die  Ord- 

^'     j  die  Relationen: 

^  je  (lik  {(o)  I  a)  =  ^  aef(;OJÄ^  I  «' «)  +  const., 


(2) 


^URiH  I  ß)=^b,,{n)Ma,  I  «/3)+  const., 


k=aO  A=l 


wobei  zur  Abkürzung  0'  für  0(n')  geschrieben  ist. 

Vermöge    der  Verabredung   des   vorigen  Paragraphen   wolle  man 

demnächst  von  Rk  zu   einem  neuen  Repräsentantensystem  Rk  gehen, 
dessen  Schema  eben  im  Sinne  jener  Verabredung  mit  den»  in  (1)  vor- 

*)  Vergl.  hier  und  für   die  nächstfolgenden  Paragraphen   allenthalben   die 
wiederholt  genannte  Note  von  Hurwitz  in  den  Leipz.  Berichten  vom  4.  Mai  1885. 
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liegenden   Schema   (^'  .  j    mod.  g^congruent    ist.     Zu    diesem   Ende 
haben  wir  zu  setzen: 

(3)  ''^l/j'    U(a>)  =  ^,  =  x>m,{mod.q). 

Schreiben  wir  nämlich  nun  Bt  °=  Rl,  U,  so  wird  o£fenbar: 

yitW,  0 


Ri  = 


(o""'V?)^^^;?)'("^'*-«)- 


Bei  der  bekannten  Wirkung   der  soeben   eingefährten  SubsUtution   U 
auf  unsere  Integrale  j{(o  \  a),  j(g)  \  ß)  ergiebt  sich  aus  (2): 


(4) 


/    </>'  — 1  i 

^  je{B!ti(o)  I  cc)  =  ^  aef{n)jf{a}  \  na)  +  const, 


*'-! 


"^j,{Rk{(o)  I  ß)=^b,,{n)j,{m  I  nß)  +  const 


Dejc  Erfolg  ist  ersichtlich  der,  dass  in  je  etoei  einander  entsprechenden 
Relationen  (1)  und  (4)  rechter  Hand  Integrale  stehen,  die  gegenüber  S 
das  gleiche  Verhalten  zeigen. 

Zur  Fortsetzung  unserer  Entwicklung  nehmen  f9\r  nunmehr  für  n 
der  Reihe  nach  die  X  unterschiedenen  quadratischen  Reste  ^i;  tt,,  •  •,  «iji 
und  bilden  fQr  sie  alle  jedesmal  das  System  der  Integralrelationen  (4); 
die  l  Repräsentantensysteme  schreiben  wir  dabei  kurz  jB*  ,  • -,  jßt^^ 
während  Oi,  •  •,  4>i  die  bezüglichen  Teilersummen  sein  sollen.  Für  jede 
Combination  e^  a  bez.  g^  ß  haben  wir  somit  X  Integralrelationen; 
denen  wir  die  zugehörige  Relation  (1)  als  {X  +  1)**  anreihen.  Es  ist 
dann  unser  Ziel,  die  zu  den  Ordnungen  n^y  n^,  ,  . ,  nx  gehörenden  Corre- 
spenden zen  zur  Basis  ein  für  alle  Mal  fest  auszuwählen^,  um  jn  ihr 
die  Correspondenz  des  beliebigen,  anianglich  ausgewählten  Restes  n 
darzustellen. 

Zu  diesem  Ende  seien  6^,  ö^f  •  •,  6x  gewisse  A,  noch  nicht  näher 
bestimmte,  Constante;  wir  wollen  dann  zur  einzelnen  Relation  (1)  die 
X  zugeordnete^  Relationen  der  Ordnungen  w^,  •  • ,  W;i,  bez.  mit  (^i,  •  • ,  tfi 
multipliciert,  hinzuaddieren.  Linker  Hand  werden  wir  solchergestalt 
die  Ausdrücke  erhalten: 

i  <^— 1  «JV-i  "^x—^ 

^MR,(m)  i  «)  +  ,T,2'i.(Bl''(a,)  !«)  +  ••  +  c,-^ MR!^t\a>)  \  «), 


{5) 


*=0  *  =  ü  *=0 
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während  sich  aus  den  rechten  Seiten  der  Relationen  (1)  und  (4)  als 


Werte  dieser  (A  +  ft)  • .' 

X 


2-1 
2 


Ausdrücke  die  folgenden  ergeben: 


(6) 


const.  +  ^j/{p \na)-    a,/ (n)  +  ^ 6i a,/ (n,) 


X 


const.  +  ^jh{p  \nß)'    Igk («)  +  ^ <fi bghifti) 

Nunmehr  war  das  wesentlichste  Resultat  des  §  6,  dass  die  ««/(n), 
fepA(»)  homogene  lineare  Combinationen  der  ^i(n),  ••,  ^i(w)  mit  von 
n  unabhäugigen  Coefficienten  sind.  Tragen  wir  daraufhin  in  (6)  die 
unter  (8)  p.  615  gegebenen  Ausdrücke  für  a«/,  bgk  ein,  so  kommt  er- 
sichtlich: 

;t  X  X     • 


(7) 


l=.l 

i 


*=1 

X 


Wenn  man  hiernach  die  Constanten  6^,  -  •,  6x  so  bestimmen  kauU;  dass 
die  A  Gleichungen: 

<fi  *i  («i)  +  ^2  *i  (W2)  + b  <fxifi  (in)  =  —  *,  (n) , 


(8) 


^^1  *A  (Mi)   +   (Tj  ^^  (Wj)  +   •  •  •  +  (^2  ^;i  (W;i)  =   —  ^i  (w) 

m 

erfüllt  sind,  so  werden  sich  die  (A  +  ft)  ^-  Ausdrücke  (6)  durchweg 

auf  ihre  ersten  constanten  Glieder  zusammenziehen. 

Die  Zahlen  6\y  •  •,  öx  sind  nun  durch  das  Gleichungssystem  (8)  ge- 
rade eindeutig  bestimmt,  falls  wir  nur  die  l  Reste  n^,  •  •,  nx  so  aus- 
wählteu,  dass  die  A-gliedrige  Determinante: 

(9)  D=\  fl;,(n,)  I 

einen  von  Null  verschiedenen  Wert  hat.  Nach  p.  580  hat  eine  der- 
artige Auswahl  der  w^,  •  •,  nx  keinerlei  Schwierigkeit,  und  wir  finden 
daraufhin  hei  jedem  Beste  n  für  die  6  gewisse  l  lineare  Functionen  von 
^i(n),  ^gO*)»  ••;  tx{n),  wobei  die  Coefficienten  dieser  Functionen  von  n 
unabhängige  rationale  ZaJden  mit  detn  Generälnenner  D  sind,  insofern 
doch  bei  der  früher  getroffenen  Auswahl  der  j{a)  |  a)  die  fk  durch- 
gehends  ganze  Zahlen  darstellen.  Für  die  somit  bestimmten  <^i,  . .,  <fxj 
die  also  bei  jedem  particulären  n  selbst  rationale  Brüche  $nit  dem  Nenner 
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D  vorstellen,  werden  die  Ausdrücke  (5)  mit  Constanten  identisch;  ver- 
steht man  demgemäss  unter  j(aj)  eine  beliebige  lineare  QmibinaÜan  cuis 

den  (A  +  f*)  ^T-  Integralen  j{p  \  a),  j{p  \  ß),  so  wir^  für  dieses  In- 

tegral  j{p)  utid  für  unsere  rationalen  Zahlen  6  die  Rdation  gellen: 

(10)  ^j(R,(to))  +  ö.^jilij^^iio))  +  •••  +  6x^j(B!^\a^)  =  const 

Die  (n  -|-  1)  hier  zur  Geltung  kommenden  Repräsentanteusysteme 

waren  hier  zunächst  so  ausgewählt,  dass  sie  alle  mod.  q  mit  (    '     ) 

cougruent  waren.     Indem  wir  aber  jetzt  in  (10)  auf  (d  eine   beliebige 
Modulsubstitution  ausüben,  wird  evident,  dass  diese  Relation  aucli  für 


(11) 


B  =  R<i)  =  2?«)  =  .  .  .  E^  R^>  =  (^'  ^)  (mod.  q) 


bestehen  bleibt,  wobei  (  '  )  irgend  eines  der  ?-^^^ —  unterschiedenen  Sche- 
mata g**'  Stufe  ist. 

Es  bleibt  uns  endlich  noch  zu  beweisen  übrig,  dass  die  Relation 
(10)  unter  der  Bedingung  (11)  auch  für  die  sämtlichen  Integrale  des 
Teilungspolygons  gültig  bleibt;  und  um  diese  Aufgabe  jet^t  leicht  er- 
ledigen zu  können,  hatten  wir  seinerzeit  diese  Integrale  j{p  \  0)  in  der 
charakteristischen  Gestalt  (11)  p.  570  bez.  (18)  p.  571  durch  Gombi- 
nationen  von  Integralen  j{(o  |  a),  j{p  \  ß)  dargestellt  Unter  Auf- 
nahme einer  ganzen  Zahl  v  bilden  wir  uns  von  den  Repräsentanten- 
systemen (11)  aus  die  neuen  Systeme: 

(12)  ^C")  =  5,(5+-^'  ^^''("»^  =Ä.7T"^' 

wobei  zufolge  (11)  offenbar  für  jede  ganze  Zahl  v  die  Bedingung 

R  =  R^)  =  "=  R^^,  (mod.  q) 
erfüllt  ist.     Dann  gilt  nach  dem  gerade  erhaltenen  Resultate: 

für  jedes  aus  j(ai  |  a),  j((o  |  ß)  combinierte  Integral  j{(o).  Indem  wir 
aber  dieses  jia)  zweckmässig  wählen,  können  wir  das  einzelne  Inte- 
gral j{(X)  I  0)  des  TeiluDgspolygous  zufolge  der  citierten  Entwicklungen 
in  der  Gestalt: 

•   .i  («  I  ^)  =  J  (-V-)  +  ^  (o.  +  i)  +  •  •  •  +  ^"  tq^) 
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darstellen.  Der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  folgend,  nehme  man 
nunmehr  in  (13)  der  Reihe  nach  v  =  0,  1,  . .,  q  —  1  und  addiere  alle 
so  entspringenden  q  Relationen  zu  einander.  Das  Resultat  zeigt^  dass 
die  Gleichung  (10)  auch  für  das  in  Rede  stehende  Integral  j{(o  \  0) 
gültig  bleibt  Mit  den  atis  (8)  su  herechnenden  rationalen  Zahlen 
(J,,  ..,  öx  ist  also  unter  der  Voraussetzung  von  (11)  die  Edation  (10) 
unterschiedslos  fiir  jedes  Integral  erster  Gattung  ^  Stufe  gültig. 

Durch  die  Relationen  (10)  ist  für  die  nach  den  allgemeinen  Vor- 
schriften von  p.  550  u.  f.  zu  leistende  Darstellung  der  anfänglich  her- 
ausgegrifiPenen  Modularcorrespoudenz  n^'  Ordnung  in  der  festgewählten 
Basis  Wj,  Wj,  . . .,  nji  der  Grund  gelegt.  Nur  besteht,  wie  wir  schon 
im  vorigen  Paragraphen  andeuteten,  gegen  jenen  allgemeinen  Ansatz 
hier  die  Abweichung,  dass  die  Charaktere  der  Modularcorrespondenz 
n^'  Ordnung y  nämlich  die  Zahlen  ö^,  ..,  öx,  nicht  ganzzahlig  sind^ 
sondern  allgemein  zu  reden  nur  erst  rationale  Brüche  mit  dem  ge- 
meinsamen Nenner  D  vorstellen.  Aber  wenn  wir  hier  etwa  nach 
Art  von  p.  545  ff.  den  Reductionsprocess  der  Correspondenzen- Basis 
n^,  ..,  nx  auf  eine  Minimalbasis  zur  Ausübung  bringen  wollten,  so 
würden  wir  dabei  den  ausschliesslichen  Gebrauch  von  Modularcorre- 
spondenzen aufgeben  müssen.  Andrerseits  liegt  im  Gebrauch  nicht- 
ganzzahliger  Charaktere  für  die  weiterhin  beabsichtigte  Abzahlung  der 
Coincideuzen  gar  kein  Hindernis. 

Sollen  wir  die  vorstehenden  Entwicklungen  am  Beispiel  q  =  11 
illustrieren,  so  wird  es  sich  wesentlich  um  die  hier  eintretende  spe- 
cielle  Gestalt  des  Gleichungssystems  (8)  drehen.  Indem  X  =  3  wird, 
nehmen  wir  etwa  w^  =  3,  n^  =  31,  n,  =  5  und  haben  damit  auf 
Grund  der  Tabelle  p.  616  für  (J^,  6^,  o^  ^^^  Gleichungen: 

r 

I-      <Ji  +  5(^2  +  3(^3  =  —  ^i(n), 
—  01  +  3(^2  =  -  V'sW- 

Die  Determinante  dieses  Systems  berechnet  sich  zu  D  ==  4,  und  man 
gewinnt  durch  Auflösung  von  (14)  die  nachfolgenden  Werte: 


(15) 


[4(^1  =  +  3^,  -9^,-2^3, 
4(yj  =  +     ^i  — 3V'2  — 2^3, 
l  46, 4^1  +  SV', +  4^8- 


Die  Argumente  n  der  ^|,  iff^,  ^3  haben  wir  hier  der  Kürze  halber 
nicht  mit  aufgeschrieben. 

Klein-Vrioke,  Modalfanoiionen.   IL  40 
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§  10.     Bildung  einer  Basis  von  Gorrespondenzen  für  den  Fall  eines 

Nichtrestes  n  von  q. 

Ist  n  quadratischer  Nichtrest  von  q,  so  verfahren  wir  Schritt  för 
Schritt  genau  so  wie  im  vorigen  Paragraphen.  Es  wird  genügen, 
wenn  wir  hier  das  Resultat  zusammenfassen:  Man  wähle  irgend  welche 
fi  unterschiedene  Nichtreste  von  q  aus,  nämlich  n^,  ..,  n^,  die  jedoch 
der  Bedingung  genügen  sollen,  dass  die  ft-gliedrige  Determinante: 

(1)  -E  =  I  X,(n,)  I 

einen  von  Null  verschiedenen  Wert  Jiai  Mit  Hülfe  dieser  ft  Nicht- 
reste bilde  man  die  fi  linearen  Gleichungen: 

(2)  

Hier  sind  natürlich  immer  x^  •  •;  Xm  die  ft  Entwicklungsfunctionen 
der  Integrale  q^'  Stufe  j(a)  \  ß),  und  wir  verstehen  unter  n  irgend 
eine  beliebige  Ordnung,  die  einen  Nichtrest  von  q  darstellt 

Die  ^  so  eingeführten  Zahlen  t^,  ..,  r^  lassen  sich  infolge  der 
Bedingung   E^O  aus  (2)  eindeutig  berechnen,  und  ewar  findet  tnan 

für  die  x  lineare  homogene  Verbindungen  von  Xi(n),  ..,  Xfi(n)  mü 
numerischen,  von  n  unabhängigen,  Coefficienten,  die  roHonale  Zahlen  mit 
dem  gemeinsamen  Nenner  E  vorstellen.  Für  jeden  Wert  n,  der  Nicht- 
rest von  q  und  natürlich  positiv  ist,  stellen  also  die  r^,  ..,  t^  selbst 
ratiofiaie  Brüche  mit  dem  gemeinsamen  Nenner  E  vor]  alles  das  folgert 
man  unmittelbar  aus  dem  Umstände,  dass  die  zahlentheoretischen 
Functionen  x(n)  für  alle  in  Betracht  kommenden  Werte  n  selbst  ganz- 
zahlige Werte  aufweisen. 

Wir  setzen  nun  für  das  Repräsentantensystem  n*^  Ordnung  q^ 

Stufe  das  beliebig  auszuwählende  Schema  (  '  ,)  und  mögen  (immer 

unter  Benutzung  der  erweiterten  Transformation)  die  (t>(n)  Repräsen- 
tanten lio,  .  .,  jB<^-i  haben.     Die  Systeme  iJ^^>,  JR^^^  ..,  JB^>  für  die 

Ordnungen  n^,  ..,  n^  sollen  dann  so  gewählt  sein,  dass  im  Sinne  des 
vorletzten  Paragraphen  die  Congruenz: 

(3)  R  =  ija)  =  . .  .  =  2J(^)  =  (^'  *),  (mod.  q) 

besteht.    Für  jedes  Integral  j  (m)  erster  Gattung  g**'  Stufe  ist  alsdann 
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tmter  Gdjrauch  der  vorbesümmten  raHonalen  Brüche  Tj  ,  . . ,  r^  die  Glei- 
chung: 

(4)  ^j{R,{(o))  +  r,^j{R^Ha>))  +  •••  +  t^^  j{R^'Hto))  =  const. 

unabhängig  von  o  in  GiiltigJceä,  In  den  durch  Iif^^\  ..,  Jf^'^  dar- 
gestellten fi  Modularcorrespondenzen  der  Ordnungen  n^,  ..,  n^  haben 
wir  damit  eine  Basis  gewonnen,  welche  zur  Darstellung  der  Corre- 
spondenzen  aller  übrigen  Nichtrest-Ordnungen  n  geeignet  erscheint.  — 
Um  Vorstehendes  wieder  speciell  für  q  =  11  durchzuführen,  setzen 
wir  etwa  w^  =  6,  »2  =  2.  Man  findet  dann  mit  Hülfe  der  Tabelle 
p.  616  ohne  weiteres: 

(5)  ^i  =  — ZiW,    r^  =  +  Xi(n), 

so  dass  hier  im  speciellen  die  Determinante  E  =  1  wird. 

§  11.    Darstellung  aller  Modularoorrespondenzen  q^  Stnfe  vermöge 
der  Frimform  in  den  X  bez.  fi  Gorrespondenzen  der  Basis. 

Auf  Grund  der  Ergebnisse  der  voraufgehenden  Paragraphen  ist 
jetzt  die  Darstellung  der  Modularcorrespondenzen  im  Sinne  der  p.  550  ff. 
entwickelten  Regeln  sofort  zu  leisten. 

Indem  wieder  erstlich  die  Ordnung  n  quadratischer  Best  von  q  sei, 
bilden  wir  uns  gerade  wie  in  (4)  p.  549  für  diese  Ordnung  n  den 
Primformquotienten : 

(1)  Q  (0,,  0,  I  «0,  0,0  )  =  II  _-,-g^^^^^^^-_^^. 

Hierbei   sind   cp,  (o    zwei   variabele  Punkte   der  Fläche  Fq^qt^^y   und 

fi7o,  {Oq  sind  specielle  Lagen  dieser  Punkte  o,  {o\  wegen  der  Auswahl 
der  Repräsentantensysteme  aber  behalten  wir  hier  und  in  der  Folge 
alle  Bestimmungen  der  beiden  vorigen  Paragraphen  bei.  Die  Modular- 
correspondenz    n*®'    Ordnung   von   dem    in    (1)    zu    Grunde    gelegten 

Schema  (    '   ,j  können  wir  jetzt  durch  die  Gleichung: 

(2)  .  Q(a),  cd'  I  0)0,0  =  0 
rein  darstellen. 

Um  indessen  unsere  Correspondenz  in  der  früheren  Weise  mit 
Hülfe  der  A  Correspondenzen  der  ausgesuchten  Basis  und  einer  hinzu- 
tretenden algebraischen  Function  darzustellen,  führen  wir  nach  Art  der 

Formel  (1)  die  k  speciellen  Primformquotienten  ein:     . 

40* 
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(3)  Q,(g>,  (o   I  Oft,  Or!)  =11  —^ r\ —      1^ y  (*  =  !>••*  ^)- 

Dann  ist  es  eine  Folge  der  für  jedes  Integral  j  der  q*^  Stufe  gültigen 
Relation  (10)  p.  624,  dass  die  durch: 

(4)  F(c3,  m   I  cPq,  a>o')  =  Q^  Qj^^*  Qg^^*  •  •  Q;i^;i 

definierte  Function,  in  Ahhängigkeit  jedes  ihrer  vier  Argumente  o,  et, 
^0)  ^o'  gedeutet,  eine  algebraische  Modulfunction  vorstellt  Hierbei 
sind  die  Exponenten  D,  DtTj,  . .  zufolge  des  vorletzten  Paragraphen 
durchgehends  ganze  Zahlen.  Durch  Auflosung  der  Gleichung  (4) 
nach  Q  ergiebt  sich: 

(5)  Q^((D,  CD    l^o>Q>o)  =  ^^z).,^^z)c^...^-fcr,- 

Wir  können  demnach  (durch  Nullsetzen  der  rechten  Seite  von  (5)) 
die  vorgelegte  Correspondenz  n*®'  Ordnung,  nur  erst  D-fach  gezcUdt, 
durch  algebraische  Functionen  und  die  Qj,  ..,  Q^  darstellen,  sofern 
wir  doch  hier  überall  bei  ganiszdhligen  Exponenten  der  Q^,  . .,  ^x  blei- 
ben wollen.  Um  indessen  unter  Beibehaltung  ausschliesslich  ganz- 
zahliger  Exponenten  für  die  erste  Potenz  von  Q  eine  Darstellung  zu 
bringen,  werden  wir  etwa  die  zu  Grunde  zu  legende  Basis  von  fest 
gewählten  Correspondenzen  erweitern.  Indem  wir  ji(a)  |  «),  . . ,  jx(jto  \  a) 
im  Sinne  von  p.  582  als  Jfmwuz2basis  gewählt  denken,  können  wir 
eine  endliche  Anzahl  von,  sagen  wir,  v  Systemen  zu  je  k  quadratischen 
Resten  n^,  ..,  nx  derart  bestimmen,  dass  die  zugehörigen  Determi- 
nanten |^jb(Wi)!,  die  wir  D,  2)',  . .,  ZK^—^)  nennen  mögen,  lauter  nicht- 
verschwindende  ganze  Zahlen  ohne  einen  von  1  verschiedenen  gemein- 
samen Teiler  sind.  Lag  bisher  in  Formel  (5)  das  erste  System  n^, 
..,  «2  der  Basis  [ßj,  ..,  Qa]  zu  Grunde,  so  mögen  wir  dasselbe  nun 
der  Reihe  nach  durch  die  übrigen  (v  —  1)  Systeme  mit  den  Determi- 
nanten D',  ..,  D^*'— ^^  ersetzen.  Vom  Primformquotienten  Q  der  vor- 
gelegten Correspondenz  n*®'  Ordnung  werden  wir  dann  der  Reihe  nach 
die  Potenzen: 

(6)  Q^,  ß^;  ß^", ..,  ß^^"-'^ 

darstellen,  und  zwar  immer  in  der  Gestalt  (5)  mit  Hülfe  ganzzahliger 
Exponenten  2)<y,-,  D'öi,  •  • .  Jetzt  giebt  es  nach  den  Elementen  der 
Zahlentheorie  ein  System  von  v  ganzen  Zahlen  t,  t\  . .,  t^^^^^^  welche 
der  Bedingung: 

tD  +  t'B'  H h  ^(^-i)2)(^-i)  =  1 

genügen.  Wenn  man  daraufhin  di^  auf  die  Potenzen  (6)  von  ß  fah- 
renden Formeln  (5),   bez.  ^-mal,   ^'-mal,  . .  genommen,   mit  einander 
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multipliciert,  so  tvird  o/fenbar  am  Schlüsse  Q  selbst  vermittelst  ausschliess- 
lieh  ganezahliger  Exponenten  durch  gewisse  Xv  specielle  Frimfomi- 
quotienten  ß^,  . .,  Qx,  ß/,  ..  tind  übrigens  eine  algebraische  Function 
darstellbar  sein. 

Nicht  anders  verfahren  wir  im  Falle  eines  quadratischen  Nicht- 
restes  n.  Wir  bilden  uns  hier  wieder  die  Primformquotienten  (1)  und  (3), 
nennen  dieselben  jedoch  zur  bessern  Unterscheidung  nun  H((»,cö' |  (Oq^Oq), 
Hi(cp,  ö'  I  (Oq,  c3q),  ••.  Dabei  soll  H  zu  der  beliebig  vorgelegten  Nicht- 
rest-Ordnung  n  gehören,  Hj,  ..,  H^  jedoch  zu  den  speciellen  Ord- 
nungen Wj,  ..,  n^  der  ausgewählten  Basis.  Unter  Aufnahme  der  Be- 
zeichnungen des  vorigen  Paragraphen  haben  wir  alsdann  in 

(7)  F\a,  Ol'  I  a>o,  <)  =  H^  H,'^-«  H/'.  •  •  •  H/-V 

eine  von  vier  Punkten  der  Fläche  abhängende  algebraische  Function, 
worauf  wir  nun  wieder  umgekehrt  für  den  unsere  Correspondenz  dar- 
stellenden Ausdruck  H  in  2^  und  Hj,  ..,  H^  die  Gestalt: 

(8)  H*(a,,  0,   I  Co,  a,J  -  —-.^^^,^——^- 

gewinnen.  —  Auf  eine  (übrigens  genau  wie  soeben  bei  den  Resten  n 
zu  vollziehende)  Erweiterung  der  Basis  behufs  Darstellung  der  ersten 
Potenz  von  H  gehen  wir  hier  nicht  mehr  ein,  wie  wir  denn  auch  weiter- 
hin stets  an  die  Formeln  (5)  und  (8)  anknüpfen  werden. 

Zum  Schluss  mögen  die  Formeln  (5)  und  (8)  für  den  Fall  q=ll 
hier  fertig  hergesetzt  werden,  was  nach  den  bezüglichen  Ergebnissen 
der  beiden  vorangehenden  Paragraphen  unmittelbar  geschehen  kann. 
Man  findet  im  Falle  eines  Restes  n: 

1  S  9 

und  für  einen  Nichtrest  n: 

(10)  H  (o,  c'  I  «0,  «>o )  =      H.->f.WH/'W     ' 

wobei  wir  die  beiden  in  Betracht  kommenden  algebraischen  Functio- 
nen F  noch  durch  untere  Indices  +  1  ausdrücklich  als  verschieden 
charakterisierten.  Auf  der  rechten  Seite  der  Formel  (9)  wolle  man 
an  Stelle  von  46^,  46^,  46^  die  expliciten  Werte  dieser  Ausdrücke 
durch  ^i(n),  ^gC«),  tsi^)  gesetzt  denken,  wie  sie  in  den  Formeln 
(15)  p.  625  gegeben  sind.  — 

Wie  in  der  allgemeinen  Correspondenztheorie,  so  werden  auch 
hier  die  Formeln  (5)  und  (8)  natürlich  ihre  wesentliche  Bedeutung 
verlieren,  falls  7*  eine  der  speciellen  Zahlen  n^,  ..,  nx  bez.  n, ,  . .,  n^ 
wird.   Hier  nämlich  wird,  falls  z.  B.  n  =  n^  sein  sollte^  das  Gleichungs- 
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System  (8)  p.  623  die  Lösungen  6i  =  —  1,  (f,  =  ö^  =  •  •  •  tf^  =  0  lie- 
fern; damit  zieht  sich  die  Gleichung  (5)  auf  die  Gestalt  Q  =  Q|  zu- 
sammen. Diese  Gleichung  ist  aber  als  eine  Identität  anzusehen,  in- 
sofern die  ursprünglichen  Definitionen  Yon  Q  und  Q^  durch  die 
Primform  (Formeln  (1)  und  (3))  einfach  identisch  sind. 

§  12.     Abzahlung  der  Goinoidenzen  bei  den  Modular- 

oorrespondenzen  g^  Stufe. 

Die  hauptsächliche  Anwendung  der  Formeln  des  vorigen  Para- 
graphen soll  nun  darin  bestehen,  dass  wir  aus  ihnen  die  Coincidemen- 
anzMen  Vi{n)  der  Modularcorrespondenzen  bestimm^  wollen.  Der 
untere   Index  i  bei  viin)  soll  sich  auf  das  Schema  beziehen,   welches 

ausgewählt  wurde;  i  hat  also  das  Intervall  1,  2,  •••,  ^^7"      zu  durch- 

laufen.  Unsere  vorgelegte  Aufgabe  ist  übrigens  direct  durch  Speciali- 
sation  der  allgemeinen  Überlegung  von  p.  550  ff.  für  die  hier  vor- 
liegenden Verhältnisse  zu  leisten^  und  der  endgültige  Ausdruck,  den 
wir  für  r,(«)  ableiten  wollen,  wird  sich  unter  die  allgemeine  Hur- 
witz'sche  Correspondenzformel  (8)  p.  554  subsumieren. 

Wenn  wir  in  den  Formeln  (1),  (3),  (4)  etc.  des  vorigen  Para- 
graphen (o'  mit  o  identisch  setzen,  so  ist  immer  auf  den  Ausnahme- 
fall achtzugeben,  dass  ein  einzelner,  gerade  vorliegender  Ausdruck  nach 
der  Substitution  m'  =  (o  vielleicht  identisch  verschwindet.  Dies  tritt 
für  die  in  Betracht  kommenden  Primformproducte  aber  nur  dann  ein, 
wenn  die  Ordnung  n  ein  reines  Quadrat  ist,  und  wenn  zu  gleicher  Zeit 

das  Schema  y  ^^    /— )    vorliegt;   hier  liefert  in  der  That  die  mit 

\  0,  y^^ 

Geltung  kommende  Transformation  erster  Ordnung  immer  einen  und 
nur  einen  Factor  P(a}',  cd). 

Bei  dieser  Sachlage  ist  es  zwar  nicht  unbedingt  notwendig,  aber 
es  bringt  doch  eine  wesentliche  Erleichterung  der  Überlegung  mit  sich, 
wenn  wir  unter  die  A  quadratischen  Reste  n^,  ,  . .,  nx  unserer  Basis 
ein  reines  Quadrat  nicht  aufgenommen  denken.  Die  Substitution  id'=  o 
liefert  dann  von  dem  für  das  e**  Glied  der  Basis  gebildeten  Primform- 
quotienten Qe((o,  cd'  I  Oq,  (Oq)  aus  eine  nicht  identisch  verschwindende 
Function  von  o,  welche  sich  natürlich  bei  Beschreibung  von  Perioden- 
wegen auf  der   Fläche  jP^(,«_i)  um  Exponentialfactoren   ändert.     Für 

2 

diese  Function  ergiebt  sich  als  Anzahl  einfacher  Nullpunkte  auf  der 
Fläche,  vermindert  um  die  Anzahl  einfacher  Unstetigkeitspunkte,  der 
Betrag: 


zur 
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i/,(e)  — 20(n.), 
insofern  wir  ja  hier  in  der  That  mit  einer  <t>-<t>- deutigen  Correspon- 
denz  zu  thun  haben.  —  Diese  zuvorderst  für  die  quadratischen  Reste 
n  gedachte  Überlegung  wird  man  auf  die  Nichtreste  ohne  weiteres 
übertragen;  hier  tritt  übrigens  der  Annahmefall  eines  nach  der  Sub- 
stitution cd'  «=  CD  identisch  yerschwindenden  Primfactors  gar  nicht  auf. 
Sei   jetzt   erstlich  n  quadratischer  Best  und   liege,   sofern  n  ein 

reines  Quadrat  ist,  doch  das  Schema  y  ^     /-j  niciht  vor.    Dann  liefert 

die  in  (4)  §  11  gebildete  Function  F  nach  der  Substitution  cd'=cd 
eine  eindeutige  Modulfunction  q^  Stufe  von  cd,  und  für  diese  ist  die 
Anzahl  der  Nullpunkte  auf  der  Fläche  gleich  derjenigen  der  Unstetig- 
keitspunkte.  Dieses  letztere  Resultat  kleidet  sich  bei  der  Gestalt  der 
rechten  Seite  der  Formel  (4)  p.  628  in  die  Formel: 

X 

(1)        D[vi{n)  -  2  ct>(n)]  +  D^  6.(n)  [v,(n.)  -  2  ct>(n,)]  =  0. 

Hat  man  aber  zweitens  mit  dem  Ausnahmefalle  eines  rein  qua- 
dratischen n  beim  Schema   i     r!  ,/^)  zu  thun,  so  beziehe  man  v(n) 

auf  diejenige  (4>  —  1)- deutige  Correspondenz,  welche  nach  Ausschal- 
tung der  Transformation  erster  Ordnung  übrig  bleibt.    Im  Ausdruck 

(1)  §  11  nehme  man  jetzt  den  betreffenden  Factor  des  Zähler,  P(<o\  cd), 
heraus,  der  nach  der  Substitution  o'  =  cd  -f-  da?  mit  dem  Differential 
d^  identisch  wird.  Dagegen  darf  man  im  Nenner  die  beiden  auf  die 
erste  Ordnung  bezüglichen  Primfactoren  beibehalten,  da  diese  in  der 
That  nicht  identisch  verschwinden.  Für  den  solchergestalt  vorgerich- 
teten Ausdruck  wird  dann  auf  der  Fläche: 

(2)  v{n)  -  2  <t)(n)  +  ^ 

der  Überschuss  der  Anzahl  einfacher  Nullpunkte  über  diejenige  ein- 
facher Unstetigkeitspunkte  sein.  Man  wolle  bei  der  Berechnung  des 
Betrages  (2)  nur  beachten,  dass  jetzt  die  in  den  Punkten  c  der  Fläche 
festliegenden  Unstetigkeitspunkte  der  beiden  auf  die  Ordnung  1  be- 
züglichen Primfactoren  des  Nenners  nicht  mehr  durch  entsprechende 
Unstetigkeiten  des  Zählers  compensiert  werden;  von  diesem  Umstände 
rührt  das  dritte  Glied  im  Ausdruck  (2)  her.  Auf  der  anderen  Seite 
bemerke  man,  dass  die  Function  i^(cD,  cd'  |  Oq,  cd^')  nach  Substitution 
cd'  =3  CD  -^  d<o  und  Division  mit  ddS^  eine  (im  allgemeinen  von  Null 
und  oo  verschiedene)  algebraische  Modulform  q^'  Stufe  liefert,  für  welche 
nach  dem  Wertigkeitssatze  (p.  363)  die  Differenz  der  Anzahl  einfacher 
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Null-  und  ünstetigkeitspunkte  auf  der  Fläche  ^Dq(<^ — 1)  ist,  da 
wir  nämlich  mit  der  Dimension  —  2  D  in  den  (o^ ,  (o^  zu  than  haben. 
Indem  wir  also  zusammenfassen,  haben  wir  im  vorliegenden  Ausnahme- 
falle die  Relation: 

unter  Benutzung  der  Formel  für  das  Geschlecht  p  der  Hauptcongru- 
enzgruppe  q^^  Stufe  (cf.  Formel  (6)  p.  564)  schreibt  sich  Qbrigens 
die  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  in  die  noch  etwas  einfachere 
Gestalt  D'(2p  —  2)  um. 

Die  Formeln  (1)  und  (3)  lassen  sich  durch  D  heben,  und  wir 
wollen  sie  übrigens  durch  Au&ahme  des  schon  häufig  gebrauchten 
Symbols  Sn  in  einen  einzigen  Ausdruck   zusammenziehen.     Dabei  soll 

€n==  1  sein,  falls  das  Schema  (     ^Z  ,/— )  und  ein  rein   quadratisches 

n  vorliegt-,  in  allen  übrigen  Fällen  sei  €n  =  0.  Man  hat  alsdann  im 
Falle  eines  quadratischen  Restes  n  für  die  beim  i*®"  Scliema  eintretende 
Coincidenzenamahl  Vi(n)  den  Ausdruck: 

X 

(4)  Vi{n)  =  2  0(n)  -'^  6,{n)  [r,(n.)  -  2  <J)(m.)]  +  c,  •  {2p  —  2) . 

«  =  1 

Für  die  NicJitreste  n  geben  wir  die  Rechnung  nicht  noch  einmal 
ausführlich;  es  genügt  hier  vielmehr  die  Angabe  des  Resultates: 

(5)  t,,(n)  =  2  0{n)  -^  r,(n)  [v,{n,)  -  2  (|>(n,)], 

welches  sich  in  der  That  dem  Ergebnisse  (4)  aufs  unmittelbarste  an- 
schliesst. 

Zwecks  weiterer  Entwicklung  der  Formeln  (4),  (5)  bemerke  man 
erstlich,  dass  sich  die  (T|(n),  . . .,  (y^(w)  als  homogene  lineare  Func- 
tionen von  ^i(w),  ...,  ^;i(n)  mit  von  n  unabhängigen  Coefficienten 
aus  (8)  p.  623  bestimmten;  zudem  waren  die  numerischen  Werte  dieser 
letzteren  Coefficienten  rationale  Brüche  mit  dem  gemeinsamen  Nenner  D. 
Diese  Ausdrücke  für  die  Ceiji)  substituiere  man  nun  in  (4),  wodurch 
diese  Gleichung  offenbar  die  neue  Gestalt  annimmt: 

(6)  Vi{n)  =  2(|)(n)  +  5,1^1  (w)  H [-  Sixtl>x{n)  +  {2p  -  2)^^. 

Dabei  sind  die  X  beim  i^^  Schema  auftretenden  Coefficienten  5a,  . .  •, 
Six^  wie  man  sieht,  rationale  Bruche,  deren  Generalnenner  höchstens 
gleich  D  ist.  In  ganz  entsprechender  Weise  gewinnen  wir  von  (5) 
aus  für  die  Nichtreste  n  die  Formel: 
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(7)  Vi{n)  =  2<i>(n)  +  «,iZi(»)  +  <.»Z»(«)  +  •  •  •  +  tiMZ^i») , 

und  hier  sind  die  Coefficienten  t  wieder  rationale  Brüche^  deren  General- 
nenner gleich  E  oder  gleich  einem  Teiler  dieser  ganzen  Zahl  ist. 

Auf  Grund  früherer  Resultate  können  wir  nun  über  die  hier  auf- 
getretenen Coefficienten  s^  t  mehr  aussagen^  als  aus  der  zunächst  vor- 
aufgehenden  Überlegung  hervorgeht.  Sie  sind  erstlich  hei  gegebenen  q 
und  i  eindeutig  bestimmt  Es  gilt  nämlich  z.  B.  die  Formel  (6)  für  alle 
quadratischen  Reste  n  >  0,  und  zwar^  wie  man  sich  leicht  überzeugt, 
unter  Einschluss  der  A  Reste  n^,  , . ,,  nx,  welche  wir  der  Basis  zu 
Grunde  legten.  Sollten  wir  nun  gleichfalls  für  alle  Reste  n  neben  (6) 
auch  noch  die  Gleichung: 

t,,(n)  =  2ct)(n)  +  5/1  ^i(n)  ^ 1-  sa  tx(n)  +  (^P  —  2)  e» 

für  das  i**  Schema  haben  mit  einem  Coefficientensystem  5,1,..,  welches 
nicht  durchweg  mit  demjenigen  der  Gleichung  (6)  übereinstimmt,  so 
würde  die  für  alle  Reste  n  bestehende  Gleichung: 

{sn  —  Sii)ti(n)  +  (s/2  —  5,-2)^2(w)  H f-  (sa  —  Six)ti{n) 

offenbar  eine  lineare  Abhängigkeit  zwischen  den  A  Integralen  jt(m  \  a) 
im  Gefolge  haben.  —  In  derselben  Weise  zeigt  man  die  eindeutige 
Bestimmtheit  der  Coefficienten  tig. 

Bei  dieser  Sachlage  werden  wir  zu  genau  denselben  Coefficienten 
^i«}  Ug  gelangen,  wenn  wir  an  Stelle  der  in  §§  9,  10  ausgesuchten 
Basen  von  irgend  welchen  anderen  ausgingen ,  die  sich  vielleicht  auf 
die  Reste  n/,  . . . ,  n/  und  die  Nichtreste  n/,  . . . ,  n^'  beziehen.  Mögen 
dabei  die  Determinanten  D,  E  der  bisherigen  Entwicklung  durch  D' 
und  E'  ersetzt  erscheinen,  so  werden  die  Nenner  der  rationalen  Brüche 
Sie  und  tig  offenbar  auch  Teiler  von  D'  und  E'  sein.  Nun  konnten 
wir  aber  z.  B.  die  Integrale  je{p  \  a)  so  gewählt  denken,  dass  eine 
begrenzte  Anzahl  solcher  Determinanten  D,  D',  . . .,  JD^'^—^)  angebbar 
war,  welche  einen  allen  gemeinsamen  Teiler  >  1  nicht  mehr  aufweisen 
(cf.  p.  582).  Halten  wir  an  der  damit  gemeinten  Auswahl  der^*(o)  |  a), 
sowie  dann  auch  der  ^(0  |  /3),  fest,  so  kommt,  wenn  wir  alles  zusammen- 
fassen sollen,  das  Resultat:  Die  Coincideiizenanzahlen  Vi(n)  der  Modtdar- 
correspondenzen  q^'  Stufe  gestatten  für  die  quadratischen  Eeste  n  die 
Darstellung: 

(8)  Vi{n)  =  2<P{n)  +  Siit,{n)  H [-  SixM^)  +  (ßP  —  2)^»  , 

sowie  andrerseits  für  die  quadratischen  Nichtreste: 

(9)  Vi(n)  =  2000  +  tnXiin)  +  •  •  •  +  ^.>z^.(n); 

dabei  sind  die  s  und  t  ganze  Zahlen,  die  von  q  und  i  eindeutig  ab- 
hängen, aber  von  n  unabhängig  sind. 
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Man  sieht;  wie  sich  die  Gleichungen  (8)  und  (9)  unter  die  allge- 
meine Hurwitz'sche  Correspondenzformel  (8)  p.  554  subsumieren;  dabei 
spielen  nun  insbesondere  die  ganzen  Zahlen  ^i(m),  ••  •;  ^i(ff^)  bez.  die 
Xii'^)}  "  -}  Xfi(v)  diö  KoUe  der  Charaktere  der  Modularcorrespondenz 
n^'  Ordnung  y  die  wir  in  der  citierten  allgemeinen  Formel  durch  X|, 
Tc^j  . . .;  x^  bezeichnet  hatten. 


Die  numerischen  Werte  der  ganzen  Zahlen  s,  t  konnte  man  auf 
dem  Wege  der  bisherigen  Entwicklung,  nämlich  von  den  Correspon- 
denzen  der  speciell  gewählten  Ordnungen  n^, . . .,  n^  bez.  n^, .  . .,  n^ 
auS;  bestimmen  wollen.  Solches  würde  aber  eine  ezplicite  Betrach- 
tung jener  speciellen  Correspondenzen  notig  machen.  Wir  ziehen  dem- 
nach vor,  die  explicite  Bestimmung  der  ganzen  Zahlen  s,  t  hier  un- 
erledigt zu  lassen,  indem  wir  nämlich  im  nächsten  Kapitel  ein  indirectes 
Verfahren  zur  Bestimmung  der  Sy  t  kennen  lernen  werden.  Dasselbe 
soll  insbesondere  am  Specialfall  ^  =  11  durchgeführt  werden,  der  auch 
bisher  immer  schon  zur  Erläuterung  der  allgemeinen  Überlegungen 
diente. 


Fünftes  Kapitel. 

Die  Classenzahlrelationen  einer  beliebigen  Primzahlstnfe, 
mit  besonderen  Ansfiilimngen  ffir  g=>  7  nnd  11. 

Als  interessanteste  Anwendung  der  Theorie  der  Modularcorre- 
spondenzen  geben  wir  hier  die  Ableitung  der  Classenzahlrelationen 
höherer  Stufe,  denen  das  vorliegende  fünfte  Kapitel  gewidmet  ist 
Was  die  Geschichte  dieser  Relationen  angeht,  so  haben  wir  uns  ein- 
fach auf  die  Angaben  zu  beziehen ,  welche  in  diesem  Betracht  oben 
(p.  202  u.  f.)  gemacht  wurden.  Wir  bemerkten  dort  insbesondere,  dass 
die  arithmetische  Bestimmung  der  Coincidenzenanzahl  v{n)  von  Hrn. 
Gierster  bereits  im  Falle  einer  beliebigen  Primzahlstufe  q  geleistet 
war.  Aber  die  functionentheoretische  Abzahlung  war  Hrn.  Gierster 
endgültig  nur  erst  in  jenen  Fällen  gelungen,  wo  eine  Correspondenz 
auf  einer  Fläche  des  Geschlechtes  p  «s  0,  d.  i.  eine  Modulsirgleichung 
vorlag.  In  den  Fällen  p  >  0  kommen  eben  jene  arithmetischen  Func- 
tionen ^tf(w),  %y(w)  ins  Spiel,  von  denen  Hr.  Gierster  nur  erst  zwei 
Einzelbeispiele  (cf.  p.  204)  auf  inductivem  Wege  hatte  gewinnen 
können.  Hier  war  es  gerade  die  Theorie  der  Integrale  erster  Gattung, 
durch  welche  Hr.  Hurwitz  die  wahre  Quelle  und  die  allgemeine 
Definitionsweise  jener  Functionen  aufdeckte,  während  er  andrerseits 
durch  seine  Correspondenztheorie  den  natürlichen  Gedankengang  auf- 
wies, Kraft  dessen  die  ^«(n),  Xg(n)  als  notwendige  Glieder  in  die 
Classenzahlrelationen  eingehen  müssen. 

Man  wird  sagen  dürfen,  dass  die  Theorie  der  Classenzahlrelationen 
in  Richtung  des  ursprünglichen,  von  Eronecker  gegebenen  Ansatzes 
durch  die  Entwicklungen  von  Hrn.  Hurwitz  im  wesentlichen  zum 
Abschluss  gebracht  ist.  Kronecker's  Art,  aus  den  Jacobi'schen  Mo- 
dulargleichungen  Classenzahlrelationen  abzuleiten,  erschien  ja  der  Ver- 
allgemeinerung auf  Modulargleichungen  höherer  Stufen  und  auf  Mo- 
dularcorrespondenzen  ohne  weiteres  iUhig.  Indem  aber  Hr.  Hurwitz 
die  Mittel  gab,  alle  Modularcorrespondenzen,  welche  bei  der  Haupt- 
congruenzgruppe  irgend  einer  Stufe  auftreten,  systematisch  zu  be- 
handeln, lässt  sich  die  Transformationstheorie  als  Quelle  von  Classen- 
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Zahlrelationen  auch  völlig   erschöpfen.     Insbesondere  werden  z.  B.  bei 
den  Stufen  3  =  7,  11,  13,  wo  noch  Hauptmoduln  existieren,  alle  ver- 
möge der  letzteren  gewonnenen  Gierster'schen  Relationen  (cf.  p.  203) 
durch  lineare  Combination  jener  Glassenzahlrelationen  herstellbar  sein, 
welche  man  von  den  Correspondenzen  der  bezüglichen  Hauptcongraenz- 
gruppen  aus  gewinnen  kann.     Denn  indem  wir  die  durch  eine  einzelne 
solche  Modul argleichung   gegebene  Punktcorrespondenz  gleich  auf  der 
Fläche   der   zugehörigen  Hauptcongruenzgruppe  interpretieren,    haben 
wir   ersichtlich   das  Aggregat   einer  Reihe   zugehöriger  Modularcorre- 
spondenzen,    wenn  wir  an  der  Formulierung  der  letzteren   genau  im 
Sinne  des  vorigen  Kapitels  festhalten  sollen. 

Diese  allgemeinen  Bemerkungen  beziehen  sich  natürlich  auf  die 
Gesamtheit  aller  Stufen,  und  also  auch  auf  die  zusammengesetzten; 
aber  wir  müssen  bei  den  folgenden  Ausführungen  durchaus  die  durch 
die  voraufgehenden  Kapitel  gegebene  Beschränkung  auf  Primzahl- 
stufen q  innehalten.  Überdies  setzt  die  endgültige  Aufstellung  der 
Glassenzahlrelationen  zumal  voraus^  dass  wir  für  die  Functionen  ^(n), 
x{n)  auch  eine  unmittelbar  zugängliche  arithmetische  Definition  besitzen; 
und  solches  haben  wir  erschöpfend  nur  bei  ^«=7  und  g  =  11  leisten 
können.  Die  Bestimmung  der  am  Schluss  des  vorigen  Kapitels  mit 
Sie  und  tig  bezeichneten  ganzen  Zahlen  werden  wir  somit,  wie  schon 
damals  in  Aussicht  genommen,  nur  bei  q=ll  durchführen. 

Wir  wollen  vorab  gleich  angeben,  dass  die  arithmetische  Bestim- 
mung der  Goincidenzenanzahl  v(n)j  welches  die  wesentliche  Aufgabe 
des  vorliegenden  Kapitels  ist,  sich  im  allgemeinen  Falle  q  Schritt  für 
Schritt  in  derselben  Art  erledigen  lässt,  wie  im  Falle  q  ==:  5,  den  wir 
bereits  früher  (p.  205  flF.)  behandelten. 

Endlich  sei  noch  ausdrücklich  bemerkt,  dass  die  Theorie  der 
Glassenzahlrelationen  für  uns  nur  als  eine  „Anwendung^'  der  Modular- 
correspondenzen  in  Betracht  kommt.  Wir  können  demnach  die  in  Rede 
stehende  Theorie  in  keiner  Weise  erschöpfend  behandeln  und  müssen 
insbesondere  jene  rein  arithmetischen  Beweismethoden  einzelner  niede- 
rer Glassenzahlrelationen  unbesprochen  lassen,  welche  von  Liouville*) 
und  andrerseits  von  Kronecker**)  herrühren.  Nur  sei  noch  betont, 
dass  die  Entwicklungen  des  Textes  in  ihrer  Richtung  viel  weitertragend 
sind  als  zumal  der  eben  erwähnte  Ansatz  Kronecker's,  welch'  letzterer 

*)  Vergl.  Liouville'fl  Journal,  ser.  II,  Bd.  12  p.  98,  Bd.  13  p.  1  ff.,  Bd.  14 
p.  2,  7,  8,  262,  Bowie  die  allgemeineren  Auseinandersetzungen  in  Bd.  3  bis  8 
ebenda,  insbesondere  die  Bemerkungen  in  Bd.  7,  p.  44. 

**)  Siehe  die  schon  p.  203  genannte  Abhandlung  „Über  hilineare  Formen  tnit 
vier  Variabelefi^^  Abhandlungen  der  Berliner  Akademie  von  1884. 
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iu  der  That  a.  a.  0.  die  Theorie   der  Classenzablrelationen  auf  solche 
Stufenzahlen  eingeschränkt  wissen  will,  welche  Potenzen  von  2  sind.  — 


§  1.     Vorbereitende  Sätze  für  die  arithmetiBOhe  Bestimmung  der 

Coinoidenzenanzahlen  i/,-  (n) . 

Für  die  Modularcorrespondenz  n*®'  Ordnung  g**'  Stufe  vom  i^^ 
Schema  sollte  Vi(n)  die  Anzahl  der  Goincidenzen  sein.  Wir  können 
diesen  Betrag  i/,(n)  als  Gesamtzahl  einfacher  Nullpunkte  von 

(1)  A((d)=  JJ'P(a>,U*(0(cp)) 

auf  der  Fläche  JP^g(^»_i)  definieren;  doch  haben  wir  dabei  nur  jene 
Nullpunkte  zu  zählen,  welche  durch  Coincidenz  der  beiden  Argumente 
im  einzelnen  Primfactor  (1)  entstehen,  während  die  in  den  Punkten 
c  der  Fläche  ein  für  alle  Mal  festliegenden  Nullpunkte  der  einzelnen 
Primform  (1)  ausser  Betracht  bleiben.  In  (1)  bedeutet  natürlich  72^^'^ 
jR^^'"^,  ...,  ein  Repräsentantensystem  vom  i^^  Schema: 

(2)  i?.«(a,)  =  (^;^  J|)     (mod.g), 

welches  wieder  für  erweiterte  Transformation  zu  bilden  ist.  Nur  soll, 
wie  wir  schon  festsetzten,  bei  einem  rein  quadratischen  n  im  Falle  des 

Schemas  \  p!  ,/— )  der  eine,  Transformation  erster  Ordnung  dar- 
stellende, Repräsentant  ausgeschlossen  bleiben;  wir  deuteten  dies  in 
(1)  durch  einen  oberen  Index  am  Productzeichen  an. 

Soll  nun  im  Polygon  bei  oj  =  cp^  ein  für  uns  in  Betracht  kom- 
mender Nullpunkt  von  Ä(o))  liegen,  so  wird  wenigstens  für  einen  Prim- 
factor von  (1),  etwa  für  den  (fc  +  1)*®^,  das  erste  Argument  oj  mit 
dem  zweiten  Bk^*^((o)  bei  oj  =  oJq  relativ  äquivalent  sein  müssen. 
Indem  V  eine  mod.  q  mit  1  congruente  Modulsubstitution  vorstellen 
soll,  werden  wir  hiermit  die  Gleichung  haben: 

(3)  Via,,)  =  B,'0  (oo) ,     F  =  1  (mod.  2) . 

Im  Anschluss  daran  wollen  wir  die  Bezeichnungsweise  einführen: 

(4)  F-'ü*(0(a,)  =  B(«,)  =  ?^±^, 
worauf  wir  für  unseren  Punkt  aj^  die  Gleichung: 

(5)  Ort  =  ^--^  ,   ,  ,     ad  —  lc  =  n 
mit  der  Nebenbedingung: 
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gewinneD. 

Ehe  wir  den  hiermit  gewonneneu  Ansatz  weiter  discutieren,  sei 
sogleich  festgestellt,  in  welcher  Ordnung  der  fragliche  Factor  von 
ä((d)  bei  o)  =  (Oq  auf  dem  Polygon  verschwindet  Nach  den  früheren 
Sätzen  über  das  Verschwinden  der  Primform  haben  wir  zu  diesem 
Ende  für  jeden  einzelnen  Nullpunkt  eine  Function  js{cai)  zu  benutzen, 
welche  die  auf  dem  Polygon  oder  auch  auf  der  geschlossenen  Fläche 
genommene  Umgebung  von  (Dq  auf  einen  einfach  bedeckten  Bereich  der 
je:-£bene  abbildet.  Jener  Primfactor  verschwindet  dann  bei  oi  =  o^ 
gerade  so  wie: 

(7)  0{cd)  —  z{V-^Bk^^(so))     oder  wie  z{p)  —  z{B{m))^ 

wenn  wir  die  in  (4)  eingeführte  Bezeichnung  brauchen  sollen.  Wir 
haben  nun  etwa  zu  setzen: 

2/r>    -f-(Jcü  — /? 

(8)  e(a))  =  e^  '-.yw+a     resp.  js{cai)  =  m, 

je  nachdem  Oq  eine  rationale  Spitze  m  =  -  des  Polygons  ist  oder  aber 

ein  Punkt  im  ,,Innem''  desselben.  Für  den  letzteren  Fall  insbesondere 
haben  wir  nach  elementarer  Rechnung: 

0,  -  E(co)  =  (o,  -  (Do)  [1  -  B'(a)o)]  -  ^^—"Z-  iJ"(a»o)  +  •  •  • 

und  beweisen  übrigens  leicht,  dass  R'{ai)  fQr  cd  «=  o^  nicht  gleich  1 
sein  kann.  Man  hat  also  das  Resultat:  Liegt  der  PunJct  cdq  im  yylnnem'^ 
des  Polygons,  so  verschmndet  der  in  Bede  stehende  Primfactor  dortselbst 

schlechtweg  ifi  erster  Ordnung;  ist  (Oq  die  Spitze  Oo  =  -,  so  liegt ,  auf 

dem  Polygon  gemessen^  ein  Nullpunkt  der  gleichen  Ordnung  vor,  wie  bei: 

Man  betrachte  nun  zunächst  allein  die  im  „Innern'^  des  Polygons 
gelegenen  Nullpunkte  gj^.  Wir  wiesen  dem  bei  cd^  gelegenen  (ein- 
fachen) Nullpunkte  von  P((OyRk{(o))  den  der  Bedingung  (6)  genügen- 
den Ansatz  (5)  zu;  wir  werden  jetzt  genauer  sagen  können,  dass  dieser 
Ansatz  jenem  Nullpunkte  von  P((o,  Rk{(o))  auch  eindeutig  zugeordnet 
ist,  d,  h.  dass  wir  nicht  noch  einen  zweiten  Ansatz  gleicfier  Art  haben, 
dem  wieder  eben  jener  Nullpunkt  zugehört.  Letzteres  wäre  in  der  Tbat 
nur  dann  möglich,  wenn  wir  neben  V  noch  eine  zweite  mod.  q  mit 
1  congruente  Substitution  F'  hätten,  welche,  an  Stelle  von  V  in  (3) 
eingesetzt,  dieser  Gleichung  ebenfalls  genügt.     Dann  aber  wäre: 
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F-ir(«,o)=.o„, 

SO  dass  coq  Fixpunkt  der  mod.  q  mit  1  congruenten  Substitution  V^^V 
wäre.  Elliptische  Substitutionen  sind  aber  niemals  mod.  q  mit  1  con- 
gruent,  und  also  hat  man,  wie  behauptet  F'  =  F. 

Mag  nun  umgekehrt  für  irgend  ein  Quadrupel  ganzer  Zahlen  a, 
b,  Cf  d  der  Determinante  n  der  Ansatz: 

mit  einem  Punkte  Wq  im  yjnnem^'  des  Polygons  bestehen,  so  wird 
demselben  ein  einfacher  Nullpunkt  yon  h{(o)  entsprechen.  Denn  wir 
haben  hier  mit  einer  Transformation  n^  Ordnung  vom  i**^  Schema 
zu  thun,  und  zu  dieser  gehört  einer  unserer  Repräsentanten  Rk^*\  Man 
wird  alsdann  mit  Hülfe  einer  Substitution  V^eI  (mod.  q)  die  frag- 
liche Transformation  (a,  h,  c,  d)  in  der  Gestalt  VRi^^  darstellen 
können,  womit  der  volle  Anschluss  an  die  Formeln  (3)  u.  f.  gewonnen 
ist.  Als  erstes  Resultat  haben  wir  demnach:  Die  Gesamtzahl  einfaclier 
im  yylnnern'^  des  Polygons  gelegener  Nullpunkte  von  Ä(aj)  ist  gleidi  der 
AnzcJil  aller  unterschiedenen  Ansätze  (10)  für  Funkte  (Oq  des  Folygon- 
innem. 

Irgend   welcher  Abzug  ist   hier  übrigens  auch  im  Ausnahmefalle 

eines  rein  quadratischen  n  beim  Schema  (Y'^i  /-)  **^^  mehr  an- 
zubringen. Die  im  letzteren  Falle  in  Betracht  kommende  Transfor- 
mation erster  Ordnung  kann  nämlich  keine  im  „Innern^'  gelegene 
Nullpunkte  (Oq  liefern,  da  sie  doch  eine  mod.  q  mit  1  congruente 
Modulsubstitution  vorstellt. 

Wie  wir  nun  alle  Ansätze  (10)  von  den  ganzzahligen  quadra- 
tischen Formen  (P,  Q^  R)  aus  erhalten  können,  sahen  wir  für  g^  =  1 
und  2  =  5  bereits  ausführlich  im  vierten  Abschnitt;  wir  werden  jetzt 
die  damaligen  Massnahmen  ohne  weiteres  auf  den  Fall  eines  beliebigen 
q  übertragen  können.     Wir  sagen  sofort  folgendermassen: 

Erstlich  gewinnen  wir  alle  Ansätze  (10)  mit  Punkten  Oj,  des 
Ausgangsdreiecks  in  der  Gestalt: 

(11)         fi,,  =  -    ^         V—,    A  =  4Pi^-(^«  =  4n~x^ 

wobei  X  alle  ganzen  Zahlen  des  Intervalls  —  2  Yn  <  x  <  2  Yn  durch- 
laufen soll,  während  für  (P,  Q,  R)  jedesmal  die  gesamten  reducierten 
Formen  der  einzelnen  Determinante  D  =  —  A  zu  nehmen  sind.    Be- 
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stehe  nun  das  Fundamentalpolygon  aus  den  ^-^-^ Doppeldreiecken 

1,  Fl,  F2,  . . .,  so  werden  wir  von  (11)  aus  in: 

(12)  0,0  =  F,  ' 


alle  für  uns  in  Betracht  kommenden  Ansätze  (10)  gewinnen^  die  wir 
dann  aber  noch  durch  Aufnahme  der  Congruenzbedingung'  (10)  auf 
die  verschiedenen  Schemata  zu  verteilen  haben. 

Sollten  nun  die  Ansätze: 


-Q  +  ^rr- 


F-^coo)--R 


(13) 


nach  Entwicklung  ihrer  rechten  Seiten  auf  dieselbe  Gleichung  (10) 
führen,  so  mtisste  jedenfalls  coq  in  beiden  Gleichungen  (13)  dieselbe 
Bedeutung  haben.  Aber  die  beiden  mit  (Oq  äquivalenten  Punkte 
Vf~^((OQ)f  Fa"~^((öq)  liegen  zugleich  innerhalb  des  Ausgaugsdreiecks; 
schliessen  wir  also  vorab  ein  mit  i  oder  q  äquivalentes  cdq  aus,  so 
ist  notwendig  Fi  =  F*  und  damit,  wie  man  leicht  sieht,  P'  =  P, 
§'  =  ^,...  —  Liegt  andrerseits  eine  Form  (P,  0,  P)  und  also  ein 
mit  i  äquivalenter  Punkt  cOq  vor,  so  hat  man  stets  die  beiden  Mög- 
lichkeiten  Vk  =  Vi  und   Vk  =  ViT,  und  jetzt  fähren  die  mvei  Ansätze: 

(14)        cDo=F,|? : ,  0,0=  FT 


zu  derselben  Gleichung  (10).  Dass  aber  die  beiden  in  (14)  zur  Gel- 
tung kommenden  Systeme  (P,  Qy  B;  x)  stets  von  einander  verschieden 
sind,  zeigten  wir  schon  früher  (p.  179)  ausführlich.  Analoges  trifPt  man 
bei  den  Formen  (P,  P,  P),  d.  i.  bei  den  mit  q  äquivalenten  o^,  an 
und  hat  als  Resultat:  Um  die  Gesamtzahl  der  im  ,Jnnemf^  des  Polygons 
gelegenen  Nuüpunhle  von  ä((ö)  m  gewinnen,  hat  man  jede  einzelne  Form- 
clause  der  Determinante  D  =  —  (4n  —  x*)  so  oft  zu  zahlen,  als  es  mod,  q 
incongruente  StibstittUionen  V  giebt^  welche  der  Bedingung: 
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genügen,  und  die  solchergestalt  heim  einzelnen  x  entspringende  Anzahl  ist 

über  das  Intervall  —  2  Vn  <  x  <  +  2  Vn  zu  summieren.  Dabei  sollen 
die  Classen  mit  reducierten  Formen  (P,  0,  P)  nur  ^-fach,  diejenigen 
mit  reducierten  Formen  (P,  P,  P)  nur  \'fach  zählen. 

Der  Fortgang  von  der  Gleichung  (12)  zur  Congruenz  (15)  bedingt 
eine  grosse  Erleichterung  unserer  weiteren  Betrachtung.  Man  bemerke 
insbesondere,  dass  in  (15)  der  Ersatz  der  reducierten  Form  (P,  Q,  E) 
durch  irgend  eine  äquivalente  Form  wohl  die  Reihenfolge,  aber  nicht 
die  Anzahl  der  (15)  befriedigenden  Substitutionen  V  zu  verändern  ver- 
mag. Es  wird  also  gestattet  sein,  in  (15)  bei  der  nun  folgenden 
Abzahlung  der  Substitutionen  V  unter  (P,  Q,  R)  irgend  eine  beliebige 
Form  der  gerade  in  Betracht  kommenden  Classe  zu  verstehen. 

§  2.     Abzahlung  der  Nullpunkte  von  A(q>)  im  Folygoninnern. 
Zu  treffende  Falluntersoheidungen  I»  ü,  m. 

Auf  der  nun  gewonnenen  Grundlage  gestaltet  sich  die  Abzahlung 
der  Nullpunkte  von  Ä  (cd)  im  Folygoninnern,  wie  wir  schon  andeuteten^ 
genau  so  wie  seinerzeit  (p.  213)  im  Specialfall  g  =  5.  Indem  wir 
demnach  auch  die  damaligen  Bezeichnungen  wieder  aufnehmen,  schrei- 
ben  wir   das   vorzulegende  Schema   mit   Unterdrückung   des   unteren 

Index  i  einfach   (    '   ,),   während    wir   übrigens   V  =  l    '  ^)    setzen. 

Für  das  einzelne  x  entnehmen  wir  dann  der  einzelnen  Formclasse  der 
Determinante  —  (4  n  —  x*)  nach  Belieben  (P,  Q,  R)  als  repräsentierende 
Form  und  schreiben  weiter  (gerade  wie  p.  213): 

(1)  =^2+^  =  a„    -R  =  h,    F  =  c„    ^''=^d,. 

Die  Congruenz  (10)  §  1  kleidet  sich  nun  in  die  Gestalt: 

<^>       C:D(::;^)-(:;^)C;?).(-^-»>. 

imd  unsere  Aufgabe  ist,  nachzusehen,  wie  viele  modulo  q  incongruenie 
Substitutionen   V  dieser  Forderung  genügen. 

Zu  diesem  Ende  schreibe  man  unter  Aufnahme  der  Zahl  e,  die 
entweder  -|-  1  oder  —  1  bedeutet,  die  Congruenz  (2)  vor  allem  ex- 
plicite: 
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(3) 


'  «Ol   +  ßC^  E 


=  e{aa  +  yi)/ 
E  c  (/5a  +  dt) , 
Ee(ac  +yd), 
aeißc  +  öd), 


'  (mod.  (^). 


,  ad   —  /5y  ^  1 

Sodann  führe  mau  die  Fallunterscheidung  ein,  ob  der  Teiler  ö  der 
gerade  vorliegenden  Formclasse  relativ  prim  gegen  q  oder  durch  q 
teilbar  ist. 

Liegt  der  erste  Fall  eines  gegen  q  relativ  primen  Talers  ö  vor,  so 
können  wir  die  Form  (P,  Q,  R)  aus  ihrer  Classe  so  auswählen,  dass 
P  =  Ci  selbst  relativ  prim  gegen  q  ist  *).  Alsdann  ergeben  sich  flr  ß 
und  d  aus  der  ersten  und  dritten  Formel  (3)  die  beiden  Werte: 

ß^e  {aa  +  yV)  c{~^  —  aa^c{-'^ 

S^e  (ac  +  y^  Ci~^  —  yö^i^i"* 

und  durch  Einsetzung  dieser  Werte  in  die  drei  anderen  Congruenzen 
folgt  weiter: 

[(«1  +  dl)  -  e  («  +  d)]  (aa  +  hy)  =  0, 
(5)  \  [{a,  +  d.)  _  c  (a  +  d)]  {ca  +  dy)  =  0, 


(4) 


(mod.  g), 


ca*  +  (d  —  a)  ay  —  by^  ^  ec,. 


Da  n  prim  gegen  g  ist,  a  und  7^  aber  jedenfalls  nicht  zugleich  den 
Factor  q  besitzen,  so  folgt  aus  den  beiden  ersten  Congruenzen  (5) 
notwendig  a^  +  d,  ^  c  (a  +  d);  und  damit  kommen  diese  Congruenzen 
zugleich  zur  Erledigung.  Insgesamt  werden  wir  also  die  fünf  Con- 
gruenzen (3)  für  den  vorliegenden  Fall  eines  gegen  q  primen  Teilers  ö 
durch  die  vier  mit  ihnen  gleichwertigen: 


a^  +  di  E^  e  (a  +  d), 


(«) 


(«1 

j  Ca*  +  (d  —  a)  ay  —  by^  ^  (?c,, 


ßa^e  (aa  +  yb) 

[d 


e  (aa  +  yb)  •  q"^  —  aa^^  •  c~^j  l 
e  {ac  -f-  yd)  •  Cj"^  —  yaj  •  q""*,  j 


(mod.  </) 


zu  ersetzen  haben  und  gehen  auf  deren  Discussion  baldigst  ein. 

Haben  wir  mit  dem  zweiten  Falle  zu  thun,  dass  nämlich  die  vor- 
gelegte Formclasse  einen  durch  q  teilbaren  Teiler  6  besitzt,  so  wird 
offenbar  zufolge  (1)  a^  3E  d^,  6^  e^  Cj  :EE  0  sein.  Da  überdies  A  ^_- 
4n  ~  («1  +  dl)*  durch  q  teilbar  ist,  so  gelten  die  Congruenzen: 

(7)  ai  ^f  dl  ^E  +  ]/w,    61  EE  Cj  ^  0,    (mod.  3). 


*)  Cf.  Dirichlet-Dedekind,  VorUs.  über  ZafiUnÜteorie,  p.  238  der  3.  Aufl. 
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(mod.  q). 


Die  GoDgruenzen  (3)  nehmen  somit  für  diesen  Fall  die  Gestalt  an: 

/3a  +  d6  =  +  c/3|/w, 
W  \    ac  -{-  yd  ?£i£  +  ^yV'^, 

ßc  +  8d^  +  c*|/n, 
a8  —  ßy^.l 

Bei    der  Discussion    der  Cougruenzen  (6)  und  (8)  unterscheiden 
wir  nun  die  nachfolgenden  drei  Fälle: 

I.  A  relativ  prim  gegen  q, 

II.  A  iz^  0,  aber  wenigstens  eine  der  Zahlen  6,  c  prim  gegen  q, 
III.  A  f.~  0,  sowohl  h  wie  c  durch  q  teilbar. 

Man  setze,  dass  im  Falle  HI  eine  Form  (P,  Q,  B)  mit  einem  gegen 
q  primen  Teiler  und  damit  die  Congruenzen  (6)  Anwendung  finden, 
so  würde  sich  aus: 

A  =  4n  —  (ai  +  d,)2  =  4M  — (a  +  d)*  =  0,    ad^n,    6-:c  =  0 

offenbar  a  ezz  d  hr£  +  V^7  b^c^O  ergeben,  und  also  würde  aus  (6) 
der  Voraussetzung  entgegen  c^^O  folgen;  die  Congruenzen  (6)  kön- 
nen also  in  dem  in  Rede  stehenden  Falle  keine  Anwendung  finden. 
Umgekehrt  folgt  aus  den  Congruenzen  (8)  durch  Auflosung  nach  a,  b^ 

c,  d  sofort  a  ^  d  ^  +  l/w,  6  ^  c  e^  0,  und  da  ausserdem  A  ii:-  0  ist, 
so   liegt  III  vor.     Der  Fall  III,   der  hiemach  auch  als  der  Fall  des 

Schemas  y^   '     .—  )  bezeichnet  werden  kann,  kommt  gerade  für  alle  Formen 

(I\  Q,  R)  votn  Teiler  q  und  nur  für  diese  in  Betracht, 


von 


§  3.     Fortsetzung:  DisouBsion  der  Fälle  I,  ü,  HL 
Discussion  des  Falles  L     Es  ist  gegenwärtig  das  Schema  (    '     j 

li^    '    y— j  verschieden  und  übrigens  so  zu  wählen,  dass  (a  +  d)" 

nicht  mit  4  n  congruent  wird.  Zufolge  (6)  §  2  ist  demnächst  die  Zahl 
xr^e  (a  -{-  d)  auszuwählen;  dieselbe  ist  also  auf  zwei  bez.  eine  Zahl- 
classe  mod.  q  eingeschränkt,  je  nachdem  (a  -}-  ^)  prim  gegen  q  oder 
durch  q  teilbar  ist.  Im  ersteren  dieser  beiden  Fälle  ist  e  mit  x^destimmt; 
im  letzteren  Falle  ist  jede  Zahl  x  zweimal  zu  nehmen,  nämlidi  einmal  für 
e=  +  1;  sodann  für  e  =  —  1.  Des  weiteren  haben  wir  die  incon- 
gruenten  Lösungen  (a,  y)  der  Congruenz: 


41 
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(1)  ca^  -{-  (ß  —  a)ay  —-  6y*  ^  cc^ ,  (mod.  q) 

abzuzählen;  es  giebt  deren  aber,  sofern  {a,  y)  und  ( —  a,  —  y)  als 
nicht  verschieden  angesehen  werden,  insgesamt: 

w  it-(^)]- 

Indem  wir  den  Beweis  dieser  Behauptung  hinausschieben,  schli essen 
wir  aus  (6)  §  2  gleich  weiter,  dass  mit  x,  a,  yy  e  auch  ß  und  d  ein- 
deutig bestimmt  sind.  Es  ist  sonach  im  Falle  I  die  etwa  mit  v(n)  ßu 
bezeichnende  Anzahl  der  im  Innern  des  Polygons  gelegenen  NtdlpunJäe 
von  h{p)  gegeben  durch: 

(3)  v'(«)  =  i[2-(:^)]^H(4«-x*), 

«-:±(a  +  d) 

wobei  die  schon  soAen  genannte  Summationsbedingung  des  x   in  Formel 

(3)  am  Summenzeichen  angedeutet  wurde^  wahrend  übrigens^  wie  auch  stets 
in  der  FolgCj  die  Bedingung 

—  2yn<x<2Yn 

besteht,  — 

Ehe  wir  den  eben  benutzten  Hülfssatz  über  die  Anzahl  (2)  Ton 
Lösungen  der  Gongruenz  (1)  beweisen,  mögen  gleich  die  noch  aus- 
stehenden Discussionen  der  Fälle  U  und  III  erledigt  werden: 

Discussion  des  Falles  IL  Haben  wir  ein  Schema,  fQr  welches 
{a '\- df  "^i  4in  ist,  ohne  dass  indessen  beide  Zahlen  b  und  c  durch  q 
teilbar  sind,  so  liegt  der  Fall  II  und  damit  derjenige  der  Congmenzen 
(6)  §  2  vor.     Aus  der  ersten  dieser  Congruenzen  folgt: 

(4)  X  =  c  (a  +  d)  =  +  2V^,  (mod.  g), 

wie  denn  natürlich  der  Fall  U  nur  für  quadratisdie  Beste  n  von  q 
eintreten  kann.  Die  zweite  Gongruenz  (6)  §  2  liefert,  je  nachdem 
b  oder  c  prim  gegen  q  ist,  die  erste  oder  zweite  der  nachfolgenden 
Bedingungen: 

{(by^'-J^ay^ebP] 

(5)  ,  ,^,    .,  (mod.  3), 

und  bei  ihrer  ferneren  Discussion  haben  wir  zwei  Fälle  zu  unter- 
scheiden. 

Sei  erstlich  q  eine  Primzahl  der  Gestalt  g  =  4Ä  +  1,  so  werden 
b  und  P  bez.  c  und  P  im  quadratischen  Gharakter  übereinstimmen 
müssen;  sollten  übrigens  b  und  c  zugleich  prim  gegen  q  sein,  so  würde 
man  aus  (a  +  d)*  ehe  4(ad — bc)  folgern,  dass  beide  Zahlen  b  und  c 
im  quadratischen  Gharakter  mod.  q  übereinstimmen.     Aus  der  Eintei- 
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luDg  der  quadratischen  Formen  in  Geschlechter*)  ist  bekannt,  dass  für 
die  einzelne  Formclasse  die  ersten  Coefficienten  P,  sofern  sie  nicht 
durch  q  teilbar  sind,  im  quadratischen  Charakter  mod.  q  übereinstimmen. 

Je  nachdem  aber  f — j  =  -j-  1   oder  —  1  ist,  erteilen  wir  der  Classe 

den  Charakter  +  1  oder  —  1.  Wir  nennen  alsdann  H,(A)  die  Anzahl 
der  Formdassen  der  Determinante  —  A  vom  Charakter  e,  so  dass 

H+x(A)  +  H-i(A), 

vermehrt  um  die  Anzahl  der  Formdassen  der  Determinante  —  A  mit 
dem  Teiler  $,  die  gesamte  Anzahl  H(A)  liefern  wird.  Liegt  nun  aber 
in  (P,  Qf  R)  eine  Form  von  Yorschriftsmässigem  Charakter  vor,  so 
wird  (5),  wie  man  leicht  abzählt,  gerade  q  unterschiedene  Lösungen 
(a,  y)  liefern.    Für  e  ist  übrigens  in  (5)  und  (4)  stets  sowohl  +  1  wie 

—  1  zu  nehmen,  so  dass  x  aus  zwei  unterschiedenen,  durch  -{-  2]/n 
angedeuteten  Zahlclassen  mod.  q  zu  wählen  ist.  Indem  wir  also  zu- 
sammenfassen, ivird  die  Anzahl  v'(n)  der  im  Innern  des  Polygons  ge- 
legenen NuUptmkte  im  Fälle  II  bez.  durch: 

v'{n)  =  q'^\\-^{4:n-x*) 

gegeben  sein,  je  nachdem  b  bez.  c  Best  oder  Nichtrest  von  q  ist. 

Es  bleibt  für  II  der  Fall  zu  besprechen,  dass  q  eine  Primzahl  der 
Gestalt  g  =  4A  4~  3  ist  Hier  lässt  sich  e  stets  und  nur  in  einer  Weise 
so  auswählen,  dass 

wird;  sollten  b  und  c  übrigens  zugleich  prim  gegen  q  sein,  so  würden 
sie  wieder  im  quadratischen  Charakter  übereinstimmen.  Nach  richtiger 
Bestimmung  von  e  giebt  (5)  genau  q  incongruente  Lösungen.  Da 
gegenwärtig  in  (4)  entweder  nur  das  obere  oder  nur  das  untere  Zeichen 
gilt,  so  würde  ein  Gleiches  auch  als  Summationsbedingung  für: 

2H(4n-0 

auszusprechen   sein.     Inzwischen  hat    H(4n  —  x')   für   zwei    nur    im 

Zeichen  unterschiedene  X  gleichen  Wert;  wir  werden  also  zweckmässiger 

•  

Weise  an  der  bisherigen  Verabredung  festhalten,  dass  x^2|/n  und 


(6) 


*)  Dirichlet-Dedekind,  p.  313  ff.  der  dritten  Aufl. 
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X  ~-  —  2|/n  zugleich  berücksichtigt  werden  sollen,  und  mflssen  dann 
den  Factor  ^  vor  das  Summenzeichen  setzen.    Indem  wir  so  die  Anzahl 

erhalten,  müssen  wir  noch  bemerken^  dass  hier  zunächst  auch  die  Form- 
classen  vom  Teiler  q  mitgezählt  sind,  da  A  ee  0  (mod.  q)  ist.  Die 
Classenanzahl  der  Formen  von  der  Determinante  —  A  und  Yom  Teiler 

q  ist  aber  offenbar  durch  H  (-^)  angegeben,  sofern  wir  nur  festsetzen, 

dciss  hier  und  in  der  Folge  H(m)  stets  =  0  sein  soll,  sobald  das  Arffu- 
ment  von  H  keine  ganze  Zahl  ist.  Von  der  zuletzt  angegebenen  Summe 
wird  daraufhin  den  Betrag: 

in  Abzug  zu  bringen  sein.  Die  Anzahl  v(n)  der  im  Innern  des  Poly- 
gons gelegenen  Nullstellen  ist  bei  g  «=  4ä  +  3  im  Falle  II  hiemach 
gegeben  durdi: 

(7)  v\n)  =  ig2'["  C4«  -  «*)  -  H  (^^IJ- 

Discussion  des  Falles  III.    In  dem  noch  bleibenden  Falle  III  des 
Schemas   a  ^  d  ^^  Ynf  6  ^  c  ^  0  kommen  die  Congruenzen  (7)  und 

(8)  §  2  zur  Verwendung.  Hier  also  wird  ^c  «=  a^  +  ^i  ^  dl  2]/w, 
und  es  ist  dann  e  mit  -f*  I  ^^^^  —  1  ^^  identificieren,  je  nachdem  in 
X  F^  +  2|/n  das  obere  oder  untere  Zeichen  gewählt  ist.  Da  hiernach 
in  (8)  §2  rechter  Hand  +  ^  *=*  1  wird,  so  sind  diese  Congruenzen 
zufolge  a:zEdEZ)/w,   b^^c^O   für   alle   ^q{q^  —  1)   incongruenten 

Substitutionen  (    '  \!)  erfüllt.     Da  wir  nun  hier  gerade  mit  den  Formen 

des  Teilers  q  zu  thun  haben,  so  unrd  im  Falle  III  die  AnzaJd  v(n) 
der  im  Innern  des  Polygons  gelegenen  NnllpunMe  von  h{{o)  gegeben  sein 
durcfi : 

(8)  i^'w^^-^-i-^  2' »(--:-)• 

X       +  2V^ 

Hiermit    ist    die   Anzahl    der   in   das  Polygoninnere   entfallenden 
Nullpunkte  von  hi{(o)  in  allen  Fällen  gegeben. 
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§  4.    Beweis  des  Hülfssatzes  über  die  Ansahl  inoongmenter  Lösungen 

einer  Oongraenz  zweiten  Grades. 

Es  bleibt  noch  übrige  die  in  (2)  §  3  gemachte  Angabe  über  die 
Gesamtzahl  incongruenter  Auflösungen  der  Gongrueuz  (1)  daselbst  zu 
beweisen.  Wir  betrachten  zu  dem  Ende  allgemein  die  Anzahl  incon- 
gruenter Lösungen  (x,  z)  der  Congruenz: 

(1)  Ax^  +  Bxz+Cz^  =  m,     (mod.g), 

wobei  wir  nur  das  Eine  voraussetzen  wollen,  dass  die  Determinante 
D  =  B^  —  AiAG  der  in  (1)  lioker  Hand  stehenden  Form  prim  gegen 
q  sei*). 

Man  mache  nun  erstlich  die  Annahme,  dass  wenigstens  eine  der  ' 
Zahlen  Ä,  G  prim  gegen  q  ist;  man  darf  dann    voraussetzen,   A   sei 
diese  gegen  q  prime  Zahl,  und  substituiere  daraufhin: 

2Ax  +  Bz^y,    4-4m  ^  M,  (mod.  q). 

Die  Congruenz  (1)  geht  alsdann  offenbar  über  in  die  transformierte 
Gestalt: 

(2)  y2  —  Dz^  =  M  (mod.  g), 

und  es  entsprechen  einander  die  Lösungen  von  (l)  und  (2)  eindeutig. 
Die  Anzahlen  der  Lösungen  für  zwei  verschiedene  Zahlen  M,  die 
jedoch  im  quadratischen  Charakter  mod.  q  übereinstimmen,  sind  nun 
offenbar  mit  einander  identisch.  Nennt  man  demnach  6q  die  Zahl  der 
Lösungen  von  (2)  für  Jf^O,  6^i  diejenige  für  einen  Rest  M  und 
6—1  die  für  einen  Nichtrest,  so  hat  man  die  Gleichung: 

(3)  tfo  +  ^*-(*+i  +  *-i)  =  S*- 

Die  Zahl  6q  als  Anzahl  incongruenter  Lösungen  von  y^  ?^  Ds? 
ist  nun  leicht  zu  bestimmen.  Ist  2)  Nichtrest^  so  giebt's  nur  die  eine 
Lösung  t/^jerE^O;  ist  D  Best,  so  kommen  noch  weitere  2q  —  2 
Lösungen  hinzu.     Man  hat  demnach: 

<^o=i+(2-i)[i+r,')], 

und  also  folgt  aus  Gleichung  (3): 

(4)  tf+i  +  tf_»  =  2[2-(^)]- 

Um  weiter  ö^i  zu  bestimmen,  wählen  wir  Jf  =  1  und  haben  die 
Congruenz  zu  discutieren: 

*)  Diese  Bedingung  ist  für  die  in  der  Congruenz  (1)  §  3  vorliegende  Deter- 
minante D  BS  —  A  thatsächlich  erffillt. 
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(5)  y'  —  l^Ds?  (mod.g). 

Hier  kommen  erstlich  die  beiden  Lösungen  (1^  0)^  ( —  1,  0)  in  Betracht, 

sodann  für  (— — )  ==  1    noch  die  beiden  Losungen  (O,  +  Y —  D~~^ . 

Nennt   man   demnach  r^i  die  Anzahl  derjenigen  Losungen    von   (5), 
bei  denen  weder  y  noch  z  durch  g  teilbar  ist,  so  wird: 

(6)  .    (r+i  =  3  +  (=^)  +  ri. 

Zur  Bestimmung   von  r^  aber  stellen  wir  den  Satz  auf:      Unter  den 
~~-  von  1  verschiedene^^  Besten  y*  giebt  es 

denen  wieder  ein  Best  voraufgeht^  so  dass  den  übrigen 

(8)     ^i-'-ifc-'-(^)]-it-2+(T)] 

ein  Nickbrest  vorangeht    Man  bemerke  nämlich,  dass  die  Reste  jener 
ersteren  Art  gerade  die  in  der  Gestalt: 

(9)  y*^{i-±fiy^    (niod.3) 

darstellbaren  Zahlen  sind,  wie  man  leicht  zeigt  Hier  wird  das 
gleiche  r  nun  immer  durch  die  vier  Zahlen: 

(10)  i,  -g,  rs  -r^ 

geliefert,  und  auszuschliessen  sind  5  e^  0,  e^  +  1 ,  sowie  eventuell 
J;  ^  +  y —  1 ,  d.  i.  im  ganzen  4+  (""")  Werte;   für  die   übrigen   5 

ist  alsdann  ein  Identischwerden  zweier  Zahlen  (10)  ausgeschlossen, 
womit  sich  die  soeben  angegebenen  Anzahlen  (7)  und  (8)  ergeben. 
Die  Anwendung  auf  Formel  (5)  liefert  den  Zahlwert  von  r^  und  damit 

(0,  (f)-+l,    .+  ,_3  +  (::^)  +  s-4-(:|i), 
Mr(2)__i,    ,,._,  +  (r.?)  +  ,_2  +  (:^). 

Nimmt  man  hier  endlich  noch  auf  die  Identität: 

(^)  -  (x)  (?)  - » 

sowie  auf  die  Formel  (4)  Rücksicht,  50  ergieht  sich  als  AneaJU  incofi- 
gruenter  Lösungen  von  (1)  für  ein  gegen  q  primes  m: 

(11)  <y^i  =  <y_^  =  2-  (?). 
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Nachträglich  bestätigt  man  noch  leicht  direct,  dass  dieses  Resultat 
uneingeschränkt  auch  im  zunächst  ausgeschlossenen  Falle  Ä^C^O 
bestehen  bleibt. 

Bei  der  Anwendung  auf  die  Congruenz  (1)  §  3  hat  man  jetzt  nur 
noch  zu  beachten^  dass  D  «=:  —  A  zu  setzen  ist,  dass  daselbst  c^  prim 
gegen  g-ist,  und  dass  endlich  je  zwei  Lösungen  (a,  y)  und  ( —  a,  —  y) 
nicht  als  verschieden  gelten  sollen.  Die  in  (2)  §  3  angegebene  Anzahl 
incongruenter  Lösungen  ergiebt  sich  daraufhin  in  der  That  aus  der 
eben  bewiesenen  allgemeinen  Regel  (11). 

§  5.     Abzahlung  der  in  den  Folygonspitzen  gelegenen  Nullpunkte 

von  h{(o). 

Nach  Erledigung  der  inneren  Punkte  des  Polygons  bleibt  uns  nu^ 
die  zweite  Aufgabe  zu  losen,  die  Anzahl  der  Nullpunkte  unseres  Prim- 
formproductes  h{(o)  in  den  Poljgonspitzen  zu  bestimmen;  diese  Anzahl 
mögen  wir  etwa  durch  v"(n)  bezeichnen.     Wir  unterziehen  etwa   die 

Spitze  cDq  =  —  der  Untersuchung  und  gehen  dabei  wieder  genau  den- 
selben Weg,  wie  seinerzeit  bei  q  =  6  (cf.  p.  224). 

Das  Wichtigste  ist  wie  damals  so  auch  hier,  dass  wir  das  Repräsen- 
tantensystem 2?Q,  Hi,  ' '  des  Schemas  (  '  j  in  einer  für  die  Unter- 
suchung am  Punkte  besonders  geeigneten  Gestalt  aussuchen  können. 
Zu  diesem  Ende  wählen  wir  erstlich  eine  Modulsubstitution: 

(1)  a,'=H<»)  =  ±^^, 

deren  a  und  y  eben  mit  dem  Zähler  resp.  Nenner  des  vorgelegten 
rationalen  Wertes  (Oq  identisch  sind.     Es  wird  dann  jedenfalls: 

(2)  V;       *,    mit  ^*D*  =  n,    0<B,<D, 

ein  Repräsentantensystem  erster  Stufe  für  erweiterte  Transformation 
sein.  Man  hat  demnächst  nur  noch  für  den  einzelnen  Ausdruck  (2) 
eine  Modulsubstitution  Vk  in  solcher  Weise  herauszugreifen,  dass 

zutrifft;  erst  dann  haben  wir  ein  Repräsentantensystem  n*"  Ordnung 
g*^'  Stufe  vom  richtigen  Schema.  Natürlich  ist  damit  die  Substitution 
Vk  nur  erst  mod.  q  bestimmt.  Übrigens  wird  es  hier  nun  ausdrücklich 
zu  beachten  sein,  dass  in  dem  Producte: 
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(4)  h'm)=U'P(a,,B,:m)) 

k 

für  rein   (quadratisches  n  beim  Schema  l'^    '    r-f   der   eine  auf  die 

erste  Ordnung  bezügliche  Repräsentant  ausgelassen  werden  sollte. 

Mag  jetzt  der  (k  +  !)*•  Repräsentant  Itk(jBo)  für   o^  =  —  mit  - 

selbst  relativ  äquivalent  sein,  so  können  wir  die  in  (3)  aufgenommene 

Modulsubstitution  Vk  gleich  so  gewählt  denken,  dass   —  =  üt  l  —  )   ist 

Der  betreflFende  Primfactor  (4)  —  nennen  wir  ihn  P*  —   wird   dann 
auf  dem  Polygon  gerade  in  derselben  Art  verschwinden  wie: 

(5)  e-T'^^'-e— 'M— F~), 

was  aus  (9)  p.  638  unmittelbar  folgt    Man  kann  offenbar  sagen,  Pt 
werde  gerade  so  zu  Null  wie: 

(6)  e  ^     —  e  «      *^    ^    / 

bei  ö'=/oo  auf  dem  Polygon.     Da  nun   vVA    "  J"    j   zufolge   der 

Voraussetzung  für  o'  "=  icx>  selbst  =  icx>  wird,  so  ist  die  Modulsab- 
stitution  vVk  notwendig  eine  Potenz  von  S: 

(7)  vVjt  =  S\ 
Der  Ausdruck  (6)  geht  daraufhin  über  in: 

(8)  c  «  ""— e  «  V^  ■*"i^'^7 

und  liefert  hiernach  die  Regel :  P^  wird  hei  0=  -  im  Polygon  in  der 

Ordnung  1  oder  -^  verschmnden,  je  nac/ideni  A>  D  oder  A  <C  D  ist 

Ein  Bedenken    an  der  Allgemeingültigkeit   dieses  Satzes   konnte 

höchstens  für  A  =  D  =  Yn,  also  bei  rein  quadratischem  n  entstehen, 
insofern  hier  durch  Identischwerden  der  beiden  Glieder  (8)  ein  Ver- 
schwinden höherer  als  erster  Ordnung  involviert  sein  könnte.  In- 
zwischen werden  die   beiden  Glieder  (8)  stets  und  nur  dann  einander 

gleich,  wenn  neben  J.  ==  D  =)/n  noch  die  beiden  Bedingungen  B=0 
und  v^O  (mod.  q)  erfüllt  sind.     In  diesem  Falle  aber  ist  offenbar: 

so  dass  es   sich  gerade  um  den  vorhin  bereits  ausgeschlossenen  Re- 
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Präsentanten  erster  Ordnung  handeln  würde.  Unser  Bedenken  ist  also 
gegenstandslos.  — 

Wir  schliessen  nun  folgendermassen  weiter:  Damit  P^  im  Punkte 

cj  =  —  verschwindet,  war  erforderlich,  dass 

(9)  '  ^  und  E.(^)  -  ^*-t3-' 

relativ  äquivalente  Spitzen  sind.  Rechnet  man  aber  (unter  ausführ- 
licher Schreibweise  der  Modulsubstitutionen  F*  und  v)  die  Gleichung 
(3)  d.  i. 

/a*,  h\       /«*,  ßk\  (A,  jff\  /+  (J,  -  ß\ 

\Ck,  dj  "  V*,  dj  VO,  D)  V-  y,  +  a) 
aus,  so  ergiebt  sich: 

fl*«  +  hy  =  cckA,    CkU  +  dky  =  ykÄ, 

woraus  zu  schliessen  ist,  dass  die  auf  den  linken  Seiten  dieser  beiden 
Gleichungen  stehenden  Zahlen  den  grossten  gemeinsamen  Teiler  A 
haben.  Die  Forderung  der  relativen  Äquivalenz  der  Spitzen  (9)  kleidet 
sich  also  in  die  Gestalt: 

(10)  Oka  -^hky^eÄa,    CkOL  +  dky^^eAyy  (mod.  g), 

wo  e  entweder  =  +  1  ^^^^  gleich  —  1  ist.  Hier  darf  man  a*,  6*, .  . 
zufolge  der  Gongruenz  (3)  offenbar  direct  durch  die  Zahlen  a,  b,  , , 
des  vorgelegten  Schemas  ersetzen,  so  dass  die  Bedingungen  (10)  die 
neue  Form  annehmen: 

« 

(11)  (^-^/)«  +  ^^^')(mod.,). 

Es  bleibt  hierbei  die  Zahl  B  ganz  ausser  Betracht;  mit  einem  ver- 
scliwindenden  Factor  Pk  finden  wir  deren  also  immer  gleich  D,  indem 
ja  B  bei  stehenden  Ä,  D  ein  volles  Restsystem  mod.  D  zu  durch- 
laufen hat.  Mit  Rücksicht  auf  den  obigen  Satz  über  die  Multiplicität 
der  Nullpunkte  in  den  Spitzen  folgt  sonach:  Bei  gegebenem  Schetna 
wird  jeder  möglichen  Lösung  von  (11)  in  ganzen  Zahlen  Ä,  a,  y,  von 
denen  die  erste  ein  Teiler  von  n  ist,  während  die  letzteren  auf  das  Intervall 
0,  1,  . . ,  q —  1  einznschränlien  sind  und  nicht  zugleich  durch  q  teilbar  sein 

sollen,  in  der  Spitze  —  em  D-facher  oder  A-facher  NullpunJct  entspreclien, 

je  nachdetn  A>D  oder  A<D  ist. 

Bevor  wir  zur  Discussion  der  Congruenzen  (11)  schreiten,  de- 
finieren wir  ein  weiterhin  zur  Verwendung  kommendes  zahlentheore- 
tisches  Symbol.     Gerade  wie  bei  q  =  b  (cf.  p.  225)  schreiben  wir: 
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(12)  X,(n)=2^  +  *»^'*-^>^' 

wobei  sich  die  Summe  ^  wie  in  der  Formel  selbst  angedeutet,  auf  alle 

Teiler  A  von  n  bezieht,  die  kleiner  als  }/n  sind  und  der  Gongmenz 
Ä^  +  v  (mod.  q)  genügen;  «„^"J  soll  «=  1  sein  für  rein  quadra- 
tisches w,  falls  zugleich  v  ^  +  V^  ^8*5  sonst  soll  stets  e^^^^  =  0  ge- 
setzt werden*). 

Wir  wenden  uns  jet2t  zur  Discussion  der  Gongruenzen  (11).  Für 
das  Zusammenbestehen  dieser  beiden  Congruenzen  ist  hinreichend  und 
notwendig: 

(13)  (a  —  eÄ)(d - eÄ)  —  hc  =  n  —  eÄ{a  +  d)  +  A*  =  0,  (mod.q). 
Indem  wir  hier  einerseits  durch  A  heben,  kommt: 

(14)  A  +  D  =  e(a  +  d),    (mod.  (?); 
andererseits  finden  wir  durch  Auflosung  von  (13)  f&r  A  und  D: 

(15)  2c^  =  a  +  d  +  >/^=~Ä,    2cD  =  a  +  d=Fl/^=rÄ,     (mod.  j), 

wo  entweder  nur  die  oberen  oder  nur  die  unteren  Zeichen  gelten; 
A  ist  dabei  in  der  gewohnten  Bedeutung  A^4n  —  (ö  +  d)*  ge- 
braucht. Durch  Einsetzung  des  Wertes  (15)  von  A  in  (11)  gewinnen 
endlich  die  für  a  und  y  zu  discutierenden  Congruenzen  die   Gestalt: 


(16)  (»- .iTV-A). +  26,^0  j 

2ca  +  {d  -  a  +  Y—  Ä)  y  =  0  ] 

Die  oberen  und  unteren  Zeichen  in  (15)  und  (16)  entsprechen  einander 
dabei  überall. 

Man  unterscheide  nun  wieder  die  drei  Fälle  des  §  2  (p.  643)  und 
setze  demnach  erstlich  voraus: 

I.   A  relativ  prim  gegen  q. 

Notwendige  Bedingung  dafür ,  dass  in  diesem  Falle  überhaupt 
Lösungen  A,  a,  y  eintreten ,  ist^  dass  —  A  quadratischer  Best  von 
q  ist.  Trifft  dies  zu,  so  wird  (16)  für  jede  der  beiden  Zeichencombi- 
nationen  genau  i^{q  —  1)  incongruente  Losungen  (a,  y)  haben,  da  wir 
die  Losungen  (a,  y)  und  ( —  a,  —  y)  als  nicht  verschieden  anzusehen 
haben,  und  da  für  keine  der  beiden  Yorzeichencombinationen  die  vier 


*)  In  den  Arbeiten  der  Herren  Gierster  und  Hurwitz  ist  das  in  (12)  ein- 
geführte Symbol  stets  ü  genannt.  Da  aber  voraufgehend  mit  ^  in  der  Regel 
Modulsnbstitationen  gemeint  sind,  so  schien  im  vorliegenden  Texte  die  Bezeichnung 
(12)  rätlicher,  welche  sich  anch  gleichmässig  an  die  verwandten  Teilersummen 
^(^)i  ^M  anschliesst. 
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Coefficienten  der  für  a,  y  vorgeschriebenen  Gongruenzen  (16)  zugleich 
yerschwinden.     Für  die  erste  Zeichencombination  ist 


(17)  eÄ  =    ^    ^' ,    eD  =  -^ — g"  —  '    (™^^-  «) ' 

für  die  zweite  dagegen  gilt 


(18)  c^  =  — ^-g-'^ ,    62)=:  ■  Y         9    (mod.q). 

Wenden  wir  nun  die  vorhin  aus  (11)  abgeleitete  Regel  über  die  Mul- 
tiplicität  der  Nullpunkte  von  h{c3)  an,  so   ergiebt   sich  für   jede  der 

gefundenen  ^{q —  1)  Spitzen  —  ein  Nullpunkt  der  Ordnung: 

(19)  ^A+;^D=^A+^D, 

wo  A  und  D  einmal  die  Gongruenzen  (17)  sodann  aber  (18)  be- 
friedigen müssen.  Der  Wert  dieses  Betrages  (19)  drückt  sich  mit 
Hülfe  des  Zeichens  (12)  offenbar  gerade  in  der  Gestalt  aus: 

^K^a+y-'jin)    bez.  2X^^^_y-7,(n), 

2  i 

je  nachdem  (17)  oder  (18)  vorliegt.  Da  wir  nun  im  ganzen' ^(g—  1) 
Spitzen  zu  berücksichtigen  haben,  so  entspringt  für  den  Fall  I  als 
Resultat:  Ist  A  NiMrest  von  q,  so  iesitzt  h{p)  in  den  Polygonspitzen 
gar  keine  Nullpunkte.  Ist  hingegen  A  Best,  so  verschwindet  %(q>)  in  den 
Polygonspitzen  in  der  Gesamtordnung: 

(20)  v"  =  (g  -  l)\^^y^(n)  +  {q-l)X^^,_y^(n). 

II.  A  ^  0  (mod.  q),  aber  wenigstens  eine  der  Zahlen  h,  c  prim  gegen  q. 
Die  Gongruenzen  (16)  werden  jetzt  insgesamt  durch  \{q —  1)  ver- 
schiedene Zahlenpaare  a,  y  befriedigt,  und  es  sind,  da  a  -}~  ^==  ^^n 

wird,  die  der  Bedingung  -4  :e5  +  Y^  genügenden  Teiler  A  von  n  heran- 
zuziehen. Indem  wir  wieder  die  Summen  (19)  zu  bilden  haben,  wird 
im  Falle  II,  der  jedenfalls  nur  für  quadratisdie  Beste  n  von  q  eintritt^ 
die  Gesamtzahl  der  Nullpunkte  vofi  h(a})  in  den  Spitzen: 

(21)  i."=(g-l)X^(n). 

III.  A  =  0,    6  =  c  ^  0,     (mod.  q). 

Da  bei  den  Gongruenzen  (III)  zugleich  a^d^ Yn  zutrifft,  so 
werden  jetzt  die  Gongruenzen  (16)  von  den  gesamten  \(q^ — 1)  in- 
congruenten  Zahlenpaaren  a,  y  erfüllt.  Zu  bemerken  ist  nur  noch^ 
dass  im  Falle  des  hier  vorliegenden  Schemas  bei  rein  quadratischen  n 


men 
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der  eine  der  <t>(n)  Factoren   Ton  A(q>)  auszulassen  ist.     Indem   man 

hierauf  Bücksicht  nimmt  und  Bn  in  der  früheren  Bedeutung    (p.  632) 

gebraucht;    ergiebt  sich  als   Gesamtzahl  der  in  den  Spüeen   gelegenen 
Nullpunkte  von  h(a))  im  Falle  III: 

(22)  f"=(2*-l)[X^W-i*.].*) 

§  6.    Zusammenstellung  der  BesiQtate  über  die   Annahl  v(n).     Der 

Speoialfall  n  =  1 . 

Durch  Zusammenfügung  der  in  §  2  und  3  bestimmten  Anzahlen 
v'{n)  mit  den  eben  gefundenen  Zahlen  v"{n)  hat  man  die  Gesamtzahl 
v(n)   einfacher  Nullpunkte  von  Ä(o)   auf  dem  Polygon  herzustellen. 

Es  erscheint  hierbei  für  die  auf  das  Schema  (^^'    /— )  bezöge] 

Formeln  zweckmässig,  an  Stelle  der  für  die  Formeln  des  §  2  und  3 

bisher  festgehaltenen  Summationsbedingung  — 2Yn<,x<.2Y^  die 
nachfolgende  zu  setzen: 

(1)  -  2|/»^x<  +  2)/n. 

Daraufhin  ist  natürlich  zu  definieren;  was  man  unter  den  Symbolen  H 
mit  dem  Argumente  0  verstehen  will;  imd  in  diesem  Betracht  wollen 
wir  festsetzen;  dass: 

(2)  H(0)=-^,    H+x(0)  =  H_i(0)=0 

sein  soll. 

Für  die  Formeln  (3);  (6)  und  7  in  §  3  hat  die  Neuerung  (1)  eine 
Änderung  nicht  im  Gefolge;  nur  an  Stelle  der  Formel  (8)  des  ge- 
nannten Paragraphen  wird 

treten.  Fügen  wir  hier,  um  v{n)  zu  berechnen,  gleich  den  bezüglichen 
Betrag  (22)  §  5  hinzu,  so  kommt  unter  Bücksicht  auf  die  für  das  Ge- 
schlecht der  Hauptcongruenzgruppe  q^  Stufe  geltende  Formel: 

^      (g  +  2)te-3)(g-5) 
p^ _^_  _ 

als  Zusatzglied  für  die  rein  quadratischen  n: 


*)  Daas  eich  die  Formel  (24)  p.  228,  welche  für  g  =»  5  gilt,  nicht  direct 
unter  Formel  (22)  des  Textes  sobsumiert,  hat  seinen  Grund  in  dem  Umstände, 
dass  seinerzeit  hei  ■  q^^'  5  vermöge  der  damals  gewählten  Entwicklung  immer 
zwei  bez.  vier  Spitzen  in  besonderer  Untersuchung  vorweggenommen  waren. 
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(3)        ,,.(g(gllI^>-g'T^)^,,.(«'-^(^-«)„,,.(2^_2). 

Wir  stellen  nun  die  Werte  für  die  Coincidenzenanzahl  v(n)  der 
Modularcorrespondenz,  wie  sie  sich  jeweils  durch  Zusammenfügen  der 
beiden  Zahlen  v   und  v'  ergeben,  tabellarisch  zusammen: 

I.  A  relativ  prim  gegen  q. 

II.  A  UE':  0,   6  oder  c  relativ  prim  gegen  q. 

1)  ff  =  4&+l,      (^)  oder  (f)  =  +l, 

2)  g  =  4Ä+l,      Q)  oder  (^  =  -  1 , 
v(n)=^q^H-^i4n  -  x«)  +  (q-l)Xy-, 

3)  2  =  4Ä+-3, 


X   " 


±2/« 


III.   A^Oy  h  und  c  durch  q  teilbar. 
.(„)  =  i(?^--i)  VH(*"r-)  +  (2^  -  l)X^-+  *,. (22,-2). 


X       ±2Kn 


Nebenbei  bemerke  man,  dass  die  bisherigen  Entwicklungen  des 
vorliegenden  Kapitels  nirgends  von  der  Voraussetzung  Gebrauch 
machen,   dass  notwendig  n  >  1  ist.     Setzt  man  aber  «  =  1,  so  wird: 

(4)  /.(«>)  =  P(a,,;-^J-;), 

und  es  ist  die  hier  als  zweites  Argument  von  P  auftretende  Modul- 
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Substitution  irgendwie ,  nur  nicht  gerade  ^  1  (mod.  q)  anzunehmen. 
Die  Zahl  i/(l)  wird  dann  angeben,  wiemele  Fixpunkte  die  dieser  Modul- 
substitution 0ugdwrige  Transformation  der  Fläche  Fg^^^i)  in  sich  hesitgL 

Um  aber  i/(l)  vermöge  der  vorstehenden  Betrachtungen  zu  bestimmen, 
merke  man  für  die  hierbei  in  Betracht  kommenden  Werte  der  zahlen- 
theoretischen Functionen  X,  H  an: 

(5)  X,  =  i,     H(3)  =  i,     H(4)=.i; 

v^eitere  Zahlen  X,  oder  H  v^erden  nicht  benötigt.  Wie  man  übrigens 
leicht  nachweist,  wird  in  vorstehender  Tabelle  für  n  =»  1  nur  im  Falle 
II  der  Wert  Xw-  =  4"  ^ur  Geltung   kommen,    während   die  Glieder  X 

unter  I  verschwinden.  Der  Summationsbuchstabe  x  ist  auf  die  Werte 
0,  +  1,  +  2  eingeschränkt,  und  es  ist  —  A  ^  (a  +  d)*  —  4. 

Ist  nun  A  ^E  0,  so  ist  a  +  *  ^  di  2,  und  es  liegt  eine  Operation 
der  Periode  q  vor.  Für  v  erhalten  wir  darauf  übereinstimmend  bei 
allen  drei  in  II  unterschiedenen  Bedingungen: 

(6)  "-S^,     (a  +  *--  +  2). 

Ist  hingegen  (a  +  d)^  —  4  nicht  durch  q  teilbar,  so  liefert  I: 

(7)  ,(i)  =  l[3_(^)]2'H(4-x»). 

X  -r  ±  (a  +  tJ) 

Ein  von  Null  verschiedenes  v  erhalten  wir  somit  nur  noch,  falls  ent- 
weder «+  d  ^EE  0,  — AfEf  —  4  oder  a  +  dEE+l,  —  A^  —  3  ist; 
und  zwar  ergiebt  sich: 

(8)  .=.![,-  (-^)]2H(4)  =  f[,-(^)]  für«  +  d^O, 

(9)  ..  =  1[,_(=_^)]2H(3)=  J[2-(^)]  fara  +  d-.^±l. 

In  (8)  haben  wir  mit  den  Substitutionen  der  Periode  zwei  in  (9)  mit 
denjenigen  der  Periode  drei  zu  thun. 

Alle  diese  für  v  erhaltenen  Werte  sind  in  der  That  mit  den  aus 
I  p.  437  u.  f.  bekannten  Anzahlen  der  Fixpunkte  in  voller  Überein- 
stimmung. 

§  7.   Die  beiden  Systeme  der  Olassenzahlrelationen  7^'  Stufe. 

Durch  Gleichsetzung  der  auf  zweifachem  Wege  (functionentheore- 
tisch  und   arithmetisch)   ai^sgedrückten   Zahlen  v{n)  entspringen   nun- 
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mehr  diejenigen  Zahlengleichungen,  welche  wir  als  Classenzahlrelationen 
3*®'  Stufe  zu  bezeichnen  haben.  Wir  wollen  bei  ihrer  Aufstellung 
wieder  den  inductiven  Weg  gehen  und  vorab  den  niedersten  hier  über- 
haupt in  Betracht  kommenden  Fall,  nämlich  2  =  7,  erledigen.  Zu 
diesem  Ende  werden  wir  die  Tabelle  des  vorigen  Paragraphen  mit  den 
Resultaten  aus  §  5  des  vorigen  Kapitels  (p.  610  u.  f.)  zu  combinieren 
haben. 

Die  einfachste  Gestalt  zeigen  die  Classenzahlrelationen  7^'  Stufe 
im  Falle  der  Nichtreste  n  von  7,  da  wir  nämlich  dann  nur  mit  ge- 
wöhnlichen Correspondenzen  der  speciellen  Wertigkeit  0  zu  thun 
haben;  die  functionentheoretische  Abzahlung  der  Goincidenzen  liefert 
hier  also  stets  i/  =  2<t>(n).  Für  die  arithmetische  Abzahlung  kommt 
entweder  Formel  (I,  1)  oder  (I,  2)  der  Tabelle  des  vorigen  Para- 
graphen zur  Verwendung,  je  nach  dem  Werte  von  (a-f-df).  Man 
wird  aber  alle  Werte  {a  -^  d),  welche  mod.  7  zu  unterscheiden  sind, 
dadurch  gewinnen  können,  dass  man: 


(1)  a  +  d=  V—nn    (mod.  7) 

setzt  und  für  it  nach  einander  die  Werte  0,  1,  2,  4  einträgt  Es  wird 
alsdann  —  A  :^  —  n(jr  +  4),  so  dass  für  jr^l,  2  die  Formel  (I,  2), 
für  JTE^O,  4  aber  die  Formel  (I,  1)  zur  Verwendung  zu  bringen  ist. 
Bevor  wir  die  Classenzahlrelationen  wirklich  hinschreiben,  leiten 
wir  noch  eine  Gleichung  ab,  welche  die  jetzt  in  Betracht  kommen- 
den Zahlsymbole  X(n)  betrifft.  Wir  haben  deren  hier  drei,  nämlich 
^u  ^2,  X4,  und  es  bestehen  zufolge  der  Definition  der  X  die  Glei- 
chungen: 

A<Vn 

Nehmen  wir  also  das  Symbol  V(w)  in  der  früheren  Bedeutung  (p.  184): 

(2)  ^(n)^^{D-Ä) 

A<Y^ 

wieder  auf,  so  ergiebt  sich  als  Identität: 

(3)  <t>-V  =  2(X,  +  X,+  XJ, 

und  diese  werden  wir  gleich  benutzen.  —  Bei  der  Schreibweise  der 
Summen  in  den  nachfolgenden  Relationen  gestatten  wir  uns  übrigens 
noch  die  unwesentliche  Abkürzung: 

Klein-Frioke,  ModtilftiDotionexi.  II.  42 
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w 


2-2-2- 


AU  System  der  Classenzahlrelationen  sid>enter  Stufe  für  iiie  quadra- 
tischen Nichtresfe  n  von  7  ergiebt  sich  nun: 

22'H(4n  — x«)  =  <D(n), 
2^H(4tn  —  x^)=:(t>{n), 


{^) 


3^  H  (4«  -  X*)  =  20(n)  -  12  X^^.(n) , 


3^  H(4n  -  X«)  =  20(n)  -  6X,^^-(n)  -  6X^^_,(«) 


Die  letzte  Relation  lässt  sich  vermöge  der  Gleichung  (3)  nocli   in  die 
neue  Gestalt  umsetzen: 


(6) 


3^H{4n  -  x')  =  3V(n)  -  0(n)  +  6  X^_„(n) 

2y—n 


Diesen  vier  Relationen  siebenter  Stufe  reihen   sich   weitere  fünf, 
für  die  quadratischen  Reste  n  von  7  an.     Man  schreibe  hier: 


(7) 


a  -{-  d^i  y^cn ,     (mod.  7) 


und  nehme  wieder  für  7t  die  Werte  0,  1,2,  4.  Die  Formel  (I,  1)  der 
Tabelle  kommt  dann  nur  für  ä  =  1  zur  Verwendung,  die  Formel  (I,  2) 
aber  für  jr  =  0,  2;  für  7t  =  4  endlich  hat  man  nach  einander  die 
beiden  Formeln  (11,  3)  und  (III)  zu  verwenden.  Dieses  letzteren  üm- 
standes  halber  haben  wir  jetzt  eine  Relation  mehr  als  bei  den  Nicht- 
resten  m.  Auf  der  anderen  Seite  haben  wir  für  ;r  =  0,  1,  2  die 
Formel  (11)  p.  611  der  functionentheoretischen  Abzahlung  zu  verwenden, 
und  zwar  entsprechen  den  Werten  ä  =  0,  1,2  die  Werte  i  =  4,  2,  0 
der  citierten  Formel,  wie  man  nach  den  damals  gegebenen  Regeln 
leicht  feststellt.  Für  jr  =  4  ist  Formel  (II,  3)  gleichfalls  mit  (11) 
p.  611  zu  combinieren,  wobei  ifc  =  3  zu  nehmen  ist;  dagegen  kommt 
bei  TT  =  4  und  Formel  (III)  der  unter  (10)  p.  610  gegebene  Wert  für 
V  in  Betracht. 

Nach  Abschluss  der  hiermit  skizzierten  Zwischenrechnung  gewinnt 
man  als  System  der  Classenmhlrelationen  siebenter  Stufe  für  den  Fall 
der  quadratischen  Reste  n  von  7   die  nachfolgenden  fünf  Gleichungen: 
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^«j 


2  V  H  (4n  -  X»)  =  <D(n)  +  i>(n), 


U 


2^  H  (4«  —  X«)  =  0(n)  —  ^(n) , 

3^  H  (4n  -  X»)  =  3Y(n)  -  0(«)  +  6  Xy;j(n) , 


72[H(4n-x»)-H("'-''')]  =  4<t>(n)-12X^,-(»)  +  2v.(n), 

84^  H  (*-' -  *■)  =  <D(n)  -  24  X,^.(n)  -  3^(n) . 

Bei  der  dritten  unter  diesen  Gleichungen  wurde  übrigens  von  der 
Identität  (3)  Gebrauch  gemacht.  Das  Glied  ^(n)  ist  hier  überall  die 
von  den  Integralen  erster  Gattung  gelieferte  Entwicklungsfunction 
siebenter  Stufe.  — 

Um  die  Relationen  (5),  (8)  an  einem  Beispiele  zu  verificieren,  stellen 
wir  folgende  Tabelle  der  Anfangs  werte  von  H(m)  zusammen,  die  auch 
späterhin  noch  zur  Verwendung  kommen  soll: 

m  I    3      4      7      8      11     12     15     16     19 


(9) 


H 
m 

l  H 


i 

i 

1 

1 

1 

i 

2 

1 

1 

20 

23 
3 

24 

27 

28 

31 

32 

35 

36 

2 

2 

i 

2 

3 

3 

2 

1 

Nehmen  wir  nun  beispielsweise  n  =  9,  so  kommen  die  Relationen  (8) 
in  Betracht^  und  es  ist: 

<D(9)  =  13,     V(9)  =  8,     X^,-(9)  =  4,     ^(9)  =  -3. 

Die   erste  Formel  (8)  giebt  daraufhin  4H(36)  =  0(9)  +  ^(9)  =  10, 
was  mit  der  Tabelle  (9)  übereinstimmt  — 

Die  Gleichungen  (5)  und  (8)  konnten,  wie  schon  in  der  Einleitung 
zum  vorliegenden  Kapitel  gesagt  wurde,  in  dem  Sinne  als  die  beiden 
„Systeme^'-  der  Classenzahlrelationen  siebenter  Stufe  bezeichnet  werden, 
als  sich  jede  überhaupt  bei  Transformation  7**"  Stufe  erreichbare 
Classenzahlrelation  als  lineare  Combination  der  Relationen  (5)  bez.  (8) 
darstellen  lassen  muss.  Hier  subsumiert  sich  zumal  auch  die  Classen- 
zahlrelation erster  Stufe,  und  wir  wollen  sie  z.  B.  im  Falle  eines 
Restes  n  aus  den  fünf  Relationen  (8)  durch  Combination  herstellen. 
Bezeichnen  wir  die  linken  Seiten  dieser  Relationen  kurz  durch  G^,  . ., 

G^f  so  wird  die  Combination: 

42* 
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42  G,  +  84(?,  +  56  G^+2AG,+  2  G^ 

zufolge  leichter  Rechnung  168^H(4n  —  x*),  d.  i.  das  168-fache  der 
linken  Seite  der  Classenzahlrelation  erster  Stufe  (9)  p.  184  ergeben. 
Als  Bestätigung  unserer  Behauptung  erhalten  wir  aber  aus  der  ent- 
sprechenden Combination  der  rechten  Seiten  (8): 

42(0+^)+84(<D-*)  +  56(3V-<D  +  6X^-)  +  24(4<D— 12X^+2*0 

+  2(<D  -^  24  X^-  -  3*)  =  168(0  -f-  V), 

d.  i.  in  der  That  die  168-fache  rechte  Seite  der  Classenzahlrelation 
erster  Stufe*). 

§  8.    Allgemeiner  Ansatz  fdr  die  Classenzahlrelationen  q*^'  Stufe. 

Um  bei  der  allgemeine  Primzahlstufe  q  wenigstens  den  Ansatz  für 
die* zugehörigen  Classenzahlrelationen  zu  gewinnen^  müssen  wir  auf  die 
p.  620  gegebene  Verabredung  betreffs  der  Congruenz  der  Repräsen- 
tantensysteme 3**'  Stufe  zurückgreifen.  Sind  n  und  n'  zwei  Transfor- 
mationsgradC;  die  im  quadratischen  Charakter  mod.  q  übereinstimmen, 
so  sollen  die  beiden  für  die  Repräsentantensysteme  zu  Grunde  zu  legen- 

einander  congruent  sein.     Es  findet  dann  insbesondere  die  Congruenz 
statt: 

und  indem  wir  den  gemeinsamen  Wert  der  linken  und  rechten  Seite 
dieser  Congruenz  etwa  wieder  7t  nennen,  löst  sich  (1)  auf  in: 

(2)  a  +  d  ^E  Ynjt ,    a'  -f-  cT ^  Yn^c ,    (mod.  q) . 

Man  nehme  nun  zuvörderst  wieder  den  einfacheren  Fall  der  qua- 
dratischen Nichtreste  n.  Da  werden  wir  die  Zahl  tc  der  Reihe  nach 
mit  0  und  mit  den  \{q  —  1)  Nichtresten  von  q  identificieren  müssen, 
so  dass  insgesamt  ^(g+l)  Werte  n  in  Betracht  kommen.  Der  Wert 
7t ^E  4:  ist  nicht  darunter,  und  eben   dieserhalb  wird  —  AE^n(3r  —  4) 


*)  Die  beiden  Systeme  der  Classenzahlrelationen  7*®'  Stafe  wurden  (in  etwas 
anderer  Bezeicbnungsweise)  bereits  vollständig  von  Hrn.  Gierster  angegeben  (in 
den  Matbem.  Aonalen  Bd.  22  p.  198,  1883);  es  war  dies  der  erste  Fall,  bei 
welchem  Hr.  Gierster  die  im  Texte  mit  'V'W  bezeichnete  zablentheoretische 
Function,  wie  wiederholt  bemerkt  wurde,  erfahrnngsweise  in  der  richtigen  Art 
definierte.  Die  im  Texte  befolgte  Ableitung  der  Relationen  7'«^  Stufe  wurde  von 
Hrn.  Hurwitz  in  Bd.  25  der  Matbem.  Annalen  (1884)  entwickelt. 
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gegen  q  relativ  prim  sein^  so  dass  nur  der  Fall  I  der  Tabelle  §  6  zur 
Geltung  kommt.  Mögen  jetzt  des  näheren  durch  n^  allgemein  diejenigen 
Zahlen  jr  bezeichnet  werden,  für  welche  n  —  4  quadratischer  Rest  von 
q  wird,  und  durch  n^  diejenigen  mit  einem  Nichtrest  {tc  —  4).  Für 
den  arithmetischen  Ausdruck  von  v{n)  kommt  alsdann  bei  einer  Zahl 
jTi  die  Formel  (I,  2)  der  Tabelle  des  §  6  zur  Verwendung,  bei  einer 
Zahl  3rj  aber  Formel  (I,  1). 

Durch  Angabe  der  Zahl  %  ist  das  Schema  des  Repräsentanten- 
Systems  nur  erst  beschränkt,  aber  noch  nicht  eindeutig  bestimmt.  Um 
also  die  functionentheoretische  Abzahlung  von  p.  633  in  Anwendung 
zu  bringen,  müssen  wir  unter  den  verschiedenen,  zu  diesem  ic  gehören- 
den Schemen  ein  einzelnes  auswählen;  und  indem  wir  ja  für  alle 
Nichtreste  n  die  Repräsentantensysteme  mit  diesem  Schema  congruent 
wählen,  liefert  Formel  (9)  p.  633  ein  Resultat  der  functionentheore- 
tischen  Bestimmung  von  v{n),  das  wir  in  die  Gestalt  setzen: 

v{n)  =  20(n)  +  UixM  H h  i^^t^xM- 

Das  Wichtige  ist  nun,  dass  jede  andere  Auswahl  unter  den  zu  tc 
gehörenden  Schemen  wiederum  zu  eben  diesem  System  ganzer  Zahlen 
trt^i  zurückführen  muss;  denn  es  ist  der  arithmetische  Ausdruck  von 
v(n)  von  dieser  Auswahl  unabhängig,  und  zwischen  den  %i(n), . .,  Xft{n) 
kann  keine  für  alle  Nichtreste  n  gültige  lineare  Identität   bestehen. 

o  -4-  1 

Wir  haben  also  für  die  Nichtreste  n  insgesamt  nur  ^  '      verschiedene 

Zahlsysteme  t^^ij  und  nicht  etwa  -  -  7"  ,  wie  wir  im  vorigen  Kapitel 
zuvörderst  annehmen  mussten. 

Die  fertigen  Ansätze  der  ^'t     GlassenzaMrelationen  g**'  Stufe  für 

die  quadratischen  Nichtreste  n  sind  nun,  wie  man  leicht  combiniert: 


(3) 


^  ^-^  H  (4»»  -  ^')  =  2<D(n)  +  t,,^^xi(n)  +  •  •  •  +  ^...,%.(n) , 
g^^H(4n  ~  x>)  =  2<D(n)  +  ^.,,aiW  +  •  •  •  +  t,^.,X,(n) 


Auf  den  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  haben  wir  von  der  in  (4) 
§  7  eingeführten  abkürzenden  Schreibweise  der  Summationsbedingungen 
Gebrauch  gemacht. 

Etwas  mannigfaltiger  gestaltet  sich  das  System  der  Classenzabl- 
relationen 3**'  Stufe  für  die  quadratischen  Beste  n  von  q.     Wir  setzen 
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hier  zunächst  gerade  wie  vorhin  an: 


a  +  d^Ei  y%n ,     —  A  ^  n(jr  —  4),  (mod.  q) 

und  müssen  nun  %  nach  einander  mit  0  und  den  \[fi  —  1)  Resten  von 
2  identisch  nehmen.  Indem  wir  den  Wert  or  e^  4  vorab  ausschliessen, 
mögen  wir  die  ^(g  —  1)  übrigen  %  durch  n^  oder  ä,  bezeichnen^  je 
nachdem  {% — 4)  Nichtrest  bez.  Rest  von  q  ist  Von  diesen  Zahlen  % 
aus  erhalten  wir  dann  \{q  —  1)  Classenzahlrelationen  der  beiden  ersten 
unter  (4)  anzugebenden  Typen.  Für  »  ^e  4  wird  A  durch  j  teilbar, 
und  nun  kommen  die  Fälle  (II)  und  (III)  der  Tabelle  des  §  6  zur 
Geltung.  Erstlich  der  Fall  (III)  liefert  für  alle  n  eine  Relation,  die 
man  an  dritter  Stelle  uuter  (4)  angegeben  findet  Dagegen  erfordert 
der  Fall  (II)  die  Unterscheidung,  ob  g  =  4Ä  -f-  1  oder  4ä  +  3  ist, 
und  hierauf  beziehen  sich  die  Angaben,  welche  sogleich  unter  (5)  und  (6) 
folgen.     Bezüglich  der  ganzzahligen  Coefficienten  s  gelten  ganz  analoge 

Bemerkungen,  wie  über  die  i  bei  den  Nichtresten  n;   man  hat  ^  "^ 

hez.  ^-f—  unterschiedene  ZaJdsysteme  s,  je  nachdem  3  =  4ä  +  1    oder 

=  4A  +  3  ist. 

Das  System  der  Classenzahlrelationen  g**'  Stufe  für  die  qtuidratischen 
Beste  n  ist  hiernach  das  folgende: 


I. 


2  +  1 


Belationenj  die  für  alle  n  existieren: 


2 


(4) 


2  H(4n  -  X«)  =  20(n)  +  s„„,*,(n)  +  •  •  •  +  *V.,i0i(«), 


V», 


~i~  ■'^^{^n  —  «')  =  2<t>(n)  +  s„„,^i(n)  +  ...  +  s,.,i^,(«) 
—(3  - 1)  [Xi)6^+ii/»l^^=4)(»»)+Xi/;i^-iy»(^.::T)(«)] » 


(5) 


II.    Zwei  nur  hei  q  =  Ah  '\-  1  eintrete^ide  Relationen: 

'  q  -^  H+.(4n  -  x»)  =  20(»)  -  («  -  1)  X^(n) 

'  ^"  +  s/+ 1)  ^.,  («)  +  •••  +  sx<+  '>  K-'i  (n) , 

q  .^  H_x(4«  -  x»)  =  2  0(n)  -  (g  -  1)  X^-(n) 
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III.   Eine  nur  für  g  =  4A  —  1  eintretende  RekUion: 

(6)      U'^  [H(4n-x^)-H(^^")]  ==2<l>(n)---(g-l)X^-(n) 
'^  +  5i W^, (n)  +  . . .  +  Sx^^Mn) . 

Die  unterschiedenen  Coefficientensysteme  s  haben  wir  hier  stets  durch 
untere  oder  obere  Indices  auseinander  gehalten. 

Die  wirkliche  Bestimmung  der  Coefficienten  s  oder  t  der  einzelnen 
Classenzahlrelation  wird  man  jetzt  dadurch  ausführen  können^  dass 
man  in  die  betreffende  Relation  A  bez.  ft  particuläre  Werte  n  einträgt 
und  das  solcherweise  entspringende  Gleichungssystem  nach  den  s 
bez.  t  auflöst.  Es  soll  dies  jetzt  noch  am  Beispiele  q=  11  durch- 
geführt werden, 

§  9.     Fertige  Gestalt  der  beiden  Systeme  der  Classenzahlrelationen 

elfter  Stufe. 

Nach  den  Regeln  des  vorigen  Paragraphen  haben  wir  bei  ^=11 
secJis  Classenzahlrelationen  für  die  Nichtreste  n  und  skben  für  die 
Reste;  in  jenen  Relationen  werden  die  zwei  Entwicklungsfunctionen 
elfter  Stufe  Xi{n),  ^gW  ^^^  Geltung  kommen^  in  diesen  die  drei 
Functionen  ^i(n),  ^aW;  ^sW- 

Um  wieder  mit  den  Nichtresten  n  zu  beginnen,  so  haben  wir  bei 
ihnen  die  im  vorigen  Paragraphen  durch  x  bezeichnete  Zahl  der  Reihe 
nach  mit  0,  2,  6,  7,  8,  10  zu  identificieren,  und  zwar  kommt  ins- 
besondere für  TCi  und  tc^: 

(1)  Äi  =  2,1,8  und  Äg  =  0,  6,  10,  (mod.  11). 
Nehmen  wir  z.  B.  %  ^  2,  so  wird  aus  (3)  §  8  folgen: 

(2)  6  2 H(4«  ->«*)  =  2 <t)(«)  +  ta,in)  +  t,x»(n). 

zY—n 

Man  trage  in  diese  Gleichung  nach  einander  n  =  2  und  n  =  6  ein, 
wodurch  mit  Hülfe  der  Tabelle  von  p.  616  die  beiden  Gleichungen 
entspringen: 

12H(4)  =  6  =  6- t^,     12H(23)  =  36  =  24  +  t^*)] 

dieselben  liefern  t^  «=»  12,  t^  =i  0.  Damit  ist  der  Ansatz  (2)  fertig 
bestimmt,  und  man  wird  die  erhaltene  Relation  jetzt  leicht  durch  Ein- 
tragung der  weiteren  Specialwerte  n  =  7,  8,  •  •  bestätigen.  —  Control- 


*)  Wegen  der  Werte  H  sehe  man  die  Angaben  (9)  p.  669. 


664  VI,  5.  Die  Classenzahlrelationen  höherer  Stofe. 

rechnangeii;  wie  die  hiermit  angedeutete ,  wird  man  selbatTerstandlich 
auch  bei  der  Bestimmung  der  übrigen  Relationen  immer  wieder  an- 
bringen können. 

Ohne  noch  weitere  Zwischenrechnungen  durchzuföhren,  möge  jetzt 
sogleich  das  System  der  Classenzahlrelationen  elfter  Stufe  für  irgend  einen 
Nichtrest  n  angegeben  werden;  man  findet: 

3  2  H(4»»  -  **)  =  H«)  +  6 Xi(n) , 
3  2  H(4»  -  X«)  =  <D(n)  +  3 x,(n) , 

6]/—« 

3  ^  H(4n  -  X«)  =  0(«)  +  3  z,(n), 

Ö^H(4n-x')  =  2<l>(«)-20X^-(»)-42.(«)-4;t2(«), 


(3) 


5  2  H(4«  -  X»)  =  2 0(n)  -  10 \y_~(n)  -  10  X,,^(«) 

'^'  -4z»(n)-4z,(«), 

5  ^  H(4«  -  X*)  =  20(«)  -  10X,^-(«)  -  10X,,^(n) 
^    *''-'  -4z,(n)-4z,(n). 

Will  man  durch  Combination  dieser  Gleichungen  die  Classenzahlrela- 
tion  erster  Stufe  gewinnen;  so  ist  noch  die  Identität  zu*  benutzen: 

(4)  2(X, +  X,  +  X,  +  X5  +  X,)  =  0-V, 

welche  der  bei  der  siebenten  Stufe  geltenden  Relation  (3)  p.  657  genau 
analog  ist.    «Übrigens  führt  dann  die  Combination: 

lOG,  +  lOG,  +  IOG3  +  3  (?,  +  6G,  +  6(?e, 

wie  man  leicht  ausrechnet,  zur  Classenzahlrelation  erster  Stufe  hin; 
dabei  sind  unter  (r^,  G2,  .  .  .  die  Gleichungen  (3)  der  Reihe  nach  ver- 
standen. 

Zur  Ableitung  der  sieben  bei  den  Resten  n  eintretenden  Rela- 
tionen hat  man  7t  der  Reihe  nach  gleich  0,  1,3;  9,  5,  4  zu  setzen^ 
und  zwar  ist  des  näheren: 

(5)  jr^  ^  0,  1,  3,  sowie  jr«  eee  9,  5,  (mod.  11). 

Zu  den  n^  gehören  drei  Relationen  vom  ersten  Typus  (4)  §  8,  zu  den 
^2  aber  zwei  vom  zweiten  Typus  (4)  §  8.  Weiter  ist  sodann  noch 
TT  =  4   zu  nehmen ,   und  für  diesen  Wert  tritt  die  einzelne  Relation 
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(6)  §  8  sowie  die  dritte  Relation  (4)  §  8  ein.  Ohne  uns  jetzt  noch 
weiter  bei  den  Zwischenrechnungen  aufzuhalten,  geben  wir  hier  so- 
gleich das  fertige  System  der  Classenzalilrelationen  elfter  Stufe  für  die 
Beste  n  von  11  an: 

3  2^  H(4n  -  X«)  =  <D(n)  +  *,(n)  +  3*,(n), 

0 

3  2'  H  (4n  -  X»)  =  <D(n)  -  ^, («)  +  3  ^»(n) , 
3  2  H  (4n  -  X*)  =  <t)(n)  +  t,(n)  +  3  ^,(n), 

^  2  H  (4n  -  Tc')  =  <t>(n)  -  5  X,^-(«)  -  5  X„^-(h) 
"'"  -V'2(«)-2*,(n), 

^  2"  H  (4«  -  x«)  =  <D(«)  -  5  Xj^C«)  -  5  X,^-(«) 
*^  -«,(n)-2^,(n), 

330  2  H  (4«  -  X*)  =  <t>(n)  —  60X^(n)  +  5^,(n) 
"''  -2U,(n)-12^,(«), 

H2'[H(4n-xO-H(*-^')]=20(«)-lOX^(«) 

'^"  -t.(«)  +  2t,(n)-2^,(n). 

Die  Combination,  welche  hier  auf  die  Classenzahlrelation  erster 
Stufe  führt,  wird  durch: 

55  Gl  +  HO  G,  +  UOGj  +  132  0^  +  132  65  +  0«  +  60  G, 
gegeben  *). 


(6) 


Betreffs  der  zusammengesetzten  Stufenzahlen,  die  wir  nicht  mehr 
behandeln ,    mögen    wir   hier    etwa   noch  die   auf  n  :=  8    bezüglichen 


*)  An  Classenzahlrelationen  11^'  Stufe  hat  Hr.  6i erster  (Math.  Ann. 
Bd.  22)  eine  für  die  Reste  n  und  gleichfalls  eine  für  die  Nichtreste  vermöge 
seiner  Betrachtung  der  Hauptmoduln  ableiten  können.  Dieselben  stellen  solche 
Verbindungen  der  Relationen  des  Textes  vor,  in  denen  Symbole  ^  oder  i  nicht 
Yorkommen.  Ausserdem  giebt  Hr.  Gierster  als  wahrscheinlich  bestehend  eine 
solche  Relation  11^"  Stufe  an,  in  der  die  Function  ip^  auftritt  Das  vollständige 
System  unserer  Relationen  ist  von  Hro.  Hurwitz  in  den  Leipziger  Berichten 
vom  16.  Dec  1884  ohne  Beweis  mitgeteilt.  Die  Bezeichnungen  des  Textes  sind 
gegenüber  den  dortigen  ein  wenig  modiäciert. 
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EDtwicklungen  von  Hurwitz  (in  Crelle's  Journ.  Bd.  99,  1885)  er- 
wähnen^ welche  sich  an  eine  schon  gelegentlich  genannte  Unter- 
suchung Kronecker's  (in  den  Berliner  Monatsber.  vom  19.  April  1875) 
anschliessen.  Die  Classenzahlrelationen  der  achten  Stufe  werden  dort 
indessen  auf  ganz  anderem  Wege,  nämlich  durch  analytische  Umfor- 
mung der  Reihenentwicklungen  für  gewisse  cubische  Verbindungen 
der  -ö-- Null  werte  d'^,  O-g,  -ö-g,  gewonnen.  Diese  Entwicklungen  bleiben 
ihrer  Natur  nach  ausserhalb  unserer  vorliegenden  Darstellung. 


Sechstes  Kapitel. 
Von  der  algebraischen  Darstellung  der  Hodnlarcorrespondenzen. 

Im  zweiten  Kapitel  des  vorigen  Abschnitts  haben  wir  die  Auf- 
gabe,  algebraische  Correspondenzen  auf  einer  Biemann'schen  Fläche 
Fn  auch  wirklich  mit  algebraischen  Hülfsmitteln  darzustellen,  immerfort 
hinausgeschoben.  Algebraische  Functionen  F{x^  y  I  l>  ^)  von  vier 
Flächenpunkten ^  mit  denen  wir  damals  stets  arbeiteten,  wurden  dort 
in  der  That  nur  erst  vermöge  der  transcendenten  Primform  definiert 
Aber  bei  diesen  transcendenten  Darstellungen  kam  das  eigentliche  alge- 
braische Gesetz,  das  der  einzelnen  Correspondenz  zu  Grunde  liegt,  noch 
nicht  explicite  zur  Evidenz.  Wir  werden  demnach  jetzt  den  einzelnen 
Flachenpunkt  mit  Hülfe  eines  bestimmt  gewählten  Systems  algebraischer 
Functionen  oder  Formen  fixieren  und  dann  nach  den  algebraischen 
Relationen  ztvischen  diesen  bestimmten  Functionen  je  zweier  correspon- 
dierenden  Flächenpunkte  suchen. 

Nachdem  wir  in  den  ersten  Paragraphen  einige  allgemeine  hierauf 
bezügliche  Erörterungen  vorausgeschickt  haben,  gehen  wir  dann  so- 
gleich zur  algebraischen  Darstellung  der  Modularcorrespondenzen  über. 
Doch  beschränken  wir  hierbei  unser  üntersuchungsgebiet  von  vorn- 
herein, indem  wir  nur  einige  besonders  naheliegende  Classen  von 
Modularcorrespondenzen  besprechen  wollen.  In  der  That  werden  wir 
explicite  nur  die  f^gg  der  siebenten  Stufe,  sowie  die  ausgezeichneten 
Gruppen  f^  und  fgg^  der  Stufen  8  und  16  betrachten. 

Bei  der  V^^  werden  zufolge  der  „Einfachheit"  der  Gruppe  Gj^g 
alle  Verhältnisse  die  durchsichtigste  Gestalt  annehmen,  so  dass  zur 
Erläuterung  der  bei  der  algebraischen  Darstellung  der  Modularcorre- 
spondenzen eintretenden  Gesichtspunkte  die  r^^g  das  zweckmässigste 
Beispiel  abgiebt.  Indem  wir  dasselbe  etwas  ausführlicher  besprechen 
wollen,  werden  wir  hier  am  Ende  des  zweiten  Bandes  zu  eben  jenem 
algebraischen  Gebilde  J?\eg  des  Geschlechtes  jp  =  3  zurückgeführt, 
dessen  ausführliche  Theorie  den  Abschluss  von  Bd.  I  bildete. 

Die  beiden  Gruppen  T^  und  V^^^  sind  in  historischer  Hinsicht  für 
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uDsere  neuen  Fragen  die  interessantesten.    Indem  wir  nämlich  behufs 
algebraischer  Fixierung  des  einzelnen  Flächenpunktes  die  Modalsysteme 

yicy  yü'  bez.  yic,  yV  zur  Benutzung  heranziehen,  werden  die  Rela- 
tionen   zwischen  je   zwei   correspondierenden   Flächenpunkten    gerade 
diejenigen  irrationalen  Modulargleichungen  liefern;  bei  denen  wir  schon 
oben  p.  154  ff.   ausführlich   verweilten.     Wie   wir   schon    damals    an- 
gabeU;  beziehen  sich   auf  diese  Relationen  der  Transformationstheorie 
neben  den  früheren  Entwicklungen  vonLegendre,  Jacobi,  Gützlaff 
namentlich    auch   die   neueren  von   Schröter,  Krause  u.  A.     Indem 
wir  hier  also  mit  einem  viel  behandelten  Gegenstande  zu  thun  haben, 
muss  es  von  allgemeinem  Interesse  sein,  dass  von  unserer  Theorie  der 
Modularcorrespondenzen  aus  jene  irrationalen  Gestalten  der  JiMCobi'sdken 
Modulargleichungen  die  naturgemässe  Aufklärung  ihres  eigentlichen  Wesens 
fanden,   wie  wir  dies    schon  p.  156  erörterten*).   —   Aber    auch    um- 
gekehrt können  wir  vermöge  der  algebraischen  Hülfismittel,  welche  uns 
zur  Hand   sein   werden,  von   den    ausgezeichneten   Gruppen    fgß,  F^^ 
aus  eine  systematisclie  Behandlung  der  irrationcden  Jaccbi'schen  Modular- 
gleichungen  anbahnen.     Die  hiermit  bezeichnete  Aufgabe  hat  für  die 
fja^  Hr.  E.  Fiedler**)  in  seiner  inhaltreichen  Leipziger  Dissertation 
(von  1885)  behandelt.     Aus  der  letzteren  werden  wir  weiterhin   zahl- 
reiche Einzelresultate  anführen,  während  wir  zum  Zwecke  aller  prin- 
cipiellen  Überlegungen,  wie  schon  bemerkt,  lieber  an  die  Gruppe  f]^ 
anknüpfen.  — 

§  1.    Darstellung  einer  algebraischen  Fxmetion  zweier  Fläehenpnnkte 
Xy  y  durch  algebraische  Functionen  von  x  oder  y  allein. 

Die  beiden  Punkte  |  und  r^  dachten  wir  bei  der  einzelnen  Function 
F{Xy  y  \if  ri)  beliebig,  aber  fest  gewählt,  so  dass  jP  nur  noch  als 
Function  der  beiden  Stellen  a?,  y  zu  betrachten  ist.  Wir  bezeichnen 
sie  in  diesem  Sinne  durch  F{Xy  y)  und  mögen  in  F(x,  y)  bei  stehen- 
dem y  eine  w- wertige  algebraische  Function  von  x  besitzen,  bei 
stehendem  x  aber  eine  ft- wertige  algebraische  Function  von  y.  Mit 
Bücksicht  auf  die  Verwendung,   welche  wir  von  F(x,  y)  zu  machen 


*)  Vergl  hierzu  die  oft  genannte  Programmnote  von  Klein,  Zur  Theorie 
der  elliptischen  Modul functionen ,  Math.  Ann.  Bd.  17  (1879),  sowie  die  gleichfalls 
schon  gelegentlich  genannte  Notiz  von  Hurwitz,  Zur  TJieorie  der  Modular- 
gleichungen, Göttinger  Nachrichten  von  1883. 

**)  Über  eine  besondere  Classe  irrationaler  Modulargleichungen  der  elliptischen 
Functionen,  abgedruckt  in  der'  Viert eljahrsschrift  der  Züricher  Naturforschenden 
Gesellschaft  Band  30. 
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haben^  führen  wir  jetzt  die  sehr  beschränkende  Annahme  ein,  dass  die 
Unstetigkeitspunkte  von  F,  als  Function  von  x,  unabhängig  von  der 
besonderen  Lage  des  y  sein  mögen,  und  zwar  sollen  sie  etwa  bei 
Si>--«>6w  liegen;  entsprechend  sollen  die  Unstetigkeitspunkte  von  JP, 
als  Function  von  y  gedeutet,  unabhängig  vom  besonderen  Werte  des 
X  bei  1^1  >  •  •  •  >  ^^  liegen.  Weitere  Voraussetzungen  machen  wir  über 
F  nicht  und  werden  uns  übrigens  hernach  thatsächlich  überzeugen, 
dass  die  über  F{Xy  y)  getroffenen  Festsetzungen  bei  den  Functionen 
F  der  Correspondenztheorie  wenigstens  in  einigen,  weiterhin  zu  be- 
zeichnenden, Fällen  zutreffen. 

Um  eine  algebraische  Darstellung  der  von  x  und  y  algebraisch 
abhängenden  Function  F  der  Fläche  anzubahnen,  gehen  wir  auf  den 
Riemann-Roch'schen  Satz  zurück.  Zufolge  desselben  wird  bei  stehen- 
dem y  die  Function  F{x,  y)  homogen  und  linear  mit  von  x  unab- 
hängigen Coefficienten  in  (w  —  jp  +  r  +  1)  speciellen  Functionen 
darstellbar  sein,  deren  einzelne  m- wertig  ist  und  an  den  m  Stellen 
|j,...,Sm  unstetig  wird.  Es  ist  aber  möglich,  dass  für  die  Dar- 
stellung unserer  besonderen  Function  F(x^  y)  gar  nicht  alle 

m  —  jp  +  r  -f-  1 

linear  unabhängigen  algebraischen  Functionen  mit  den  Unstetigkeits- 
punkten  6i , . . . ,  Im  erforderlich  sind.  Im  letzteren  Falle  werden  wir 
die  Anzahl  der  wirklich  zu  brauchenden  Functionen  möglichst  gering 
nehmen  und  mögen  etwa  mit  den  s  Functionen  tpi{x), , , .,  ^,(a;)  gerade 
ausreichen,  wobei  also: 

(1)  •  s<Cm— j>  +  T-f-l 

ist.  Dank  unserer  Annahme,  dass  die  Lage  der  Unstetigkeitspunkte 
in*  ••;§//!  ▼on  dem  besonderen  Werte  y  unabhängig  sein  soll,  haben 
wir  so  für  jedes  y  eine  Darstellung: 

(2)  F{x,  y)  =  c^il>^{x)  +  c^t^ix)  -\ (-  c,^,(a:) 

unserer  Function  F  von  x,  tvobei  die  ^i{x)  die  schon  genannten  Func- 
tionen von  X  dllein  sind,  wätirend  die  c^^ , .  .,Ca  nur  noch  allein  von  y 
abhängig  sein  werden. 

Man  bemerkt  nun  sofort,  dass  Cj,  ...,c,  algebraische  Func- 
tionen der  Stelle  y  sein  müssen.  Um  die  c  aber  als  solche  aus  (2) 
explicite  zu  berechnen,  tragen  wir  in  diese  Gleichung  nach  einander 
für  X  die  s  speciellen  Stellen  x^,...yXs  ein,  die  nur  so  ausgewählt 
sein  mögen,  dass  die  s-gliedrige  Determinante  |  i>k{s^  \  von  Null  ver- 
schieden ist.     Letztere  Forderung  wird  leicht    erfüllbar   sein,   da   die 
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^i(^);  •  •  •;  t*{^)  ®i^  System  linear -unabhängiger  Functionen  der  Fläche 
sind.     Die  s  Gleichungen: 

werden  wir  nun  nach  den  Unbekannten  q , . . . ,  c,  auf  losen  können 
und  finden  letztere  solchergestalt  explicite  als  Functionen  von  y  allein 
dargestellt,  wobei  als  Unstetigkeitspunkte  derselben  offenbar  Vx,  Vtj  --fV^ 
fungieren.  Setzt  man  daraufhin  Ck  =  Z*(y)^  ^^  erffubt  sich  fiir  JF(x,  y) 
die  Darstellung: 

(3)       F{x,  y)  =  t,{x)xi{y)  +  M^)x2{y)  +  '-  +  M^)Xs(j/) 

durch  die  Functionen  tpk(x)  und  Xk(y)  van  x  hez.  y  allein. 

Man  bemerke,  dass  in  Formel  (3)  auch  ^ie  s  Functionen  %{y) 
von  einander  linear -unabhängig  sein  müssen.  Wäre  nämlich  etwa 
%,  eine  lineare  Verbindung  der  voraufgehenden  (s  —  1)  Functionen,  so 
hätten  wir  leicht  ersichtlich  auch  in  Formel  (2)  bereits  mit  (s  —  1) 
Functionen  ^  reichen  müssen,  unserer  Annahme  zuwider.  Bei  dieser 
Sachlage  wären  wir  zur  ganzen  Zahl  s  notwendig  auch  dann  gefuhrt 
worden,  wenn  wir  die  Betrachtung  nicht  mit  den  tl^ki^),  sondern  mit 
den  Xk{y)  begonnen  hätten.  Die  ganze  Zahl  s  ist  somit  unserer  Function 
F{x,  y)  eindeutig  zugeordnet  und  giebt  einen  eigentümlichen  Charakter 
dieser  Function  zweier  Flächenpunkte  an;  natürlich  bestehen  nun  zu- 
gleich die  beiden  Bedingungen: 

< 
5<|x— p  +  r'-fl, 

wo  r  die  Anzahl  linear- unabhängiger  Formen  g)  ist,  die  zugleich  in 
den  m  Punkten  Si;-'*>Sm  verschwinden,  während  t'  die  gleiche  Be- 
deutung für  Vi7- '  'fVfi  besitzt*).  — 

Die  Darstellung  der  ipk{^),  X^iv)  durch  speciell  gewählte  alge- 
braische Functionen  oder  auch  algebraische  Formen  der  Fläche  wer- 
den wir  jetzt  nach  den  bezüglichen  Regeln  im  ersten  Kapitel  des  vor- 
liegenden Abschnittes  leisten.  Nach  p.  488  können  wir  erstlich  ^i(a:) 
als  Quotient: 

(6)  *.«-|fe) 

zweier  ganzen  algebraischen  Formen  der  gleichen  Dimension  v  dar- 
stellen; dabei  werden  sich  unter  den  nv  Nullpunkten  von  Gq  auf  der 
Fn  insbesondere  die  m  Punkte  Sj,  . . .,  6m  finden,  so  dass  nv>  m  ist. 

♦)  Vergl.  für  die  bisherige  Entwicklung  Clebsch-Lindemann,  Vorlesungen 
über  Geometrie,  Bd.  I  vierte  Abteilung,  Kap.  VIII. 


(4) 
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« 

Trifift  hierbei  das  üngleichheitszeichen  zu,  so  mögen  die  (nv  —  m) 
ferneren  Nullpunkte  von  G^  etwa  gm + 1 ,  . . . ,  S»  r  genannt  werden. 
Neben  Gq  und  G^  fuhren  wir  alsdann  noch  die  (s  —  1)  weiteren 
ganzen  Formen: 

(6)  G,<^>(a;„  X,)  =  tiix)  •  G^^^x,,  x,) 

für  »  =  2 ,  •  •  • ,  s  ein.  —  Ein  entsprechender  Ansatz  knüpft  sich  an 
die  xiy)}  ^^  ^^  2^  ganzen  Formen  der  Dimension  v  geführt  werden 
mögen;  zum  Unterschiede  gegen  (6)  bezeichnen  wir  letztere  Formen 
durch  H^iy^.y^,  ...,  n,{jf^,y^).  — 

Nunmehr  führe  man  die  von  zwei  Stellen  x  und  y  der  Fn  dbliän- 
gende  ganze  algdyraische  Form: 

(7)  "i^ix^jX^  I  yi,y^)  =  Fix,y)'  G^ix^.x^) '  H^{y,,y^) 

ein.  Dieselbe  wird  in  den  beiden  Variabelenreihen  die  Dimensionen 
V  bez.  V  zeigen ;  sie  wird  auf  der  Fläche  nirgends  unendlich  werden 
und  in  Anbetracht  des  Verschwindens  zunächst  das  Verhalten  von 
F{x,  y)  zeigen*,  ausserdem  aber  kommen  als  Function  von  x  die 
(fiv  —  ni)  festen  (d.  i.  von  y  unabhängigen)  Nullpunkte  Sm+i,  •..,  Inf 
hinzu  und  als  Function  von  y  gewisse  {nv  —  ft)  feste  Nullpunkte 
Tif^^i,  . . ,,  rinf''  Für  die  somit  construierte  Form  0  aber  ergiebt  die 
vorangefiende  Deduction  unmittelbar  die  Darstellung: 

(8)  <D(rr,  I  y,)  =  G^H,  +  G^H^  +  •  •  •  +  GMs^ 

Für  die  Darstellung  der  einzelnen  Formen  Gy  H  könnten  wir  nun 
weiter  jene  Regeln  in  Anw'endung  bringen,  die  früher  (p.  489)  allge- 
mein in  dieser  Hinsicht  entwickelt  wurden.  Wir  würden  also  vorab 
eine  Minimalbasis  ganzer  Formen  der  Fläche  Fn  auszuwählen  haben, 
um  in  dieser  jede  einzelne  Form  (r,  H  in  der  bekannten  Gestalt  dar- 
zustellen. 

Ganz  analoge  Betrachtungen  knüpfen  sich  an  die  Darstellung  von 
F{Xy  y),  falls  wir  die  ternäre  Formentheorie  auf  Grundlage  einer 
ebenen  Curve  (7«  gebrauchen  wollen.  Doch  setzen  wir  hierbei  der 
Einfachheit  halber  gleich  voraus,  dass  die  Grundcurve  Cn  singulari- 
tätenfrei sei,  eine  Annahme,  die  auch  den  allgemeinen  Entwicklungen 
p.  497  fr.  zu  Grunde  liegt;  einzig  dieser  specielle  Fall  wird  späterhin 
Verwendung  finden. 

Wir  verfahren  nun  folgendermassen:  Auf  der  Cn  stellen  wir  erst- 
lich wieder  iIj^{x)  als  Quotienten  zweier  ganzen  Formen: 

(9)  ^i(x)-^C)f "''""'! 

der  Dimension  v  dar,  wobei  wir  natürlich  diese  ganze  Zahl  v  möglichst 
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niedrig  gewählt  denken.  Die  „Corve^  ffoi^d^^^  ^^i^  alsdann  auf  der 
Cn  erstlich  die  m  Punkte  l^,  .  .  .^  |m  ausschneiden,  ausserdem  aber 
(yn  —  m)  weitere  Punkte  |n+ii  •  • -7  &•')  natürlich  kann  ancli  der 
besonders  einfache  Fall  eintreten ,  dass  nv  =  m  wird,  wo  alsdann 
ausser  den  £i,  ...^Im  neue  Schnittpunkte  der  (7.  mit  ^o""^^^  nicht 
eintreten.  Neben  ^^^  g^  haben  wir  jetzt  noch  die  weiteren  ganzen 
Formen  ffoti,  •  -  '}  9oi^»  auf  der  (7«,  welche  nach  p.  501  wieder  ganze 
homogene  Verbindungen  v^'  Dimension  von  Xj^y  x^,  x^  sind;  wir  be- 
zeichnen dieselben  mit  g^,  . .  .,  g».  Die  Behandlung  der  %{y)  geht 
denselben  Weg,  und  hier  möge  insbesondere  die  „Curve"  der  v'*~ 
Ordnung  \{yi)^0  auf  der  Cn  neben  den  fi  Punkten  ^i^-.-y^^ 
noch  die  {nv  —  ^)  weiteren  i?^  +  i,  ...,  i?«^  ausschneiden.  Nach  Ana- 
logie von  (7)  wird  man  demnächst  die  ganzem  doppdttemäre  Form  der 
Dimensionen  v  bez.  v  in  den  "beiden  Variabeienreihen: 

(10)  (t>(xi,x^,x^  I  yuVtyy^)  =  F{x,y)  ' g^{x,)\{yi) 
herstellen  und  hai  alsdann  für  diese  Form  die  explieUe  Darstellung: 

(11)  (D(a:,-  I  y.)  =  g,  (xi) \{y,)  +  g^{x,)  Äj(yO  H h  9»{^i)  */y.) 

in  rationaler  ganzer  Gestalt  durch  die  Xt  und  yi .  Natürlich  haben  wir 
bei  stehendem  Punkte  y  bez.  x  der  Cn  in  <t>  ■=»  0  die  Gleichung  einer 
algebraischen  Gurre  der  Ordnung  v  bez.  v',  wobei  das  eine  Mal  die 
Xiy  das  andere  Mal  die  yi  die  laufenden  Coordinaten  sind,  und  wir 
gewinnen  betreflFs  des  Durchschnitts  dieser.  Curve  mit  der  Grundcuire 
Cn  das  Resultat:  Bei  stehendem  y  schneidet  die  Curve  0  =  0  auf  der 
Cn  erstlich  die  Nullpunkte  von  F(x,y)f  für  diesen  Punkt  y  als  Function 
von  X  betrachtet f  aus,  überdies  aber  werden  noch  (nv  —  m)  feste ,  d.  ü 
von  y  unabhängige  Punkte  ausgeschnitten.  (Zufolge  unserer  Annahme, 
dass  V  möglichst  niedrig  gewählt  sein  soll,  lassen  sich  übrigens  diese 
hinzukommenden  Nullpunkte  nicht  etwa  dadurch  verringern,  dass  man 
bei  den  gk{^i)  einen  gemeinsamen,  in  den  Xt  rationalen  Factor  ab- 
sondern könnte.)  Entsprechend  wird  4>  ==  0,  bei  stdiendem  x  in  den  yi 
gedeutet,  erstlicfi  tvieder  die  betreffenden  Nullpunkte  von  F  ausschneiden, 
ausserdem  aber  noch  die  (nv  — /t)  Punkte  rjft^i,  ...,  deren  Lage  von 
X  unabhängig  ist 

Natürlich  könnten  wir  nun  auch  die  auf  eine  Baumcurve  des  iZ,, 
des  B^  u.  s.  w.  gegründete  Formentheorie  zur  expliciten  Darstellung 
der  rechten  Seite  von  (3)  benutzen.  Indessen  finden  derlei  Entwick- 
lungen weiterhin  doch  keine  Anwendung  und  brauchen  demnach  hier 
nicht  weiter  besprochen  zu  werden. 
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§  2.    Von  der  Darstellting  der  algebraischen  Correspondenzen  durch 

algebraische  Gleichungen*). 

Unter  den  Functionen  F{x,  y  \  ^y  rj)  der  Correspondenztheorie 
sind  es  nur  die  bei  den  gewöhnlichen  Correspondenzen  einer  positiven 
Wertigkeit  auftretenden  I\  bei  denen  die  im  vorigen  Paragraphen  über 
F  gemachten  Voraussetzungen  zutreflen;  dabei  sind  die  nullwertigen 
Correspondenzen  denjenigen  von  positiver  Wertigkeit  zuzurechnen. 
Man  wolle  sich  nämlich  vermöge  der  transcendenten  Darstellung  des  F 
überzeugen,  dass  die  Unstetigkeitspunkte  von  Fj  als  Function  von  x 
angesehen,  sowohl  bei  singulären,  wie  bei  negativ- wert  igen  Correspon- 
denzen keineswegs  von  y  unabhängig  sind;  hier  also  trifft  die  wesent- 
liche Voraussetzung  der  Entwicklung  des  vorigen  Paragraphen  nicht 
ein.  Wir  werden  demnach  zuvörderst  einzig  von  den  Correspondenzen 
einer  Wertigkeit  «;  >  0  handeln  und  für  deren  Darstellung  übrigens 
gleich  die  ternäre  auf  eine  singularitätenfreie  ebene  Cn  gegründete 
Formentheorie  benutzen,  da  nur  dieser  Fall  weiterhin  zur  Geltung 
kommt. 

Nach  den  Regeln  (10),  (11)  des  vorigen  Paragraphen  lässt  sich 
eine  mdl-  oder  positiv-wertige  a-ß- deutige  Correspondenz  stets  durch  Null- 
setzen einer  bi-ternären  rationalen  ganzen  Form  ^{xi,  X2,  x^ly^,  y^,  y.^) 
darstellen,  welche  homogen  von  den  Dimensionen  v  bez.  v  in  den 
beiden  Variabelenreihen  sei.  Dabei  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf 
die  betreffenden  Entwicklungen  von  p.  537  für  den  Durchschnitt  der 
Grundcurve  mit  dem  durch  Nullsetzen  von  0  entspringenden  Gebilde 
das  Resultat:  Bei  stehendem  Punkte  x  der  Grundcurve  werden  auf  der- 
seU)en  durch  die  in  den  y  gedeutete  Curve  <t>(x,y)  =  0  ausgeschnitten: 

1)  die  a  dem  x  correspondierenden  Funkte  t/, 

2)  iC'facli  gezählt  der  Punkt  x  selbst,  wenn  w  die  Wertigkeit  bedeutet, 

3)  geivisse  8'  feste,  von  x  unabhängige,  Punkte, 

Dabei  wird  man  die  letztere  Anzahl  d'  aus  der  Gleichung: 

(1 )  nv  =  a  +  ^  +  *' 

berechnen  können.  Andererseits  aber  folgt:  Bei  stehendem  Punkte  y 
der  Ch-undeurve  Cn  werden  durch  die  in  x  gedeutete  Curve  <i>{x,  y)  =  0 
auf  Cn  ausgescfmitten: 

1)  die  ß  dem  Punkte  y  correspondierenden  Punkte  rr, 

2)  w-fach  gezälhlt  jener  Punkt  y  seihst, 

3)  gewisse  8  feste,  d,  i.  von  y  unabhängige,  Punkte. 

*)  Siehe  hierzu  §  9  der  auch  in  Kap.  2  zu  Grunde  gelegten  Arbeit  von 
Ilnrwitz  über  algebraische  Correspondenzen  und  da«?  Correspondenzprincip. 

Klein-Fricko,  Modul ftinctionen.   IL  43 
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Für  die  Anzahl  6  kann  man  dann  entsprechend  der  Formel  (1)  die 
nachfolgende  Gleichung  bilden: 

(2)  nv  =  ß  +  tv  +  d. 

Die  Auswahl  der  d  bez.  d*  festen  Schnittpunkte  ist,  nach  Zahl 
und  Lage,  bis  zum  gewissen  Grade  iler  Willkör  anheimgestellt  Aus 
den  Überlegungen  des  vorigen  Paragraphen  ergiebt  sich  in  diesem 
Betracht  folgendes:  Für  irgend  einen  specieUen  Punkt  y  der  CL  lege 
man  durch  die  ß  correspondierenden  Punkte  x  eine  Curve,  welche  die 
Cn  zugleich  in  y  selbst  M7-fach  triflFt.  Eine  derartige  Curve  C^  wird 
sich,  bei  hinreichend  hoch  gewählter  Ordnung  v,  stets  auf  mannig- 
faltige Art  auswählen  lassen.  Irgend  eine  particulär  gewählte  Cr  wird 
dann  noch  fernere  d  Punkte  auf  Cn  ausschneiden,  wobei  ja  im  spe- 
cieUen auch  d  =  0  sein  kann.  Jedenfalls  aber  werden  diese  d  Punkte 
auch  für  alle  übrigen  y  als  feste  Zusatzpunkte  fungieren  können;  denn 
im  vorigen  Paragraphen  waren  mit  der  Fixierung  einer  einzelnen  unter 
den  Formen  Qq^  Qiy  .-.;  5^*  offenbar  alle  übrigen  eindeutig  bestimmt.  — 
Ganz  unabhängig  davon,  wie  wir  die  soeben  genannten  d  Punkte 
fixiert  haben  mögen,  werden  wir  nunmehr  die  zweite  Reihe  der  d^  Zu- 
satzpunkte dadurch  nach  Zahl  und  Lage  auswählen,  dass  wir  bei 
speciellem  x  irgend  eine  (7/  beliebig  herausgreifen,  welche  die  a  zuge- 
ordneten Punkte  auf  der  Cn  ausschneidet,  ausserdem  aber  im  Punkte 
X  selbst  die  Grundcurve  t^-fach  trifft  Wir  werden  diese  Überlegung 
weiter  unten  an  Beispielen  ins  einzelne  durchzuführen  haben. 

Um  die  algebraische  Darstellung  negativ -wertiger  und  singulärer 
Correspondenzen  zu  ermöglichen,  werden  wir,  wie  wir  hier  beiläufig 
ausführen,  die  Auflösung  des  ümkehrprohlenis  benutzen  können.  Sei 
eine  ganz  beliebige  Correspondenz  auf  unserer  Riemann'schen  Fläche 
vorgelegt,  und  seien  dio  zugehörigen  j)  lutegralrelatiouen  gegeben 
durch : 

n  P 

r  —  l  Ji-  =  1 

wo])ei  also  nähere  Angaben  über  die  TCik,  Ci  gar  nicht  vorliegen  sollen. 
Man  setze  alsdann  ein  erstes  System  von  p  Gleichungen  an: 

(4)  ^My.''^)  =  -  2'  '"*-^'*(^)  -  «'"^■••(^)  +  ^" 

1  =  1  k=l 

wo  w?!  eine  ganze  positive  Zahl  oder  Null  sein  soll,  die  di,  . ,  . ,  dp 
aber  Constante  bedeuten.  Auf  Grund  der  Lösbarkeit  des  Umkehr- 
problems kann  man  für  jeden  Punkt  x  aus  (4)  ein  System  von  p  zu- 
gehörigen Punkten  ?//'\  •••;2//*^  angeben  und  wolle  insbesondere  die 
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CoDstaDteo  di  so  gewählt  denken,  dass  nicht  gerade  der  unbestimmte 
Fall  des  ümkehrproblems  vorliegt.  In  ganz  analoger  Weise  setzen 
wir  jetzt  ein  zweites  System  zu  p  Gleichungen: 

(f>)  ^jiiyn  =  -  2'  '"-M^y-  «'»^■'•(*)  +  ei 

1=1  k=l     . 

an,  wo  w^  wieder  eine  ganze  Zahl  ^0  ist  und  für  die  Constanten  e, 
die  gleiche  Bemerkung  gilt  wie  für  die  dt.  Zudem  mögen  wir  diese 
Constanten  so  ausgewählt  denken,  dass  nicht  für  alle  x  ein  Punkt 
aus  der  Reihe  y^^^\  . . .,  yp^^^  auch  in  der  anderen  Reihe  y/^^,  . . .,  yp^^^ 
sich  findet. 

Die  Anwendung  der  hiermit  durchgeführten  Massnahme  auf  unser 
Problem,  die  zu  (3)  gehörende  Correspondenz  durch  algebraische  Glei- 
chungen darzustellen,  ergiebt  sich  nun  so:  Indem  man  einmal  die 
Gleichungen  (3)  und  (4),  sodann  aber  (3)  und  (5)  combiniert,  ergeben 
sich  die  beiden  neuen  Relationen: 

(0)  ^Myr)  +  ^hini^'^)  =  -  w,ji{x)  +  c,  +  (?,-, 

(7)  ^i.O/r)  +  ^My,^'')  =  -  W,ji{x)  +  C  -f  e.; 

t  —  l  1  =  1 

deren  jede  infolge  der  wechselnden  Werte  i  =  1,  2,  •  •  -,1)  insgesamt 
p  Integralrelationen  vertritt.  Lassen  wir  nun  dem  Punkte  x  der  Fläche 
die  (a  +  P)  Punkte  ^i,  .  .  .,  J/a,  yi^^\  .  •  .,  Kp^*^  correspondieren,  so 
lehrt  (6),  dass  wir  damit  eine  gewöhnliche  a^-ßi-deutige  Correspondenz 
der  Wertigkeit  tri>0  gewonnen  haben,  wobei  insbesondere  ai=a^p 
ist.  Diese  Correspondenz  können  wir  nach  den  im  Anfang  des  Para- 
graphen entwickelten  Regeln  durch  eine  Gleichung  4),  =  0  darstellen. 
Aber  indem  wir  jetzt  zweitens  dem  Punkte  x  die  (a  -j-  p)  Stellen 
,Vi»  •  •  •>  Va,  yi^^\  .  •  •,  yp^^^  entsprechen  lassen,  gewinnen  wir  eine  neue 
gewöhnliche  Correspondenz  von  der  Wertigkeit  w^  ^  0,  die  wir  durch 
02  =  0  darstellen  mögen. 

Hier  wird  nun  von  Vorteil,  dass  zufolge  unserer  obigen  Verab- 
redung betreffs  der  rf,,  e,-  die  beiden  Punktreihen  y/^^,  . . . ,  yp^^^  und 
f//^^  . . . ,  j/p(^^  gemeinsame  Punkte  im  allgemeinen  nicht  aufweisen. 
Wollen  wir  überdies,  was  uns  ja  freisteht,  eine  der  beiden  Zahlen  m?!, 
w^  mit  Null  identisch  nehmen  sowie  bei  der  Bildung  der  Formen  <t>i, 
0^  Sorge  tragen,  dass  die  d^  Zusatzpunkte  bei  0^  von  den  ^2  Ansatz- 
punkten   von   02   durchgehends    verschieden   sind    und    ebenso  die   6/ 

Punkte  von  den  ö^',  so  ergiebt  sich  oflenbar  das  Resultat:     Die  ganz 
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beliebig  aufgegrift^ene  Correspondenz  (3)  der  Fn  Jässt  sicfi  stets  in  dem 
Sinne  rein  durch  zwei  algebraiscJie  Gleidiungen : 

1  ^2(^1,  ^2,  ^3  I  Ä7  ^2)  Vs)  =  0 

darstellen,  dass  bei  stehendem  Punkte  x  (bes.  y)  die  gemeinsamen  Sc/mitt- 
punkte  der  beiden  Curven  (8)  7mt  der  Grundcure  Cn  genau  die  a  (he£.  ß) 
ztigeordneten  Punkte  sind. 

Unsere  weiter  folgenden  Betrachtungen  sollen  sich  übrigens  nicht 
mehr  auf  den  hiermit  formulierten  allgemeinsten  Fall  beziehen;  sie 
sollen  vielmehr  allein  noch  die  null-  und  positiv-wertigen  Correspon- 
denzen  betreffen,  zu  deren  Darstellung  eine  einzelne  Gleichung  <t>  =  0 
genügt. 


§  3.    Von  der  Willkür  der  im  Falle  einer  nieht-negativen 

eintretenden  Gleichxmg  <t>(:i:,-  |  tfi)  =»  0. 

Die  unter  (11)  §  1  geleistete  formen  theoretische  Darstellung  von 
F{x,  y)  auf  ternärer  Grundlage  müssen  wir  jetzt  noch  weiter  durch- 
bilden. Doch  nehmen  wir  dabei  gleich  die  speciellen  Voraussetzungen 
der  null-  oder  positiv-wertigen  Correspondenzen  wieder  auf;  wird  doch 
dieser  Fall  künftig  allein  zur  Anwendung  gelangen. 

Es  sei  also  eine  Correspondenz  einer  Wertigkeit  w^  ^  0  gegeben, 
die  a-/3- deutig  sei.  Wir  werden  dann  in  der  vorhin  beschriebenen 
Weise  durch  Benutzung  zweier  speciellen  Punkte  x  =  ^  und  y  =  fj 
zwei  lieihen  von  d  bez.  6'  Zusatzpunkten  ausfindig  machen,  um  darauf- 
hin, unsere  Correspondenz  in  gleichfalls  schon  bezeichneter  Art  durch 
eine  algebraische  Gleichung: 

(1)  ^{^17^2,^3 1  yi,y2;y3)  =  o 

darzustellen.  Hier  bemerke  man  nun,  dass  der  rationale  Ausdruck 
<i>(Xi  I  yi)  selbst  nach  Festlegung  der  J  -f"  ^'  Zusatzpunkte  im  allj^e- 
meinen  noch  keineswegs  eindeutig  bestimmt  ist.  Man  bilde  nrimlich, 
wenn  f{XiyX^yX,^  =  0  die  Gleichung  der  Grundcurve  Cn  ist,  vbu  4) 
aus  die  neue  Form: 

(2)         <D' {Xi  I  y,)  =  c . 0(a:,-  |  j/,)  -f  f{x>)  •  y, {Xi  \  yi)  +  f{yi)  •  y^(xi  \  y.) , 

wo  c  eine  von  Null  verschiedene  Constante  ist,  die  yj,  yg  ^^^^  solche 
in  jeder  Variabelenreihe  homogene  ganze  Ausdrücke  sind,  dass  die 
rechte  Seite  von  (2)  Ilomogeneität  in  den  Xi  sowie  in  den  y,  zeigt. 
Derartige  mit  f  verschwindende  Zusatzgliedor  werden  wir  ja  stets  an- 
bringen   können,    sobald  v  >  n    oder   auch   nur  v  >  n   ist.     Offenbar 
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aber  wird  durch  (])' «» 0  unsere  CorrespondeDz  in  geoau  derselben 
Weise  dargestellt  wie  durch  0  =  0. 

Sollen  wir  nun  —  immer  bei  festgehaltenen  d  +  ^'  Zusatzpunkten 
—  die  Gleichung  (1)  als  eine  zugehörige  Correspondenztjleichung  benennen^ 
so  Uisst  sich  diese  Gleichung,  wie  wir  gerade  sahen,  in  den  genannten 
Füllen  1/  >  M  bez.  v'  >  n  in  sehr  verschiedener  Weise  auswählen. 
Wir  müssen  aber  geradezu  fragen ,  welches  die  allgemeinste  Gestalt 
der  Correspondenzgleichung  bei  Gebrauch  jener  einmal  gewählten 
Zusatzpunkte  ist.  In  diesem  Betracht  gilt  nun  der  wichtige  Satz:  Die 
linke  Seite  der  allgemeinsten  zugehörigen  Correspondcnzgleichting  ist  in 
dem  particidär  gewählten  Ausdruck  <t>  stets  in  der  Gestalt  (2)  darstellbar. 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  dürfen  wir  uns  nicht  darauf  berufen, 
dass  die  Kegeln  des  §  1  zur  Bildung  der  Correspondenzgleichung 
immer  nur  auf  ein  in  der  Gestalt  (2)  darstellbares  4>'  zu  führen  ver- 
mögen. Es  könnte  ja  vielmehr  sein,  dass  wir  auf  ganz  anderem  Wege 
für  unsere  Correspondenz  samt  jenen  tf  +  *'  Zusatzpunkten  eine  Dar- 
stellung vermöge  einer  Form  ^'{Xilyi)  erhalten  könnten,  welche  eben 
nicht  die  Äusdrucksweise  (2)  gestattet.  Wir  müssen  demnach  hier 
etwas  weiter  ausholen  und  wählen  zuvörderst,  einer  sehr  gewöhnlichen 
Üperationsweise  der  Theorie  der  ternären  Formen  auf  algebraischen 
Curven  folgend,  unter  allen  von  0  aus  in  der  Gestalt  (2)  erreichbaren 
Formen  eine  ganz  bestimmte  aus*). 

Bei  dieser  Untersuchung  bemerken  wir  vorab,  dass  unser  vorhin 
formulierter  Satz  ganz  unabhängig  von  der  Auswahl  des  Coordinaten- 
dreiecks  Xi  ist.  Dieserhalb  dürfen  wir  annehmen,  dass  die  Ecke 
x^  =  x.^  =  0  nieht  auf  der  Cn  gelegen  ist.  Dann  aber  wird  sich  die 
Gleichung  der  Cn  in  die  Gestalt  bringen  lassen: 

(3)  Xi^  =  g  {Xj^,  X2)  x^j , 

wo  rechter  Hand  x^  nicht  mehr  in  n^'  Potenz  vorkommt.  Indem  wir 
nun  im  Ausdruck  O,  sofern  überhaupt  t/ >.  n  ist,  x^*  irgendwo  durch 
g(Xi)  ersetzen,  haben  wir  offenbar  nach  Art  von  (2)  dem  0  ein  addi- 
tives Glied  angehäugt,  welches  f  als  Factor  enthält  Diese  Operation 
des  Ersatzes  von  Xi"^  durch  g{Xi)  lässt  sich  nun  öfter  wiederholen,  und 
wir  können  solcherweise  von  x^  alle  höheren  als  (w  —  1)**''*  Potenzen 
zum  Ausfall  bringen.    In  gleicher  Weise  können  wir  auch  von  y^  alle 


*)  Siehe  wegen  des  Folgenden  die  bezügliche  Entwicklang  in  der  p.  668 
genannten  Dissertation  von  Fiedler.  Die  betreffenden  Überlegungen  sind  übri- 
gens genau  der  Deduetionsweise  nachgebildet,  welche  Hr.  Nöther  beim  Beweise 
seines  bekannten  Fundamentalsatzes  der  ternären  Algebra  angewandt  hat  (cf. 
Math.  Ann.  ßd.  7). 
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Potenzen  mit  einem  Exponenten  >  n  entfernen.  Wenn  wir  also  vor- 
übergehend (1)  dann  als  NormalgestaU  der  (Jorrespondenegleichung  be- 
zeichnen sollen,  falls  sich  in  0  von  x^  laid  y^  lukhstens  die  (n  —  1) 
ersten  Potenzen  finden,  so  ist  evident,  dass  die  beliabig  aufgegriffene 
Correspondenggleichung  0  (Xi  \  yi)  =  0  entweder  selbst  schon  die  Normal- 
gestalt  besitzt*)  oder  doch  vermöge'  der  Regel  (2)  in  diese  Gestalt  über- 
führbar  ist 

Jetzt  aber  gilt  zweitens  der  Satz:  Die  linke  Seite  der  Normal- 
gestaU unserer  Correspondenzgleichung  ist  bis  auf  einen  constanten  Factor 
eindeutig  bestimmt  Um  diesen  neuen  Punkt  unserer  Deduetion  dar- 
zuthun,  wollen  wir  der  Bequemlichkeit  halber  nicht-homogene  Schreib- 
weise anwenden,  indem  wir  setzen: 

(4)  -*=w;,    ''^=z,     ^-^  =  w\    ^^=z. 

Die  Form  (t>,  welche  die  Normalgestalt  darbiete,  liefere  dann,  die 
Function: 

(5)  "Viw.zl  w, z)  =  x,-^y,-^<t>(xi  \  y,), 

welche  letztere  von  zwei  Stellen  (m;,  z)  und  {w\  z)  der  Fläche  alge- 
braisch abhängt.     Für  diese  Function  aber  gilt  die  Entwicklung: 

(6)  ^{w,e\  w',  g)  =  ^  vfz^ga, ,(«;',  ^ , 

wobei  für  den  ersten  der  Summationsbuchstaben,  tf,  die  Ungleichung 
0  <^6  <Cn  besteht;  w  und  z  sind  eudlich  durch  die  irreducibele  Re- 
lation f{wy  z)  =  0  verbunden,  in  welcher  w  bis  auf  die  n*®  Potenz 
ansteigt. 

Man  setze  nun,  es  gäbe  noch  eine  zweite  Normalgestalt  4)'  für 
unsere  Correspondenzgleichung,  so  wird  die  zugehörige  Function: 

(7)  r(to,  r  I  tv,  z)  =  y^  w''s^g„,  r{tc,  /) 


a,T 


für  jedes  besondere,  in  Übereinstimmung  mit  f=0  gewählte,  Wert- 
system w'  =  Wq,  z  =  z^  eine  nur  noch  von  dem  eineu  Punkte  {tv^  z) 
abhängende  algebraische  Function  der  jP„  darstellen,  welche  mit 
V(t(;,  z  I  Wq,  Zq)  in  Bezug  auf  alle  Null-  und  ün Stetigkeitspunkte 
genau  übereinstimmt.     Die  beiden  Functionen: 

VOr,  z  I  <,  O ,    Y(w,  z  I  i<,  V) 

sind  demnach  bis  auf  einen  constanten  Factor  c  mit  einander  identisch. 
Aber  eine  algebraische  Function  des  durch  f(tv,  z)  =  0  definierten  Ge- 

*)  Dies  tritt  insonderheit  stets  dann  ein,  wenn  zugleich  v<^n  und  v<^n  ist. 
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bildes  läsöt  sich  als  lineare  gauze  Function  von  w,  to^j  , . ,,  w*""*,  mit 
rationalen  Functionen  von  0  als  Coefficienten,  bekanntlich  nur  in  einer 
einzigen  Weise  darstellen  (cf.  p.  490).  Es  folgt  somit,  dass  für  jede 
einzelne  Combination  tf,  r  der  Zahlwert  ffo.titVQy  Zq)  gleich  dem  mit 
jener  Constanten  c  multiplicierten  Zahltoerte  ^<7,t(w'o';  V)  ist.  Da  aber 
Wqj  Zq  eine  beliebige  Losung  von  f=  0  darstellten,  so  ist  die  Identität 
^der  algebraischen  Function  ga,t{w,z)  mit  cga,t(WyZ)  erwiesen.  Nun 
finden  sich  in  den  Ausdrücken  g\  g  (zufolge  der  Normalgestalt)  von  w 
nur  die  Potenzen  w,  ...,  m;*~*;  es  wird  also  geradezu  der  rationale 
Atisdruck  ga,t  durch  Multiplication  mit  c  in  den  Ausdruck  ga,t  über- 
gehen. 

Indem  wir  zur  homogenen  Schreibweise  zurückgehen,  ergiebt  sich 
in  der  That  der  Ausdruck  0(a7,-  |  y«)  in  der  Normalgestalt  als  bis  auf 
einen  Factor  c  eindeutig  bestimmt.  Da  aber  jede  unserer  Correspon- 
denzgleichungen  durch  die  Massnahme  (2)  in  die  Normalgestalt  über- 
geführt werden  konnte,  so  ist  endlich  erwiesen,  dass  nach  einmal  aus- 
gewählten d  +  d'  ZusaizpunTcten  jede  mögliclie  CJorrespondenzgleichung  aus 
einer  unter  ihnen  nach  der  lieget  (2)  ableitbar  ist  Speciell  aber  ergiebt 
sich:  Ist  V  <n  und  zugleich  i/'<  n,  so  giebt  es  bis  auf  einen  constanten 
Factor  nur  eine  Form  0  (xi  \  y,) ,  ivelche,  mit  Ntdl  identisdi  gesetzt, 
unsere  Üorrcspondenz  in  bezeichneter  Weise  darstellt 


§  4.    Auswahl  der  drei   speoiellen  im  folgenden  zu  behandelnden 

Classen  von  Modularcorrespondenzen. 

Nach  den  voraufgehenden  allgemeinen  Entwicklungen  wenden  wir 
uns  nunmehr  zur  algebraischen  Darstellung  einiger  besonderen  Modular- 
correspondenzen. Dabei  werden  wir  sogleich  eine  sehr  weit  gehende 
Beschränkung  unserer  Untersuchung  eintreten  lassen,  indem  wir  erst- 
lich behufs  wirklicher  Bildung  der  Correspondenzgleichungen  immer  die 
ternäre,  auf  eine  ebene  Cn  gegründete,  Formentheorie  benutzen  wollen, 
während  wir  andererseits  nur  sogenannte  Schnittsystem-Correspondenzcn 
aufnehmen  mögen.  Wir  bezeichnen  aber  ^ine  a-/3- deutige  algebraische 
Correspondenz  als  eine  Schnittsystem- Correspondenz,  falls  dieselbe  durdi 

eine  einzelne  Gleichung   0  {xi  \  yi)  ==  0   der  Dimensionen  —   bez.   —  in 

den  Variabelenreihen  rein  dargestellt  tccrden  Tcann.  Hierin  liegt  eine  dop- 
pelte Beschränkung  unseres  Untersuchungsgebietes:  Einmal  nämlich 
muss  IV  =  0  sein,  d.  h.  ivir  haben  unsere  Beispiele  unter  den  nullwertigen 
Correspondenzen  aufzusuchen;  sodann  muss  es  möglich  sein,  ohne  Zu- 
hülfenalimc  irgend  welcher  d  bez.  d'  ZusatzpunJcte  die  Gleichung  <t>  =  0 
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ZU  bilden.    Über  diese  beiden  Gesichtspunkte  haben  wir  sogleich  aus- 
führliche Discussioneu  anzustellen. 

Wie  man  weiss,  lässt  sich  das  Polygon  jeder  Untergruppe  f^, 
durch  zweckmässige  Auswahl  zugehöriger  Moduln  auf  eine  ebene  C^ 
eindeutig  beziehen.  Aber  wir  wissen,  dass  in  keiner  Weise  bei  allen 
Gruppen  die  erweiterte  Transformation  w*®'  Ordnung  zu  4)(n)-4)(w)- 
deutigen  Correspondenzen  führt  (unter  4)(n)  stets  die  Teilersumme  von^ 
n  verstanden).  Indem  wir  vielmehr  selbstverständlich  sofort  f^  als 
Congruenzgruppe  annehmen,  möge  sie  überdies  in  der  gesamten  Modul- 
gruppe atisgeeeichnct  sein,  damit  wir  von  vornherein  jenen  mühsamen 
Untersuchungen  über  Reducibilität  der  Transformationsgleichungen  aus 
dem  Wege  gehen,  die  uns  früher  (p.  86  ff.)  ausführlich  beschäftigten. 

Endlich  aber  wolle  man  bemerken,  dass  wir  seiner  Zeit  bei  den 
Modulargleichungen  der  Ikosaederirrationalität  5  guten  Vorteil  aus  ge- 
wissen invariantentheoretischen  Schlussweisen  zogen,  welche  letztere  auf 
dem  Umstände  basierten,  dass  g  sich  gegenüber  allen  Modulsubstitu- 
tionen linear  reproducierte.  Wollen  wir  auch  hier  im  ternären  Ge- 
biete derartige  Hülfsmittel  der  Tnvariantentheorie  in  möglichst  weitem 
Umfange  zur  Verwendung  bringen,  so  müssen  wir  die  Curve  C,  so 
auswählen  können,  dass  sie  den  fi  bezüglich  f^u  inäquivalenten  Modul- 
substitutionen gegenüber  ^  Collineationeyi  in  sich  erfahrt. 

Und  nun  kennen  wir  überhaupt  nur  drei  Gruppen  f^,  welche  die 
bis  jetzt  geforderten  Eigenschaften  in  sich  vereinen;  es  sind: 

1)  die  Hauptcongrue^izgruppe  siebenter  Stufe  fjßg  mit  deni  Modul- 
sy Stent  der  Za, 

2)  die  ausgezeichnete  fc^  achter  Stufe  mit  dem  {nicht-lhomogen  ge- 
schriebenen) System  j/A,  j/1  —  A, 

3)  die  ausgezeichnete  f^g^  der  sechzefmten  Stufe  mit  dem  Modulsystefn 

Auf  diese  drei  Gruppen  soll  unsere  Untersuchung  somit  einge- 
schränkt bleiben,  wie  wir  ja  schon  in  der  Einleitung  zum  vorliegenden 
Kapitel  andeuteten.  Die  zugehörigen  Curven  gehören  für  die  Fälle 
1),  2)  der  vierten,  im  Falle.  3)  der  achten  Ordnung  an;  ihre  Glei- 
chungen sind: 

1)  Für  die  Tigg: 

(1)  z,^z^  +  ^/^2  +  ^2"^!  ==  0 ; 

2)  für  die  Vc^qI 

(2)  •  z,*  +  z,*  +  z./  =  0, 

wo: 

(3)  VX:yi'-lL:^^±'  =  zr.^^:^,', 
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3)  für  die  r.^^^: 

(4)  "  ^i«+V+V=0, 

wobei  gesetzt  ist: 

(5)  yi :  yr^  k  :  e^~  =Zi:Si :  r». 

Die  Gestalt  der  CoUineationsgruppe  der  Curve  (1)  ist  uns  von  früher 
her  sehr  bekannt  (vergl.  z.  B.  I  p.  705);  die  Collineatiousgruppen 
Gj^  und  G^^  sind  aus  den  Gleichungsformen  (2)  und  (4)  unmittelbar 
ableitbar  und  die  Zuordnung  der  ternären  Substitutionen  zu  den  Mo- 
dulsubstitutionen entspringt  leicht  aus  dem  Verhalten  von  X  gegen- 
über den  Erzeugenden  S  und  T*).  Die  Entwicklungen  der  voran- 
gehenden Paragraphen  aber  finden  auf  unsere  Curven  C!,,  Gj,  Cg  deshalb 
ohne  weiteres  Anwendung,  ii'eil  letztere  sämtlich  singularitätcttfrei  sind. 
Dass  dies  aber  der  Fall  ist,  ergiebt  sich  aus  dem  Umstände,  dass  in 
allen  drei  Fällen  die  Gleichungen: 

^.f-  =  0       ^-^  =  0      ^f-  =  0 

durch  keinen  Punkt  (^,)  zugleich  erfüllt  sein  können. 

Für  alle  principiellen  Überlegungen  benutzen  wir,  wie  gleichfalls  be- 
reits in  der  Einleitung  erwähnt,  fortan  die  Curve  6\  der  fj^g  und  geben 
die  parallel  gehenden  Resultate  für  die  fj^  und  r3^4  meist  nur  ohne 
Beweis  an.  Die  ausführliche  Behandlung  der  zur  fj^  und  zur  V.^^^ 
gehörenden  Corrcspoudenzen  findet  man  in  der  p.  668  ausführlich  ge- 
nannten Arbeit  von  E.  Fiedler,  die  Untersuchung  der  Modularcorre- 
spondenzen siebenter  Stufe  ist  erst  letzthin  vom  Herausgeber  durch- 
geführt worden**). 

§  5.     Aussonderung  der  nnllwertigen  Oorrespondenzen  bei  den 

Gruppen  r^-j^,  V^  und  fgg^. 

Wir  haben  den  Begriff  der  Schnittsystem-Correspondenzen  vorhin 
so  gefasst,  dass  dieselben  stets  nullwertig  sein  sollten.  Es  ist  sonach 
unsere  erste  Aufgabe,  für  die  einzelne  der  drei  ausgewählten  Gruppen 
r^i  diejenigen  Ordnungen  n  anzugeben,  deren  zugehörige  Modularcorre- 
spondenzen thatsächlich  die  Wertigkeit  w  «=  0  aufweisen. 

Indem  wir  mit  der  V^^^  siebenter  Stufe  beginnen,  werden  wir  nach 
p.  606  jedenfalls  für  alle  quadratisclieii  Nichtreste  n  von  7  mit  nnll- 
wertigen Modularcorrespondenzen    zu    thun    haben.     Bei   den   quadra- 


*)  Cf.  Fiedler,  1.  c.  pag.  20  u.  f. 
**)  Siehe   darüber   auch  die  vorläufige    Notiz   „Zur  Theorie    der  Modülar- 
carrespondiuzcn^^  in  den  Göttinger  Nachrichten  vom  5.  März  1802. 


J> 
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tischen  Resten  n  ist  aber  die  Bedingung  för  nuUwertige  Correspon- 
denzen  die,  dass  die  ganze  Zahl  ^i(n);  die  wir  p.  583  durch  die  Formeln 
(5)  und  (6)  definierten,  mit  Null  identisch  ist.  Dies  wird  insbesondere 
stets  dann  der  Fall  sein,  wenn  für  das  vorgelegte  n  eine  Darstellung: 

(1)  .  4n  =  g^  +  Iri^ 

in  ganzen  Zahlen  |,  ij  überhaupt  nicht  existiert,  und  wir  wollen  die 
Untersuchung  soweit  führen,  dass  wir  die  Reste  n  ohne  eine  Darstel- 
lung (1)  wirklich  erschöpfend  charakterisieren.  Die  hierzu  nötige 
Überlegung,  welche  wir  nur  kurz  angeben,  ist  übrigens  ihren  wesent- 
lichen Punkten  nach  in  den  Elementen  der  Zahlentheorie  wohl- 
bekannt*). 

Man  nehme  erstlich  an,  dass  für  das  vorgelegte  n  eine  Darstel- 
lung (1)  thatsächlich  existiere,  und  benenne  den  grossten  gemeinsamen 
Teiler  der  darstellenden  Zahlen  |,  rj  durch  r.  Es  wird  dann  4n  oSen- 
bar  durch  t^  teilbar  sein,  und  indem  wir  schreiben: 

(2)  g  =  lot,    1,  =  ,,0^,    folgt:  ^  =  I,*  +  7  V. 

4n 

Die  Zahl  iJq  ist  relativ  prim  gegen  -j  (weil  sonst  r  nicht  der  grosste 

gemeinsame  Teiler  von  S;  V  wäre),  und  infolge  dessen  können  wir 
schreiben: 

(3)  -'-(y-  H-")- 

SO  dass  sich  als  erstes  Resultat  ergiebt:  Soll  eine  Darstellung  von  4n 
in  der  Gestalt  (1)   tnöglidi  sein,  so  nmss  tvenigstens  ein  quadraiisdver 

Teiler  r*  von  4n  existieren,  für  welchcfi  —  7  quailraiisdwr  Eest  van  —^  ist. 

Man  nehme  jetzt  umgekehrt  die  hiermit  formulierte  Forderung 
als  erfüllt  an  und  wird  dann  eine  ganze  Zahl  m  angeben  können, 
welche  der  Congruenz: 

(4)  —  7  E^  w-,   (mod.  -^j 

genügt.  Diese  Zahl  m  wird  man  zudem  als  ungerade  annehmen  dürfen; 
denn  falls  -y  gerade  ist,   wird  ja   zufolge  (4)  sicher  m^l  (mod.  2) 

sein;  ist  hingegen  -y  ungerade,  so  darf  man  m  mod.  2  beliebig  wahren. 
Demnächst  schreibe  man  die  Congruenz  (^4)  in  die  Gleichung  um: 

(5)  -  7  =  w-  -  Z .  ^  =  m^  —  4  -, .  -V, 

wobei  wir  0=1  setzen,  falls  bereits  n  durch  r^  teilbar  ist,  während 


*)  Man  vergl.  z.  B.  Pirichlet-Dedekind,  ZahlenUveorit  (3^  Aufl.)  p.  143. 
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sonst  a  =  2  sein  soll.     Im    letzteren   Falle   ist  t   notwendig   gerade, 

und  —^   ist   entweder   ungerade   oder   das   Doppelte   einer    ungeraden 

Zahl;  eben  deshalb  wird  für  6  =  2  zufolge  m  ee  1  (mod.  2)  die  Zahl 
l  durch  4  teilbar  sein.     In  jedem  Falle  haben  wir  sonach  in: 

(6)  (p,  Q,  B) = (^., »», "]:) 

eine  ganzzdhlige  binäre  qnadratiscJie  Form  der  Determinante  D  =  —  7 
gewonnen. 

Von  hier  aus  ist  es  nun  leicht  einzusehen,  dass  die  Bedingung, 
—  7  sei  Rest  von  4nT—*,  auch  hinreichend  für  die  Existenz  einer 
Darstellung  (1)  ist.  Man  erinnere  sich  nämlich,  dass  es  nur  ciwe  Classe 
von  Formen  (P,  Q,  E)  der  Determinante  D  =  —  7  giebt.  Dieser- 
halb  wird  die  in  Gleichung  (6)  vorliegende  Form  mit  der  reducierten 
Form  (1,1,2)  äquivalent  sein,  und  es  giebt  insbesondere  zwei  ganze 
Zahlen  x,  y,  welche  der  Bedingung  genügen : 


a*n 


(7)  —  =  a;''  +  a;j/  +  2/. 

Setzt  man  daraufhin: 


a  " '      c 


SO  genügen  die  beiden  ganzen  Zahlen  |,  iy  tliatsächlich  der  Bedingung 
(1).  Wir  haben  somit  das  Resultat  gewonnen:  Stets  und  nur  dann 
wird  es  wenigstens  eine  Darstellung  (1)  geben,  tvenn  ein  soldier  quadra- 
ti^icr  Teiler  r*  von  An  existiert,  dass  —  7  quadratisclier  Best  von 
4nr~^  ist. 

Der  letzteren  Bedingung  können  wir  aber  noch  einen  einfacheren 
arithmetischen  Ausdruck  verleihen.  Wir  zerlegen  zu  diesem  Ende  n 
in  seine  Primfactoren  n  =  g^'*  gg'*  •  •  •  ""^  bringen  dann  ein  paar  Sätze 
aus  der  Theorie  der  quadratischen  Reste  in  Anwendung.  Verstehen  wir 
unter  q  einen  Primfactor  von  n  der  Gestalt: 

(8)  3  =  7A  +  3  oder  =  7A  +  5  oder  =  7Ä  +  6, 

so  wird  erstlich  zufolge  des  Reciprocitätsgesetzes : 

(^)-(f)--i 

sein.  Die  höchste  in  n  eingehende  Potenz  q^'  von  q  wird  demnach  im 
quadratischen  Teiler  t^  von  4n  enthalten  sein  müssen,  weil  sonst  q 
noch  in  Anz"^  enthalten  wäre,  worauf  alsdann  —  7  nicht  quadra- 
tischer Rest  von  4nt~^  sein  könnte.  Der  Exponent  v  von  q  muss 
demgemäss   eine  gerade  Zahl  sein.     Trifft   die  somit  formulierte  Be- 
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dinguüg  für  alle  jene  Primfactoren  von  n  ein,  die  eine  der  Gestalten 
(8)  haben;  so  wird  man  r^  so  wählen  können ^  'dass  die  ganze  Zahl 
4nr~^  nur  noch  quadratische  Beste  q  von  7  zu  Primteilern  hat.  Dann 
aber  wird  wiederum  nach  bekannten  Sätzen  aus  der  Theorie  der  qua- 
dratischen Reste  —  7  Rest  von  4nT~"*  sein*). 

Indem  wir  dieses  Ergebnis  benutzen  bez.  umkehren,  erhalten  wir 
als  Antwort  auf  die  eingangs  aufgeworfene  Frage:  Wir  haben  null- 
ivertigc  Modtilarcprrespondenzen  siebenter  Stufe  n*®'  Ordnung 

1)  für  alle  quadratisclien  Nichtreste  n, 

2)  für  alle  diejenigen  quadratischen  Beste  n,  in  denen  tvenigsiens 
eine  mod»  7  mit  3  oder  5  oder  6  congrucnte  PrimzM  q  in  ungerader 
(höchster)  Potenz  enthalten  isL 

Analog,  aber  noch  einfacher  gestaltet  sich  die  gleiche  Unter- 
suchung für  den  Fall  der  Fqq,  wo  die  in  Betracht  kommende  Ent- 
wicklungsfunction  ;t(«)  durch  die  Formeln  (11)  und  (12)  p.  591  definiert 
ist.  Die  Ordnung  n  ist  jetzt  ungerade,  und  es  gilt  zu  entscheiden 
wann  Darstellungen  w  =  5^  +  41^*  nicht  möglich  sind.  Dabei  kommt 
uns  wieder  zu  statten,  dass  es  für  die  Determinante  D  =  —  4  nur 
eine  Formclasse  giebt  (cf.  I  p.  249),  und  wir  finden  leicht  das  Resultat: 
Die  zur  n*®^  Ordnung  gehörenden  ^lüdularcorrespondetizcn  der  T^  sind 
mdlwertig,  falls  wenigstens  eine  Primzahl  der  Gestalt  (4A  +  3)  existiert, 
dcreti  höcJiste  in  n  aufgehende  Potetiz  einen  ungeraden  Exponenten  aiAfweisL 

Es  soll  auch  noch  das  Resultat  angeführt  werden,  welches  Hr. 
Fiedler  im  dritten  Kapitel  seiner  gen.  Abhandlung  für  die  Gruppe  T^^ 
durch  ausführliche  Darlegung  bewiesen  hat.     Reduciert  man  in 

alle  Exponenten  v  modulo  2  auf  ihre  kleinsten,  nicht  negativen  Reste, 
so  möge  dabei  n  in  n^  übergehen,  eine  Zahl,  die  dann  quadratische 
Teiler  >  1  nicht  mehr  aufweist.  Da  n  ungerade  ist,  so  werden  sich 
die  Primfactoren  von  n  oder  n^  mod.  8  auf  die  vier  Zahlclassen  1,  3, 
5,  7  verteilen,  und  es  mögen  die  in  diese  vier  Clässen  entfallenden 
Anzahlen  von  Primfactoren  der  Zahl  n^  bez.  durch  a,  h,  c,  d  bezeichnet 
sein.     Man  hat  alsdann  nullwertige  Correspondcnzcn: 

hei  n  =  8h+  l,  falls  c  +  d>0,  b  +  d>0, 
bei  n  =  8A  +  3,  falls  c  +  d>0, 
bei  n  =  SA  -f  5,  falls  b  +  d>0, 

währe)id  bei  ?i  =  SÄ  +  7  stets  nullwertige  Correspondenzen  vorliegeti. 


^)  Siehe  Dirichlet-Dedekind,  1.  c.  pag.  87. 
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Die  vorstehenden  Erörterungen  bezogen  sieh  durchweg  auf  er- 
uekerte  Transformation  n*®'  Ordnung;  die  Correspondenzen,  für  welche 
unsere  Angaben  gelten,  sind  sonach  stets  dann  reducibel;  wenn  n 
quadratische  Teiler  >  1  aufweist.  Man  kann  fragen,  was  sich  über 
die  Wertigkeit  der  irreducibelen  Correspoudenzen  n*®'  Ordnung  aussagen 
liisst,  wenn  jene  reducibele  Correspondenz  zufolge  der  voraufgehend 
entwickelten  Regeln  null  wertig -ist  Aber  es  waren  die  für  das  Auf- 
treten nullwertiger  Correspoudenzen  an  die  Zahl  n  zu  stellenden 
Bedingungen  ganz  unabhängig  von  etwaigen  quadratischen  Factoren 
des  n.  War  demnach  die  reducibele  Correspondenz  n**'  Ordnung  null- 
wertig,    so  muss  das   gleiche   von  den   „reducibelen"  Correspoudenzen 

aüer  Ordnungen  -^  gelten,  wo  t^  die  quadratischen  Teiler  von  n  durch- 

läuft.     Es  folgt  hieraus  leicht,  dass  heim  einzelnen  n  mit  den  reducibelen 
Modularcorrespondenzen  immer  aucli  die  irreducibelen  nullivertig  sind. 

§  6.     Allgemeines  über  Sohnittsystem-Correspondenzen.     Anssonde- 
rung  derselben  bei  den  Curven  C4  und  Cg  der  Gruppen  f^,  f^g^. 

Unter  den  nullwertigen  Correspoudenzen  haben  wir  jetzt  zweitens 
diejenigen  auszusondern,  welche  auf  den  drei  Curven  des  §  4  im  Sinne 
von  p.  679  Schnittsystem  -  Correspoudenzen  sind.  Hierbei  ist  eine 
wichtige  Bemerkung  vorauszuschicken:  Während  die  Wertigkeit  eine  von 
rationaler  Transformation  ganz  unabhängige  Eigenschaft  einer  Correspon- 
denz ist,  hängt  es  selbstterständlich  durchaus  von  der  particulären  Auswahl 
der  Curve  C,n  ab,  ob  auf  derselben  die  einzelne  nidlwertige  Correspondenz 
eine  Schnittsystem-Correspondenz  wird  oder  nicht.  Das  Beispiel  der  V^^^ 
bestätige  dies,  indem  wir  einmal  w  =  3  sodann  n  =  5  nehmen;  im 
ersten  Falle  haben  wir  eine  4-4-deutige,  im  letzteren  eine  6-6-deutige 
Correspondenz,  und  beide  Male  liegt  die  Wertigkeit  w  =  0  vor.  Bei 
der  fißg  hatten  wir  nun  neben  der  C^  der  Za  noch  die  Curve  CJ.  der 
A«  kennen  gelernt;  es  wird  aber  die  Correspondenz  für  n  =  3  nur 
dann  eine  Schnittsystem-Correspondenz,  falls  wir  die  ebene  C^  zu 
Grunde  legen,  und  entsprechend  liefert  der  fünfte  Grad  für  die  Raum- 
curve  Q  eine  Schnittsystem-Correspondenz.  Die  betrefifenden  Gleichungen 
nehmen  unter  zweckmässiger  Auswahl  der  Schemata  die  folgenden 
besonders  einfachen  Formen  an: 

n  =  3,    y,z,  +  y^z^  +  y^z^  =  0, 

n  =  5,     BoAo  +  B,Aj  +  B,A,  +  B,A,  =  0,^ 

wie  wir  hier  ohne  Beweis  anführen.     Dass  aber  die  4-4-deutige  Corre- 
spondenz  auf  der  C^    keine  Schnittsystem-Correspondenz    sein   kann, 
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und  ebenfalls  nicht  die  6-6-deulige  Correspondenz  auf  der  C4,  ver- 
steht sich  von  selbst.  Aus  den  eben  mitgeteilten  Formeln  kann  man 
übrigens  nach  I  p.  731  schliesseu,  dass  die  Correspondenzgleichung 
für  n  =  3  auf  der  Cg  die  Dimensionen  v  =  v '  =  2  in  den  A,  und 
B/  darbieten  wird,  während  andrerseits  die  einfachste  Correspondenz- 
gleichung für  w  =  5  auf  der  C^  nach  den  nämlichen  Formeln  die 
Dimension  3  in  den  z  wie  den  y  besitzt. 

Nach  diesen  vorläufigen  Bemerkungen  kehren  wir  zu  den  drei 
Curven  C^,  Q,  C^  unserer  drei  Gruppen  f^  zurück  und  haben  hier  den 
Satz:  Ist  beim  eineeinen  n  auf  der  Cm  eine  unter  den  ft  zugehörigen 
Modularcorrespondenzen  eine  Schnittsystem-O/rrespondenZj  so  sind  es  gleidi 
alle  ft;  denn  sie  alle  entstehen  aus  einer  unter  ihnen  dadurch ,  dass 
man  bei  unveränderter  einen  Yariabelenreihe  auf  die  andere  alle  fi 
ternären  Substitutionen  der  zugehörigen  6?^  ausübt.  Bei  Inversion 
geht  aber  die  einzelne  unserer  Correspondenzen  stets  in  eine  der  n 
gleichberechtigten  über:  Hohen  xvir  also  eine  Schnittsysteni-Correspondenz 
für  laufende  Coordinaten  x,  so  auch  für  y.  Nehmen  wir  Beides  zu- 
sammen, so  folgt  aus  den  Regeln  der  §§  2  und  3:  Bei  einer  nuUwer- 
tigen  Ordnung  n  Jiaben  wir  auf  der  Cm  stets  und  nur  dann  mit  Schnitt- 
systefU' Correspondenzen  zu  thun,  falls  es  für  einen  Punkt  z  der  Cm  gelingt, 

die  0(w)  correspondicrenden  Funkte  durale  eine  Curve  der  Ordnung  —  0(ii) 

auf  der  Cm  auszuschneiden.  Bei  diesen  0(n)  der  particulären  Stelle  Si 
correspondicrenden  Punkten  der  Cm  dürfen  wir  aber  nach  dem,  was 
voraufgeht,  das  Schema  der  Transformation  n^^  Ordnung  beliebig  aus- 
wählen. 

'Wir  führen  nun  die  Untersuchung  zuvörderst  für  die  Curven  C^ 
und  Q  der  fy^  und  r;^^^^  zu  Ende  und  wählen  hier  als  partieuläro 
Tunkte  z  unter  Rückgang  auf  die  ursprünglichen  Polygone  deren 
Spitzen  (o  =  i 00,  Die  <t>(n)  zugeordneten  Punkte  sind  für  beliebiges  o, 
wenn  wir  das  schon  p.  607  gebrauchte  Schema  benutzen  sollen,  bei 
unseren  Gruppen  f^ß,  V^^  bez.  gegeben  durch: 

(1)  0=     -    j^-     ,      ü)=     — ^ 

Für  o  =  ioo  kominen  somit  sowohl  hei  der  C4  wie  hei  der  Cg  sämtliclu: 
0(w)  zugeordnete  Funkte  an  ehen  jener  Stelle  <o  =  i<yj  ^ur  Coincidenz. 

Nun  sind  hei  der  Werteverteilung  von  }/A,  j/l  —  A  auf  der  C^ 
der  fcjc  der  Spitze  (o  =  ioo  die  Coordinaten  zugeordnet: 

1  + »     1     A 
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und   die  Id   diesem  Punkte   an  die  G^  zu  legende  Tangente  ist  durch 

gegeben.  Dieselbe  schneidet  die  i\f  wie  man  leicht  feststellen  wird, 
in  vier  zusammenfallenden  Punkten.  Man  bemerke  auf  der  anderen 
Seite,  dass  die  Teilersumme  0(n)  für  die  Ordnungen  n  mit  null- 
wertigen  Correspondenzen  stets  durch  4  teilbar  ist.  Mau  braucht,  um 
dies  zu  sehen,  nur  auf  die  Formel  (6)  p.  47  zurückzugehen,  wobei  in 

Betracht  kommt,  dass  alle  Zahlen    ^   wenigstens  einen  Primfactor  der 

Gestalt  (jr  =  4A  +  3  aufweisen.  —  Indem  wir  zusammenfassen,  werden 
in  allen  bei  uns  vorliegenden  Fällen  die  0(w)  der  Stelle  G>  =  i<x>  auf 
der  C^   correspondierenden  Punkte  y  thatsächlich  rein  ausgeschnitten, 

nämlich  durch  die  Curve  ly^ ~-  yA^    ^"^  der  Ordnung  ^0(n). 

Bei  der  zur  Gruppe  r384  gehörenden  Curve  Cg  treffen  wir  auf  ganz 
ähnliche  Verhältnisse.     Hier  entspricht  der  Spitze  m  =  ioo  ein  Punkt 

s  unserer  Curve  achter  Ordnung,  dessen  Tangente,  5^  —  e  ®  jSfg  =  0,  die 
Curve  in  acht  consecutiven  Punkten  schneidet.  Auf  der  anderen  Seite 
geht  aus  den  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  gewonnenen  Be- 
dingungen der  Wertigkeit  w  =  0  hervor,  dass .  bei  den  für  uns  in 
Betracht  kommenden  n  stets  0(n)  durch  8  teilbar  ist  (cf.  Fiedler 
1.  c.  p.  66).  Fassen  wir  also  gleich  als  Schlussresultat  zusammen:  Alle 
im  vorigen  Paragraphen  für  die  Gruppen  V^jq  und  V;^  angegei)enen  null- 
icertigen  Modularcorrespondenzen  erweisen  sich  auf  den  Curven  C^  bee.  6^ 
als  Sctmittsystem-Correspondenzen. 

§  7.    Aussonderung  der  Schnittsystem- Correspondenzen  bei  der  C^ 

der  Gruppe  r,6y. 

Etwas  umständlicher  gestaltet  sich  die  Behandlung  der  Frage, 
wann  sich  eine  nullwertige  Correspondenz  siebenter  Stufe  auf  der  C^ 
der  Za  als  Schuitisystem-Correspondenz  darstellen  lässt.  Als  Repräsen- 
tantensystem   werden    wir,    wie    sonst   stets,    dasjenige    vom   Schema 

(^'    j  bevorzugen,  welches  hier  gegeben  ist  durch: 

(l)  c'  =  F.(^-"-J^,     F.^(^;^^.)     (mod.7). 

Nehmen  wir  nun  wieder  als  particuläron  Punkt  s  die  Spitze  a  =  ioo, 
so  werden  sich  ersichtlich  die  <t>(n)  correspondierenden  Punkte  auf  jene 
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drei  Stellen  c  der  Curve  vierter  Ordnung  verteilen,  welche  in  dem 
Bilde  des  reellen  Curvenzuges  (I  p.  702,  Fig.  103)  die  drei  Ecken  des 
Coordinatendreieeks  der  ^a  abgeben.  Diese  drei  Punkte  wurden  in  der 
citierten  Figur  c^^  c^,  Cr,  genannt,  und  es  wird  Fz)(icx>)  den  ersten, 
zweiten  oder  dritten  dieser  Punkte  ergeben,  je  nachdem 

2)  =  +  1,    =  +  2     oder  endlich  ^  +  4     (mod.  7) 

ist.  Verstehen  wir  hiernach  unter  (p^in)  die  Summe  aller  Teiler  von  w, 
welche  e^  + 1/  modulo  7  sind,  so  ergiebt  sich:  Die  0(n)  =  9>i  +  ^2+  9>4 
der  Stelle  c^  correspondierenden  Funkte  der  Curve  vierter  Ordnung  verteilen 
sich  auf  die  Stellen  c^,  Cg,  c^;  und  zwar  entfallen  auf  c^  im  ganssen  y,, 
auf  Cj  ebenso  qp^,  auf  Cr,  endlich  q)^  Punkte. 

Als  erste  Bedingung  für  das  Eintreten  einer  Schnittsystem-Corre- 
spondenz  haben  wir  jedenfalls  anzugeben: 

(2)  ct)(n)  =  0     (mod.  4), 
worauf  wir 

(3)  0(n)  =  4<y 

setzen.  Nun  aber  ist  weiter  die  Frage  nach  der  Existenz  einer  ganzen 
Form  g{0a)  ^ler  6^^  Dimension  zu  discutieren,  die,  gleich  Null  gesetzt, 
auf  der  C4  die  drei  Punkte  c^,  C3,  C5  bez.  in  den  richtigen  Multiplicitäten 
qp,,  g)j{,  9)4  ausschneidet. 

Man  nehme  eine  derartige  ganze  Form  g(2a)  zuvorderst  als  exi- 
stierend an  und  bilde,  unter  Aufnahme  einer  gleich  näher  zu  bestim- 
menden ganzen  Zahl  x,  von  g{i3a)  aus  die  algebraische  Function: 

Da  die  Coordinatenaxen  0a  =  0  die  Curve  vierter  Ordnung  ausschliess- 
lich in  den  Punkten  c^,  Cg,  c^  treffen,  so  wird  aucji  die  Function  F 
höchstens  an  diesen  Stellen  verschwinden  oder  unendlich  werden 
können.  Aber  man  zählt  sofort  ab,  dass  F  im  Punkte  C5  endlich  und 
von  Null  verschieden  ist,  während  bei  Cg  ein  Nullpunkt  der  Ordnung: 

(5)  Je  =  q)2 —  29?4  —  ö*  +  T^f 

bei  Cj  endlich  ein  Unstetigkeitspunkt  eben  dieser  Ordnung  liegt*). 

Man  verfüge  jetzt  über  die  ganze  Zahl  x  in  der  Art,  dass  k  eine 
Zahl  aus  der  Reihe  /^  =0,  +  1,  +  2,  +  3  wird,  und  bemerke  übrigens, 
dass  F  eine  |fc|- wertige  algebraische  Function  unseres  Gebildes  vom 
Geschlechte  p  =  3  ist,  unter  \k\  den  absoluten  Betrag  von  k  verstanden. 

*)  Dal)ei  ist  natürlich  unter  einem  Nullpunkte  der  negativen  Ordnung  —  » 
ein  Unstetigkeitspunkt  der  v**""  Ordnung  gemeint. 
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Da  aber  unser  Gebilde  p  =  3  nicht  hyperelliptisch  ist,  so  kann 
Ä  =  +l,  +2  nicht  vorkommen.  Dreiwertige  algebraische  Functionen 
giebt  es  freilich;  dieselben  sind  aber  nach  I  p.  554  Specialfunctionen 
und  werden  durch  solche  ;?a- Quotienten  darzustellen  sein,  dass  Zähler 
und  Nenner,  für  sich  gleich  Null  gesetzt,  in  der  Ebene  der  C4  zwei 
Gerade  darstellen,  die  sich  auf  der  Q  schneiden.  Da  ist  nun  bei  der 
charakterisierten  Lage  der  Null-  und  Unstetigkeitspunkte  von  F  geo- 
metrisch evident,  dass  wir  diese  Function  nicht  als  Quotient  zweier 
linearen  Verbindungen  der  s  darstellen  können;  es  bleibt  somit  nur 
noch  die  eine  Möglichkeit  Ä  =  0.  Setzen  wir  aber  in  (5)  das  hiermit 
erhaltene  Resultat  Ä  =  0  ein  und  benutzen  für  6  zugleich  seinen  Aus- 
druck (3),  so  kommt,  wenn  wir  auch  die  Congruenz  (2)  nochmals  auf- 
nehmen sollen,  als  notwendige  Bedingungen  für  die  Existenz  der  Form 
g{Sc)  und  damit  als  'notwendige  Bedingungen  für  den  Eintritt  einer 
Schnittsystem' Correspcmdenz  hei  der  Ordnung  n: 

9?i(n)-f  9?2(n)  +  9?4(n)  =  0,    (mod.  4), 
^  ^  g),(n)  +  49),(w)  +  2q>^{n)  =  0,     (mod.  7). 

Aber  die  hiermit  aufgeschriebenen  Bedingungen  sind  für  das  Auf- 
treten der  Schnittsystem-Correspondenzen  auch  bereits  hinreichend. 
Wir  werden  nämlich,  wenn  die  Congruenzen  (6)  bestehen,  x  aus: 

(7)  28x  =  if^— 3q>^+ 9  (p^ 
als  ganee  Zahl  berechnen  und  mögen  daraufhin: 

(8)  g{0a)  =  ;?i^'^+^+y*^ay*-»'';8f/ 

nach  Massgabe  von  (4)  ansetzen.  Damit  haben  wir  eine  (vielleicht 
noch  nicht  ganze)  rationale  Verbindung  0*®'  Dimension  der  Za  gebildet, 
welche  auf  der  C^  nirgends  unendlich  wird  und  nur  au  den  drei  Stellen 
Cj,  C3,  Cß  jeweils  in  der  richtigen  Multiplicität  verschwindet.  Als  ganze 
For^n  auf  der  singularitätenfreien  6^  muss  sich  aber  der  in  (8)  gegebene 
rationale  Ausdruck  g{0a)  nötigenfalls  mit  Hülfe  der  Curvengleichung 
f(ßa)  =  0  auch  als  ganze  rationale  Verbindung  der  Za  schreiben  lassen 
(cf.  pg.  501).  Also  das  Resultat:  Eine  nullwertige  Modtdarcorrespon- 
denz  siebenter  Stufe  ist  auf  der  64  stets  und  nur  dann  als  Schnittsysteni- 
Corrcspondenz  darstellbar^  ivenn  ihre  Ordnung  n  die  beiden  Bedingungen 
(G)  befriedigt.  Die  niedersten  Ordnungen  n,  bei  denen  wir  mit  Schnitt- 
system-Correspondenzen zu  thun  haben,  sind  daraufhin  die  folgenden: 

(9)  w  =  3,  6,  12,  15,  19,  24,  27,  30,  31,  33,  38, 


•  •  • . 


Inabesondere  für  Primzahltransformation  71  =  q  haben  wir  st^ts  und 

Klein-Fricke,  Modiilfnnotionen.   11.  44 
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nur  daun  Schnittsystem -CorrespondenzeD,  wenn  q  eine  der  Gestalten: 

q  =  28h  +  3,     28A+19,     28A  +  27 
aufweist. 

Häufig  tritt  in  dem  durch  (8)  gegebeneu  Ausdrucke  g(iSa)  bei 
einer  der  Grössen  0a  noch  ein  negativer  Exponent  auf;  die  Ordnungen 
71=19  oder  w  =  31  liefern  hierzu  Beispiele.  Mit  Hülfe  der  Gleichung 
f(Zu)=^0  lassen  sich  diese  Ausdrücke  dann  aber,  wie  wir  bereits  an- 
deuteten, stets  vermöge  elementarer  Rechnung  in  ganze  rationale  Gestalt 
überführen;  z.  B.  für  die  beiden  genannten  Ordnungen  findet  man  so: 

n  =  19,    g{za)  =  ^,^  +  »x^z^z^—  ^/^4i 

§  8.     Invariantentheoretisohe    Hülfsmittel   zur   Bildnng   der    Oorre- 

spondenzgleichungen. 

Endlich  noch  eine  letzte  Vorbereitung  für  die  Aufstellung  der 
algebraischen  Correspondenzgleicbungen  bei  den  drei  oft  genannten 
Curven: 

Bei  der  Aufstellung  der  Modulargleichnngen  des  Ikosaeders  im 
vierten  Kapitel  des  vierten  Abschnitts  erzielten  wir  durch  Heranholung 
invariantentheoretischer  Hülfsmittel  eine  nicht  unwesentliche  Abkürzung 
der  Rechnung.  Ahnlich  liegen  die  Verhältnisse  hier  bei  den  von  uns 
ausgesonderten  Modularcorrespondenzen,  nur  dass  natürlich  gegen  früher 
diejenigen  Complicationen  eintreten,  welche  im  Fortgang  von  der  bi- 
nären zur  ternären  Invariantentheorie  begründet  sind. 

Dass  sich  die  allgemeinen  Erörterungen  von  p.  127  ff.  hier  sofort 
übertragen,  wird  man  leicht  überblicken.  Haben  wir  bei  einer  unserer 
drei  Gruppen  f^  für  die  Ordnung  n  eine  Schnittsystem-Correspoudenz, 
die  durch  ^{zi  \  y.)  =  0  auf  der  zugehörigen  ebenen  Curve  dargestellt 
ist,  so  werden  wir  zu  allen  ft  Correspondeuzen  dieser  Ordnung  etwa 
dadurch  gelangen,  dass  wir  bei  stehendem  xfi  die  Zi  allen  fi  inäqniva- 

lenten  Substitutionen  F  unterwerfen.    War  aber  iJ  =  (    '    j  das  gerade 

zu  Grunde  gelegte  Schema  und  wendet  man  auf  die  Zi  und  yi  bez. 
simultan  die  Substitutionen  F  und  F^^UF/i""^  an,  so  wird  dadurch 
unsere  anfänglich  ausgewählt.e  Correspondenz  in  sich  selbst  transfor- 
miert. Wollen  wir  demnach,  wie  früher,  die  Vereinigung  von  V  und 
F'  als  eine  Sim\iltan-S%A)siiiutm%  bezeichnen,  so  existiert  ebie  ganze 
Gruppe  Gf,  van  ft  Simultan-Suhstitutioneii  der  durch  <t>(Zi  |  i/,)  =  0  dar- 
gcfifclHoi  Modularcorrespondetiz  in  sich. 
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Aber  die  Verwendung  dieses  Ergebnisses  erfordert  hier  im  Gebiete 
der  ternären  Tnvariantentheorie  noch  eine  Zwischenbetrachtung.  Indem 
wir  nämlich  auf  0(;8f,|y,)  die  biternare  Substitution  {V,V')  ausüben, 
wird  im  allgemeinen  <t>{Zi  \  y,)  nicht  direct  in  sich  selbst  übergehen, 
vielmehr  eine  andere  Gestalt  <l>'(^»|y«)  annehmen  (die  natürlich  gleich- 
falls geeignet  ist,  gleich  Null  gesetzt  unsere  Schnittsystem- Correspon- 
denz  darzustellen).  Hier  werden  nun  die  Entwicklungen  aus  §  3 
fundamental;  denn  es  ergiebt  sich  aus  denselben,  dass  die  Identität 
bestehen  muss: 

(1)  <t>\zi  I  yi)  =  c ' 0(^.-  I  yi)  +  f(Zi) ' Yii^i  \  Vi)  +  fijfi) •  yii^i  I  y.)  • 

Wie  wir  dieselbe  für  unsere  Zwecke  verwenden  wollen,  zeigen 
wir  am  Beispiele  der  fißg.  Die  0^^^  der  Simultan-Substitutionen  lässt 
sich  aus  zwei  Operationen  S,  T  bez.  der  Perioden  7  und  2  erzeugen, 
die  zudem  bekanntermassen  die  Bedingung  (ßTy  =  1  befriedigen.  Bei 
der  Substitution  S  ist  der  in  (2)  gemeinte  Factor  c  notwendig  eine 
7**  Einheitswurzel,  für  T  aber  eine  2**.  Das  Product  beider  Einheits- 
wurzeln muss  aber  eine  ebensolche  dritten  Grades  vorstellen.  Und  darum 
sind  die  zu  S  und  T  gehörenden  Coefficienten  c  einfach  =  1;  dem- 
gemäss  sind  für  die  gesamte  G^q^  die  Coefficienten  c  mit  1  identisch. 
Wenn  wir  demnach  jetzt  alle  168  aus  <t>  durch  dfe  Substitutionen 
(F,  F')  hervorgehenden  Ausdrücke  zusammenaddieren,  so  wird  eine 
Summe  der  Gestalt: 

(2)  168  0(«,  I  y.)  +  f{z,) .  y,'(xr,  |  y,)  +  fiyi)  •  y,'(^.-  I  »0 

entspringen,  die,  gleich  Null  gesetzt,  unsere  Schnittsystem-Correspon- 
denz  ebenso  gut  darstellt  wie  <i>{Zi  \  y,)  =  0.  Nennen  wir  aber  den 
Ausdruck  (2)  jetzt  gleich  selbst  wieder  <i>{Zi  \  y,),  so  haben  mr  damit 
eine  hiternäre  Fomi  erreicht,  tvelche  bei  allen  168  Substitutionen  (F,  F') 
genau  in  sich  selbst  übergelit,  die  also  eine  absolute  Invariante  der  Gruppe 
^168  ^^  Simultan- Substitniimien  vorstellt.  — 

Indem  wir  auch  weiter  noch'  bei  der  f^Qf^  verweilen,  werden  wir 
zur  Verwertung  dieses  Resultates  eine  besondere  Untersuchung  darüber 
anstellen  müssen,  auf  wieviel  wesentlich  verschiedene  Arten  die  Gruppe 
Gißg  isomorph  auf  sich  selbst  bezogen  werden  kann,  um  solchergestalt 
alle  möglichen  Zuordnungen  F,  F'  zu  Simultan-Substitutionen  zu  ge- 
winnen. Hier  gestalten  sich  nun  die  Verhältnisse  aufs  neue  gerade  so 
wie  bei  n  =  5  (cf.  p.  135),  so  dass  es  genügen  wird,  kurz  das  Re- 
sultat anzugeben:  Es  giebt  überhaupt  nur  zwei  im  Sinne  von  p,  134  ff. 
wese^itVich  verschiedene  Arten,  die  G^^,.  isomorph  auf  sich  selbst  zu 
bezichen.     An    erster  Stelle    nennen   wir   den   Fall   der  CJogrrdicnz,  wo 

44* 
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jede  Substitution   V  sich  selbst  zugeordnet  ist;  er  liegt  för  die   qua- 
dratischen Eeste  n  von  7  vor,  wenn  wir  uns  des  Schemas  i     ^^  w  - ) 

bedienen  wollen.  Zweitens  folgt  der  Fall  der  Contragredienz,  bei  welchem 
den  Substitutionen  S  und  T  bez.  S~*  und  T  zugeordnet  sind;  dieser 
Fall  kommt  für  die  quadratischen  Nichtreste  n  von  7  beim  Gebrauche 

des  Schemas  (     ^^     '       ,  / )  in  Betracht.    In   beiden   Fällen    ist 

\    0,       — y — n/ 

übrigens,  wie  man  sofort  bestätigt,  die  Correspondenz  mit  sich  selbst 

invers.  —  Von  den  particulären  hierbei  zu  Grunde  liegenden  Schemen 

gelangt  man  dann  zu  den  jedesmaligen  167   übrigen  Gorrespondenzen 

durch    Ausübung    der    ternären    Substitutionen    auf    die    eine    Varia- 

belenreihe. 

Für  die  Gewinnung  der  biternären  Formen  0(j^,  I  y,)  im  Falle 
der  Schnittsystem -Gorrespondenzen  ist  hiermit  ein  invariantentheore- 
tischer Ansatz  aufgestellt.  Man  hat,  um  völlig  systematisch  zu  ver- 
fahren, sowohl  im  Falle  der  Cogredienz,  wie  in  dem  der  Contra- 
gredienz  vorab  nach  dem  „voZfe»  System'^  biternärer  Formen  zu  suchen, 
die  den  Charakter  absoluter  Invarianten  gegenüber  der  G^^  besitzen. 
In  den  Formen  »dieses  Systems  ist  alsdann  <t>{Zi  \  yt)  als  ganze  ratio- 
nale Verbindung  derselben  anzusetzen.  Wir  werden  dies  indessen  nur 
an  einer  sehr  beschränkten  Zahl  von  Beispielen  n  thatsachlich  durch- 
führen; man  vergleiche  den  folgenden  Paragraphen.  — 

Für  die  zu  den  Gruppen  fg^  und  fjg^  gehörenden  Curven  C^  und 
Cg  hat  Hr.  Fiedler  (1.  c,  p.  74  S.)  bewiesen,  dass  auch  dort  die  ein- 
zelne Schnittsystem-Correspondenz  durch  Nullsetzen  einer  Simultan- 
Invariante  rein  dargestellt  werden  kann.  Die  Anzahl  der  wesentlich 
verschiedenen  isomorphen  Beziehungen  der  Gruppe  G^^  auf  sich  selbst 
ist  dabei  t>ier  je  nach  dem  Reste,  welchen  die  ungerade  Zahl  n  mod.  8 
besitzt;  insbesondere  liegt  für  n  =  8h  -\-  1  die  Cogredienz,  für  n  = 
8A  -|-  7  die  Contragredienz  vor,  während  man  die  beiden  übrigen 
Möglichkeiten  n  =  SA  +  5  etwa  als  Fälle  der  Digredienz  bezeichnen 
wird.  Bei  der  Gqq  hat  man  wieder  nur  die  zum  Fälle  der  Cogredienz 
und  Contragredienz  zu  unterscheiden,  und  zwar  je  nachdem  n  =  4Ä  +  1 
oder  n  =  4A  -|-  3  ist.  — 

Hinzuzusetzen  haben  wir  noch,  dass  die  invariantentheoretischen 
Principien  einmal  bei  grösserer  Variabelenzahl,  andrerseits  aber  auch 
für  die  Gorrespondenzen  von  nicht- verschwindender  Wertigkeit  ihre 
I^edeutung  keineswegs  völlig  verlieren.  Mögen  wir  im  letzteren  Be- 
tracht hier   ein  Beispiel   anführen,    welches  wir  wieder  der   siebouten 
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Stufe    eutuehmen.     Die    bei   n  =  4    zum   Schema 


(o,'  2)  gehörend. 


CorrespondeDZ  besitzt  die  Wertigkeit  2,  und  sie  ist  6-6-deutig.  Die 
Ausdehnung  der  Überlegungen  der  §§  2,  3  auf  diesen  Fall  ergiebt 
leicht,  dass  wir  die  fragliche  Correspondenz  auf  der  C^  durch  eine 
Relation  zweiten  Grades  in  jeder  der  beiden  Yariabelenreihen  darstellen 
können.  In  der  That  hat  man,  wie  wir  ohne  Beweis  anführen,  als 
fertige  Correspondenzgleichung: 

(3)      y^^z^ss^  +  Sy^y^y^  +  y^^z^z^  +  z^y^y^  +  ^2*^2^1  +  ^^^V^Vi  =  0. 

Dass  wir  aber  hier  linker  Hand  eine  Simultan-Invariante  der  G^^^  vor 
uns  haben,  ist  unmittelbar  evident;  sie  ist  einfach  die  quadratische 
Polare  eines  Punktes  y«  in  Bezug  auf  f{Zo)  =  0  oder  auch  umgekehrt 
eines  Punktes  Za  in  Bezug  auf  /(y«)  =  0 .  Damit  ist  übrigens  auch 
direct  geometrisch  offenbar,  dass  für  einen  Punkt  Za  der  C^  die  in  y 
gedeutete  Gleichung  (3)  auf  der  C^  jenen  Punkt  Za  immer  selbst, 
doppelt  gezählt,  ausschneidet;  denn  der  Polarkegelschnitt  eines  Punktes 
einer  Curve  berührt  letztere  in  diesem  Punkte. 

§  9.     Aufstellung  einiger  bitemärer  Invarianten  für  die  (r^gg 

siebenter  Stufe. 

Vorstehende  Entwicklungen  mögen  nun  an  ein  paar  Beispielen 
erläutert  werden.  Indem  wir  dabei  wieder  mit  der  T^^^  beginnen, 
sind  nach  (9)  p.  689  die  niedersten  Fälle  n,  bei  denen  Schnittsystem- 
Correspondeuzen  eintreten,  n  =  3,  6,  19,  12.  Wir  haben  diese  Ord- 
nungen n  gleich  in  eine  solche  Anordnung  gebracht,  dass  die  Dimen- 
sionen 6  der  zugehörigen  biternären  Formen  O  ansteigen;  man  hat 
nämlich  bei  n  =  3,  6,  19,  12  bez.  die  Dimensionen  <y  =  1,  3,  5,  6, 
(sofern  wir  uns  bei  n  =  12  auf  die  irreducibele  Correspondenz  be- 
schränken wollen). 

Wir  haben  die  Betrachtung  von  vornherein  um  so  lieber  auf 
diese  vier  Ordnungen  eingeschränkt,  als  dieselben  ausnahmslos  zum 
Falle  der  Contragredienz  gehören.  Das  volle  Formensystem  der  Si- 
multan-Invarianten der  Gißg  im  Falle  der  Contragredienz  ist  aber  be- 
reits seit  lange  durch  Hrn.  Gordan  angegeben  worden*).  Wir 
brauchen  übrigens  unter  den  zahlreichen  Gliedern  des  fraglichen  vollen 
Systems  für  unsere  Zwecke  nur  jene  Formen  herauszugreifen,  welche 


*)  Man  sehe  die  beiden  bezüglichen  Arbeiten  Gordan's  in  Bd.  17  der 
Math.  Ann.  (1880),  sowie  namentlich  die  der  ersten  Arbeit  beigegebene  tabella- 
rische Zusammenstellung  des  vollen  Formensystems. 
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in  keiner  der  beiden  Variabelenreihen  eine  Dimension  >  6  aufweisen; 
dadarcli  verringert  sich  die  Zahl  der  wirklich  zur  Geltung  kommenden 
Formen  sehr  erheblich.  Überdies  bemerke  man,  dass  <t>(;?a  |  Va)  bei 
Vertauschung  der  beiden  Variabelenreihen  direct  in  sich  selbst  über- 
gehen muss.  Denn,  wie  wir  die  Vorbereitungen  getroffen  haben,  geht 
die  einzelne  Correspondenz  durch  Inversion  in  sich  selbst  über;  dass 
dann  aber  auch  ^{Ba  \  y«)  als  symmetrische  Function  beider  Varia- 
belenreihen angenommen  werden  darf,  folgert  man  mit  Hülfe  eines 
Gedankengauges,  wie  wir  ihn  seinerzeit  (p.  56)  bei  den  Modularglei- 
chungen  f(J\  J)  =  0  ausführlich  gaben. 

Um  jetzt  die  für  n  =  3,  6,  19,  12  zu  benutzenden  Formen  wirk- 
lich zu  bilden,  bemerke  man  erstlich,  dass  im  fertigen  Ausdruck  von 
^(ßa  I  Va)  in  diesen  Formen  Glieder  mit  dem  Factor 

oder  auch  mit  /*(ya)  fortbleiben  können;  denn  diese  Factoren  sind  auf 
der  Curve  C^  mit  Null  identisch,  und  andrerseits  beeinträchtigen  wir, 
indem  wir  die  fraglichen  Glieder  fortlassen,  die  luvarianteneigenschaft 
von  0  {Za  I  Va)  in  keiner  Weise. 

Nächst  f{Zo)  ist  die  niederste  ein  fach -temäre  Form  X(ra),  wenn 
wir  diese  Bezeichnung  im  Sinne  von  I  p.  733  brauchen  sollen;  die 
Dimension  von  \(^a)  ist  6,  und  als  fertige  Gestalt  dieser  Form 
haben  wir: 

X(;8fa)  =  hz^Z^Z^  —  ^1*^8  —  V^4  —  ^/^l- 

Aus  den  vorausgehenden  Bemerkungen  kann  mau  übrigens  mit  Hülfe 
der  Gordan'schen  Tabelle  leicht  folgern,  das  ^{z^  in  dun  Correspon- 
deuzgleichungen    immer  nur   mit  X(ya)    multipliciert  vorkommt.     AU 

m 

erste  bei  den  atisgewäliUen  Ordnungen  n  zu  benutzende  Form  merken  wir 
uns  somit  für  die  Dimension  ö  =  6  an: 

(1)  H{z.\ya)  =  X{Za)'X(l,a). 

Demnächst  entnehmen  wir  der  Gordan'schen  Tabelle  eine  Form 
der  vierten  Dimension  in  den  Za  und  der  zweiten  in  den  y«,  welche 
wir  durch  die  viergliedrige  Determinante  definieren: 

/ll>     112}     fu}     Vi 


Q{^a    I   Va)    ==    16 


/21?    ttiy     fu)     Ift 

fny    /427    /44)    t/i 

Vu  y>,  Vi,  0 


fa,^s  soll   dabei  die   zweite  Ableitung  von  f{Za)  nach  Za   und    r^   sein. 
Die  ausführliche  Gestalt  dieser  Form  Q{Za  \  y«)  ist  die  folgende: 
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(2)        e{za  I  y«)  =  (^x*-  4:z,z,z^)y,'+  (V-  4z,z,z,')y,' 

+  (2^,V-  «A')2y,yi  +  (2^,V-  '^.V)2y4yi- 

Auch  hier  folgert  man  (mit  HQlfe  der  Tabelle)  wieder  leicht,  dass 
nur  das  Product  &(2a  \  ya)Q(lfa  \  ^a)  für  uns  zur  Geltung  kommt, 
und  wir  merken  uns  damit  als  zweite  Form  wieder  für  die  Dimension 
6  =  6: 

(3)  Z{Za  I  Va)  =  e(;er„  I  y,)  .  e(y„  |  0„) . 

Hierüber  hinaus  kommen  nur  noch  die  drei  Diagonalglieder  der 
Gordan'schen  Tabelle  in  Betracht,  welche  1.  c.  in  der  symbolischen 
Schreibweise  tix,  ftp,  Qh  heissen;  die  Dimensionen  dieser  drei  Formen 
sind  bez.  <J  =  1,  3,  5  in  jeder  der  beiden  Variabelenreihen. 

Indem  wir  zu  unserer  Schreibweise  js?«,  y«  zurückgehen,  haben 
wir  erstlich  an  Stelle  von  Ux  in  einfachster  Weise  die  bilineare  Ver- 
bindung: 

(4)  (^,  y)  =  ^1^1  +  g^Vi  +  0^y^y 

die  wir  den  Formen  (1)  und  (3)  ohne  weiteres  anreihen.  Dagegen 
würde  die  Umrechnung  der  Formen  /"y,  0^^  aus  der  von  Hrn.  Gordan 
gegebenen  symbolischen  Gestalt  in  die  explicite  einen  unverhältniss- 
mässigen  Aufwand  von  Rechnung  erfordern.  Wir  wollen  der  Gordan - 
sehen  Tabelle  also  nur  die  Angabe  entnehmen,  dass  zwei  äquidimen- 
sionale  Formen  der  Grade  3  und  5  existieren,  und  schlagen  übrigens 
für  deren  Bildung  ein  directes  Verfahren  ein.     Wir  sagen : 

Ist  g^^a)  eine  einfach-iemäre  Invariante  unserer  6r,68  von  der  Di- 
mension (<J  +  1);  5ö  gewinnen  wir  in: 


r.       « 


eine  do^rpcU-tcrnäre  Simultan -Invariante,  u^eld^  in  jeder  Variabelenrcilie 
die  Dimension  a  aufweist  und  übrigens  bei  Vertauschung  von  y  und  z 
unverändert  bleibt  Ersteres  wird  sofort  offenbar,  wenn  man  nur  aus 
der  Formel  des  Euler'schen  Satzes: 

den  (in  der  Invariantentheorie  wohlbekannten)  Schluss  ziehen  will, 
dass  sich  die  drei  Ableitungen  -ö^  ,  ^    ,  -^  contragredient   zu   den  Za 

0  Zi      C  Zf      c  z^ 

substituieren.  Man  nehme  nun  gißc)  in  (5)  einmal  mit  f{Zc)^  sodann 
mit  der  schon  oben  benutzten  Form  X(;s^a)  identisch  und  findet  solcher- 
gestalt  zwei   Simultan -Invarianten,    welche   gerade   die   Dimensionen 
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<;  =  3  und  5  in  der  einzelnen  Variabel enreihc  aufweisen  und  die  zudem 
bei  Vertauschung  beider  Reihen  in  sich  selbst  übergehen.  Wir  be- 
zeichnen diese  beiden  Invarianten  durch  A(j?a  |  y«)  und  B{Za  I  Jfa)  und 
finden  ihre  explicite  Gestalt  zu: 

(6)  ^  =  2  (^'  +  ^^ia4a)  (yl  +  Sy2ayla) , 

a 

(7)  B  =^  (54^2a  +  4a  —  10Za4aZla)  {^V^Vta  +  vla  —  lOtfayluyla) ^ 


a 


Es  ist  nun  die  Sachlage  die,  dass  uns  die  beiden  Inyarianten 
A,  B  die  Gordan'schen  Formen  ftp  und  Oji  vollständig  ersetzen.  Es 
müssen  nämlich  nach  den  Gordan'schen  Entwicklungen  A  und  B  in 
den  bisherigen  Formen  {0,  y),  f,  f^p,  Q^  mit  Hülfe  constanter  Coeffi- 
cienten  a,  b,  a,  . . ,  in  der  Gestalt: 

B  =  «e^  +  ßf{ga)f{ya) {z,  y)  +  yU •  («,  yf+s- {s,  yf 

darstellbar  sein,  wie  man  aus  den  Dimensionen  der  hier  in  Betracht 
kommenden  Formen  leicht  bestätigt.  Wären  nun  die  beiden  Coeffi- 
cienten  a,  a  nicht  beide  von  Null  verschieden,  so  enthielte  A  bez.  B 
den  Factor  {z,  y)  und  müsste  mit  Null  identisch  sein,  falls  wir 

nehmen.  Letzteres  ist  aber  weder  für  A  noch  B  der  Fall,  und  also 
ist  a^O  und  a^O;  dann  aber  lassen  sich  ftp  und  &jj  auch  ihrer- 
seits durch  A,  B,  f(ya),  f{^a)f  (^,  y)  ausdrücken. 

Sonstige  Formen  kommen  zufolge  der  Gordan'schen  Tabelle  für 
die  vier  ausgewählten  Transformationsgrade  nicht  in  Betracht,  und  wir 
haben  demgemäss  das  Resultat:  Die  linke  Seite  der  Correspondcnzglei- 
chung  ist  bei  den  Ordnungen  7i  =  3,  6,  19,  12  in  den  fünf  Forniai 
{Zy  y),  A,  B,  Z,  H  rational  und  ganz  darstellbar. 

§  10.    Endgültige  Berechnung  der  Correspondenzgleiehtuigen 

siebenter  Stufe  für  w  =  3,  6,  19,  12. 

Indem  wir  jetzt  für  die  vier  Ordnungen  n  =  3,  6,  19,  12  die 
Gleichungen  <t>(za  |  y«)  =  0  in  den  fünf  Formen  (z,  t/),  A,  B,  Z,  H 
mit  numerischen  Coelficienten  a,  ß,  y  , . ,  ansetzen  wollen,  benutzen  wir 
den  Umstand,  dass  in  den  drei  Fällen  n  =  3,  6,  19  die  betreffenden 
Gleichungen  irreducibel  sein  müssen;  auch  bei  n  ==  12  behalten  wir 
die  Beschränkung  auf  die  irreducibele  Correspondenz  bei,  so  dass  wir 
hier  mit  einer  Correspondenzgleichung  sechsten  Grades  zu  thun  haben. 
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Wir  bekommen  uun  die  nachfolgeuden  Ausätze: 
«  =  3,     {z,y)  =  0, 

«  =  19,  B  +  «-A.(^,yy+^.(;Br,y)^  =  0, 

und  hier  konnten  wir  im  zweiten  und  dritteu  Ausatze  die  Coefficieuten 
der  ersten  Glieder  direet  gleich  1  setzen;  denn  wären  diese  Coeffi- 
cieuten etwa  gleich  Null,  so  würden  die  betreffenden  Gleichungen  er- 
sichtlich nicht  irreducibel  sein. 

Für  n  =  3  hat  die  Gleichung  bereits  fertige  Gestalt  gewonnen 
und  stimmt  in  der  That  mit  der  bezüglichen  vorläufigen  Angabe  in 
§  6  überein.  Für  die  drei  übrigen  Gleichungen  werden  wir  jetzt 
weiter  überlegen  müssen,  wie  wir  die  unbestimmt  gebliebenen  Coeffi- 
cieuten a,  /3,  . . .  berechnen  mögen. 

In  diesem  Betracht  gehe  man  erstlich  auf  die  Entwicklungen  in 
§  7  zurück,  wo  wir  durch  g{3a)  diejenigen  0(n)  Punkte  der  64  aus- 
schnitten, welche  dem  Eckpunkt  Zi=  z^  =  0  des  Coordinatendreiecks 
zugeordnet  waren.  Inzwischen  wolle  man  hierbei  nicht  übersehen, 
dass  die  eben  angesetzten  Gleichungen  sich  auf  das  Schema 


(V-n,        0        \ 

V  0,   —  y^^j 

beziehen,  während  der  Berechnung  von  g{Za)  in  §  7  das  Schema  (^  A 

zu  Grunde  lag.  Die  Folge  ist,  dass  0(^1,  z^,  04^  \  0,  1,  0)  nicht  not- 
wendig auf  (7(j?a)  direet  zurückführt,  sondern  möglicherweise  auf  einen 
jeuer  beiden  Ausdrücke,  welche  aus  g{za)  durch  cyclische  Permutation 
der  Za  entspringen.  Welcher  unter  diesen  Fällen  vorliegt,  wird  man 
immer  in  kürzester  Weise  dadurch  entscheiden,  dass  man  verlangt, 
die  rechte  Seite  der  gleich  folgenden  Identität  (1)  solle  gegenüber  S 
dasselbe  multiplicative  Verhalten  zeigen,  wie  die  linke.  —  Indem  wir 
g{Za)  in  diesem  Sinne  richtig  gewählt  denken,  besteht  eine  Identität: 

(1)  0(^„  z,,  ^,  I  0,  1,  0)  =  c .  g(^,)  +  h{Za)  'fM, 

wo  h(Za)  eine  homogene  ganze  Verbindung  {ö  —  4)*®'  Dimension  ist,  die 
natürlich  nur  in  den  Fällen  <y  >;  4  eintritt. 

Diese  Identität  liefert  uns  nun  in  folgender  Art  eine  Anzahl  von 
Gleichungen  zur  Bestimmung  der  numerischen  Coefficieuten  a,  /3,  . . . 
in  den  am  Eingang  des  Paragraphen  aufgeschriebenen  Ansätzen:  Die 
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Formeil  {s,  y),  A,  . . .  nehmen  für  den  Fall  ^i  =  ^4  =  0,  y^  =  ^  ^i® 
besonderen  Gestalten  an: 

(^,  y)  =  ^2, A  ==  ^/  +  ^z,^z^,  B  =  ^/  +  bz.z^*^  —  lOjEf/ V^4, 

Z  =  z^^z^^—  Az,z^z^\  H  =  0. 

Tragen  wir  dies  in  die  obigen  Ansätze  ein,  so  kommt  z.  B.  für 
n=19: 

(2)  z^^  +  bz,z,^  -  \Oz,H^H^  +  a(^,^  +  W^^^^,)  +  ^V 

Es  tritt  nämlich  hier  eine  lineare  Form  h(Za),  mit  f(Za)  multipliciert, 
nicht  auf;  denn  alle  Terme  der  Gleichung  (2)  nehmen  gegenüber  S 
den  Factor  s^  an,  ein  Verhalten,  welches  von  keinem  der  drei  Pro- 
ducte  Zaf{z)  gilt.     Aus  der  Identität  (2)  folgt  nun  sofort: 

a  +  /3  +  1  =  c,     3a  —  10  =  c,     5  =  —  c, 

womit  sich  die  endgültigen  W^erte  a  =  - ,  /3  =  —  -^   ergeben.     Auch 

im  Falle  n  =  6  kommen  wir  auf  dem  hiermit  skizzierten  Wege 
zum  Ziele  und  finden  a  =  —  1.  Dagegen  erhalten  wir  bei  n  =  12 
nur  erst  zwei  Gleichungen  für  die  sechs  unbekannten  Zahlen;  hier 
also  werden  wir  auf  unser  altes  Mittel  zurückgreifen,  dass  wir  den 
Ansatz  ^{zi  \  yi)  =  0  nach  ansteigenden  Potenzen  von  r  entwickeln 
und  dann  den  Coefficienten  jeder  Potenz  mit  Null  identisch  setzen. 
Auf  diesem  Wege  können  wir  dann  auch  in  den  höheren  Fällen 
stets  zum  Ziele  kommen.  Freilich  wird  es  dabei  vorkommen  können, 
dass  ein  oder  mehrere  Coefficienten  fortgesetzt  unbestimmt  bleiben , 
wie  viele  Glieder  der  Potenzentwicklung  nach  r  wir  auch  heranziehen 
mögen.  Dann  werden  zwischen  den  Simultan-Invarianten,  aus  denen 
wir  in  jenen  höheren  Fällen  die  Form  Ofely«)  aufbauten,  algebraische 
Relationen  bestehen.  Natürlich  wird  man,  um  beim  einzelnen  0  (Za  \  ffa) 
derartige  unbestimmt  bleibende  Coefficienten  als  solche  thatsächlich  zu 
erkennen,  doch  immer  nur  eine  begrenzte  Anzahl  von  Gliedern  der 
betreffenden  Potenzentwicklung  nach  r  zu  untersuchen  haben,  worüber 
man  das  Nähere  aus  den  Sätzen  über  die  Wertigkeit  ganzer  Modul- 
formen im  Einzelfalle  ohne  Schwierigkeit  feststellen  wird. 

Die  hiermit  bezeichnete  Complication  durch  das  Auftreten  alge- 
braischer Relationen  zwischen  den  Formen  des  vollen  Systems  tritt 
aber  in  unserem  Falle  n  =  12  noch  keineswegs  auf.  Wir  berechnen 
hier  also  die  Coefficienten  a,  /3,  . . .  ohne  weiteres  in  der  angedeuteten 
Art  und  fmdm  überhaupt  als  fertige  Gestalten  der  Correspondenzgleichun' 
gai  in  unseren  vier  Fällen; 
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n=    6,    A-(^,yy  =  0, 

n==19,    3B  +  5A.(;?,yy  — 23(^,y)»  =  0, 

n  =  12,    45H  —  9B  •  {z,  y)  —  5A^  -  35  A  •  {z,  yf  +  49(;?,  y^  =  0. 


§  11.    Mitteilnng  einiger  CorrespondeDgleichimgen  für  die  Gruppen 

r^e  und  fgg^. 

Für  die  beiden  Gruppen  8*®'  und  16*®'  Stufe  sind  die  vollen  Systeme 
der  Simultan -Invarianten  in  den  samtlichen  dabei  zu  unterscheidenden 
Fällen  durch  Hrn.  Fiedler  1.  c.  abgeleitet  worden.  Die  weitaus 
grösste  Anzahl  der  wirklich  berechneten  Correspondenzgleichungen 
gehört  aber  auch  hier  zum  Falle  der  Contragredienz,  d.  i.  bei  der  f^g 
zu  den  Ordnungen  w  =  4Ä  +  3,  bei  der  r384  zu  n  =  8Ä  +  7.  Mag 
es  also  genügen,  wenn  sich  unser  Referat  nur  auf  den  hiermit  ge- 
kennzeichneten Bereich  erstreckt,  zumal  da  wir  bei  ihm  durchaus  die 
einfachsten  Verhältnisse  antreffen. 

Bei  der  T,^  besteht  das  volle  Formensystem  im  Falle  der  Contra- 
gredienz  aus  den  drei  Verbindungen: 


(1) 


a;  =  e^z^y^y^  +  hUiy^Vi  +  ^i^al/iy», 

l  A3  =  -^102^8^1  ^2^3 


der  Dimensionen  <J=  1,2,3.  Wir  erzielen  indessen  eine  Verein- 
fachung der  entspringenden  Gleichungen,  wenn  wir  die  zweite  Form, 
A2,  durch 

(2)  A2  =  Ai«  -  4A2 

ersetzen.  Hierher  gehörige  Beispiele  fertiger  Modularcorrespondenz- 
gleichungen  sind: 

n  =    3,     Ai  =  0, 

M  =  ll,     Ai^— 16A3  =  0, 

n  =  19,     Ai^  —  16A3(4A,  -f  '^^;')  =  0, 

bei  deren  Ableitung  durchaus  die  Gesichtspunkte  des  vorigen  Para- 
graphen ihre  Geltung  bewahren. 

Bei  der  Gruppe  T^^  gelangt  Hr.  Fiedler  im  Falle  n  =  SA  +  7 
gleichfalls  zu  einem  vollen  System  von  drei  Formen,  die  überdies  ge- 
staltlich mit  den  drei  Formen  (1)  genau  übereinstimmen,     Sie  mögen 
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iudesseu,  der  veränderten  Bedeutung  der  Zi^  yi  entsprechend,  jetzt  B^, 
B2;  83  heissen,  und  wir  führen  genau  wie  in  (2)  die  Form  B^  durch 
die  Gleichung  Bjj  =  Bj*  —  4B/  ein.  Hier  hat  nun  Hr.  Fiedler  die 
Berechnung  der  fertigen  Correspondenzgleichungen  bis  zu  sehr  beträcht- 
lichen Ordnungen  w  getrieben;  wir  reproducieren  seine  Ergebnisse  nach- 
folgend im  vollen  umfange: 

n=    7,  Bi  =  0, 

n=  15,  B1B2  +  4B3  =  0, 

M  =  23,  B,»  — 4B8  =  0, 

n  =  31,  Bjj^  — 4BiB3  =  0, 

n  ==  39,  B^^Bg  +  8B/B3  —  2081^8283  —  144BiB3*  -  AB^^B^  =  0, 

n  =  47,  B/  —  4Bi-^B3  ~  24BiB,B8  —  12883^  =  0, 

n  =  55,  Bj'Bg  +  SB.^^Bg  —  4081*8383  —  16  •  lOB^^Bj^  —  28B/B.-B3 

—  90818383*  -  48,^83  +  51283»  =  0, 

n  =  71,  8i»  —  84B/8283  -  368i28a«83  —  11281^83«  -  4881^63 

—  4  82^83  —  96818,83*  —  6483»  =  0, 

n  =  79,  82^  —  481^83  —  4081^8283  -  1128/83*  —  1128i«B2*Bs 

—  13.3281*8283*— 848i83»83— 3. 12882*83*+5128i  63^  =  0. 

Von  den  mod.  8  nicht  mit  7  congruenten  Ordnungen  hat  Herr 
Fiedler  noch  n  ==  21  und  n  =  35  behandelt;  doch  wolle  man  die  be- 
trefifenden  Gleichungen  a.  a.  0.  nachsehen.  — 

In  den  mitgeteilten  Correspondenzgleichungen  haben  wir  nun  eine 
grosse  Reihe  jener  irrationalen  Modulargleichungen  vor  uns,  wie  wir 
sie  oben  (p.  154  ß.)  bereits  ausführlich  betrachteten.  Um  dies  an 
unseren  jetzigen  Gleichungen  äusserlich  zur  Evidenz  zu  bringen,  müssen 

wir  dieselben  unter  Einführung  von  |/Ä,  ^/l  —  A  etc.  in  die  nicht- 
homogene Gestalt  umsetzen;  indessen  gebrauchen  wir  zum  besseren  An- 

schluss  an  die  überlieferten  Formeln  hierbei  statt  ^A,  Yl  —  Ä  lieber 

die  Bezeichnung   ^k,  j/A',  die  wir  nach  I  p.  665  durch: 

ftt  nt 

(3)  YF:  1  :  j/Ä  =  ;?! :  e"^  e^ :  c'^z^ 

definieren.  Die  transformierten  Moduln  nennen  wir,  wie  schon  früher 
(p.  157),  |//,  j/r,  setzen  jedoch  im  Gegensatze  zu  (3): 

(4)  yV:l:Yi^y,:e»  y,:e^y,. 

Au  Stelle  der  zuuächst  bei  der  Transformation  entspringenden  Vififtilfi 
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haben  wir  solchergestalt  y^, y^Vi)  ^Vs  gesetzt     Der  hiermit  voU- 

zogene  Wechsel  stellt  aber  eine  Operation  der  G^^^  vor,  und  also 
kommt  unsere  Massnahme  einfach  auf  einen  Wechsel  des  Sehemas 
der  Transformation  zurück.  Der  Vorteil  aber  ist,  dass  die  Producte 
Bi^r*»2~S  B/^a'-y*"^  und  B^z^-hj^-^y  die  wir  übrigens  gleich 
selbst  wieder  B|,  B/,  B3  nennen,  die  einfachen  Gestalten  annehmen: 


(5) 


B^  =y~ki  +  ykT—  1, 
B/  =  ykik~r  -  Yki  —  yvr, 

B3  =  —  YkiFi\ 


Den  Ausdruck  B^  definieren  wir  natürlich  nach  wie  vor  durch  die 
Gleichung  B^  =  B/  —  4Bi*.  Die  expliciten  Gestalten  der  zur  r384 
gehörenden  irrationalen  Modulargleichungen  entspringen  nun  einfach 
durch  Eintragung  der  Ausdrücke  (5)  in  die  oben  mitgeteilten  Glei- 
chungen. 

Entsprechend  hat  man  bei  der  fg^,  die  nachfolgenden  nicht-homo- 
genen Gestalten  der  drei  Formen  A: 


Ai  =  yu  +  yk'v  -  1, 


(6) 


Ajj'  ==  ykwv  —  Yki  —  yk'v, 

As  =  —YkWV. 


Hier  liefert  nun  in  der  That  die  bei  w  =  3  eintretende  Gleichung 
Aj  =  0  die  Legendre'sclie  Modulargleichung  aufs  neue,  die  wir  auf 
anderem  Wege  bereits  p.  154  gewonnen  hatten.  Die  bei  n  =  1  ein- 
tretende Gleichung  B^  =  0  liefert  die  Gühlaff'sche  Modulargleichung 
von  (3)  p.  155. 

Die  bei  n  =  11  für  die  r^g  gefundene  Gleichung  A,^  =  1GA3 
wollen  wir  noch  durch  Ausziehen  der  dritten  Wurzel  umgestalten ; 
sie  liefert  alsdann  die  irrationale  Modulargleichung: 

(7)  yid  -f  ]/Fr  +  2Y2ykWV  =  1 , 

die  wir  als  Correspondenzgleichung  derjenigen  ausgezeichneten  Unter- 
gruppe  r^.,jQ   der  Stufe  24   anzusprechen    haben,    welche   ans    der    T^; 

durch  Zusatz  von  ykk'  entspringt  Man  findet  weiter  in  entsprechen- 
der Weise  für  den  Transformationsgrad  »  =  23  von  B{^  =  4  B3  aus 
die  Gleichung: 
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(8)  VFi  +  yFv  +  yi'ymr  =  i  *), 

die  wir  oflfenbar  als  CorrespondenzgleichuDg  48**'  Stufe  zu  rubricieren 
haben. 

Die  Gleich uDg  (7)  lässt  sich  aus  Formeln  entwickela,  welche 
Schröter  in  seiner  p.  158  genannten  Schrift  „De  aequationtbus  modu- 
laribiis^'  abgeleitet  hat,  während  die  Gleichung  (8)  zuerst  von  Hrn. 
Ilurwitz  angegeben  worden  ist**). 

Zu  der  genannten  Gruppe  r5.384  der  Stufe  48  bez.  zu  ihrem  Mo- 
dulsystem yic^  Yk'y  ^ykk'  gehört  auch  noch  eine  Relation,  welche  Hr. 
Hurwitz  1.  c,  für  n  =  47  berechnet  hat;  dieselbe  lautet: 

(9)  [2(1/*]  +  j/ÄT  -  1)  -  ^4  'Vklk'Vf 

=  8  (Yki  +  yvT' + 1) — lyreVkiFV. 

Aus  der  oben  fOr  n  =  47  mitgeteilten  Gleichung. lässt  sich  nach  Ein- 
tragung der  Werte  (5)  die  eben  mitgeteilte  Formel  vermöge  einer 
kurzen  Zwischenentwicklung  ableiten.  —  Natürlich  stellen  die  Rela- 
tionen  (7),   (8),   (9)   Correspondenzen   auf  den    Raumcurven   des    It^ 

vor,  welche  den  Modulsystemen  "j/Ä,  )/Ä',  YkW  bez.  j/Ä,  j/fc',  ^Ykk' 
entsprechen.  — 

Mit  den  hier  behandelten  Beispielen  ist  der  Bereich  der  in  Rede 
stehenden  Untersuchungen  übrigens  in  keiner  Weise  abgeschlossen. 
Wir  würden  zumal  durch  Ausdehnung  unserer  Betrachtungen  auf 
Correspondenzen  mit  einer  nicht  verschwindenden  Wertigkeit  zahl- 
reiche neue  Gestalten  irrationaler  Modulargleichungen  gewinnen.  Doch 
müssen  wir  in  diesem  Betracht  auf  die  oft  genannten  Entwicklungen 
von  Schröter,  Krause  u.  A,  verweisen. 


Indem  wir  hiermit  nun  auch  diese  letzte  Anwendung  der  Theorie 
der  Modulf unctionen  abschliessen,  sei  es  gestattet,  noch  einmal  die 
wesentliche  Absicht  anzugeben,  welche  dem  Ganzen  der  jetzt  beendeten 
Darstelhmg  zum  Grunde  liegt.  Trotz  aller  der  vielen  Einzelunter- 
suehungen,  die  wir  durchzumachen  hatten,  war  es  doch   überall  nicht 


*)  Die   GlcichoDgen  (8)   und  (9)   sind  bereits   oben   (p.  157)   vorlHafig   mit 
geteilt;  doch  sind  damals  die  numerischen  Coefficienten  der  dritten  Glieder  linker 
Hand  unrichtig  angegeben  worden. 

**)  Siehe  die  botreffende  Mitteilung  in  den   Mathem.   Annalen  Bd.  17   p.  69 
(1879).     Vergl.  auch  Schröter  in  M.  V  der  Acta  Math.,  p.  208  (1884). 
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das  einzige  und  wesentliche  Ziel  für  uns,  in  RichtuDg  der  Special- 
forschung möglichst  weit  vorzudringen.  Vielmehr  sei  sofort  zugegeben, 
dass  Geometrie  und  Zahlentheorie  sowie  einigermassen  auch  Fudc- 
tionentheorie  und  Gruppentheorie  zumeist  nur  in  ihren  elementaren 
Teilen  zur  Verwendung  kamen.  Aber  dass  sich  alle  jene  verschiedenen 
Disciplinen  in  der  Theorie  der  Modulf unctionen,  wie  wir  sie  ent- 
wickelten, zu  einem  von  lebendiger  Anschauung  getragenen  Ganzen 
orgafiisch  verbinden,  darin  vor  allem  scheint  der  Wert  dieser  Theorie 
zu  bestehen. 

Dass  übrigens  diese  Art  mathematischer  Betrachtungsweise,  wie 
sie  nun  auf  die  elliptischen  Modulfun ctionen  Anwendung  fand,  noch 
sehr  viel  weitertragend  ist,  deuteten  wir  schon  einmal  am  Schlüsse 
von  Bd.  I  an.  In  der  That  ist  es  die  dort  bezeichnete  Theorie  der 
automorphen  Functionen  allgemeinster  Art,  in  welche  die  Fortsetzung 
unserer  bisherigen  Entwicklungen  unmittelbar  hineinführt.  So  soll 
uns  denn  das  jetzt  Erreichte  zur  Grundlage  für  die  Behandlung  der 
allgemeinen  automorphen  Functionen  werden! 

Freilich  erscheint  unsere  jetzige  Darstellung  nicht  in  allen  Punkten 
der  Verallgemeinerung  föhig.  Bei  den  automorphen  Functionen  allge- 
meinerer Art  fehlen  uns  alle  jene  Hülfsmittel,  die  wir  für  die  Modul- 
theorie aus  dem  Anschluss  au  die  doppelt -periodischen  Functionen 
gewannen.  Diese  letzteren  aber  zogen  wir  (zumal  im  vorliegenden 
zweiten  Bande)  gern  heran,  um  beziehungsreiche  Eigenschaften  der 
Modul functionen  hervortreten  zu  lassen  sowie  auch  um  concrete  Formeln 
zur  Hand  zu  haben.  Damit  aber  entsprangen  (wenn  es  erlaubt  ist, 
noch  einmal  ein  paar  Einzelheiten  zu  berühren)  zwei  wesentliche  Er- 
leichterungen für  unsere  Deduction:  Einmal  hatten  wir  nicht  nötig, 
den  Existenzbeweia  der  Function  e7((»)  von  der  Abbildung  aus  vermöge 
Riemann'scher  Principien  zu  erbringen,  indem  wir  ja  seinerzeit  vielmehr 
von  der  bereits  bekannten  Function  J((o)  aus  deren  Abbildung  auf 
die  CO -Ebene  aufsuchten.  Fürs  zweite  brauchten  wir  keine  principielle 
Untersuchungen  über  die  analytischen  Bildungsgesetze  der  Modul- 
formen anzustellen,  da  uns  die  Darstellungen  für  g^,  g^,  A  in  Bd.  I 
sowie  späterhin  die  Darstellungen  der  Moduln  höherer  Stufen  durch 
die  'S-- Reihen  etc.  ja  unmittelbar  von  der  Theorie  der  doppeltperio- 
dischen Functionen  geliefert  wurden.  Die  allgemeine  Theorie  der 
automorphen  Functionen  entbehrt  ein  entsprechendes  Hülfsmittel  in 
beiden  Hinsichten.  Aber  man  braucht  dies  nicht  als  einen  Nachteil 
der  in  Rede  stehenden  Theorie  ansehen:  vielmehr  gewinnt  ihre  Dar- 
stellung eben  dadurch,  dass  sie  keine  Anleihe  bei  einer  ihr  an  sich 
fremden  Disciplin  macht,  einen  mehr  einheitlichen  Charakter. 
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Die  grosse  Breite  der  bisherigen  Darstellung  wird  übrigens  er- 
lauben, bei  der  Behandlung  der  automorphen  Functionen  weit  kürzer 
und  abstracter  vorzugehen.  In  der  That  sollten  ja  die  Modulfune- 
tionen  die  Einführung  in  die  allgemeine  Theorie  vermitteln,  und  wir 
wollen  sie  künftighin  zur  Erläuterung  der  allgemeinen  Verhältnisse 
immer  zur  Hand  halten.  So  mag  durch  die  Ausführlichkeit  des  vor- 
liegenden Werkes  hoffentlich  Dieses  erreicht  sein,  dass  Jeder,  der  in 
die  in  Rede  stehenden  Theorieen  eindringen  will,  hier  alle  dazu  nötigen 
Prämissen  beisammen  findet. 
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Regularität  und  Irregularität  der  Polygone  und  Flächen  F^  I,  319,  333. 

— ,  einzelne  Beispiele  I,  298  ff.,  365,  370. 

Reguläre  Körper  I,  76,  104,  106. 

Repräsentantensystem  einer  Untergruppe  I,  283,  310. 

—  für  Transformation  w*"  Ordnung  II,  39,  46  ff.,  106  ff. 
Repräsentation  binärer  quadratischer  Formen  I,  246,  251,  257. 
Resolventen  der  Modulgleichung,  Allgemeines  I,  139,  592. 

— ,  specielle  Resolventen  1,  639,  649,  746  ff.,  752  ff.,  II,  427,  440  ff. 

Riemann  -  Roch'scher  Satz  I,  549. 

Riemann'sche  Flächen,  Allgemeines  I,  493,  2;  =  0  I,  533,  />  =  1  I,  536. 

—  Normalform  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung  I,  25. 

Schaaren  äquivalenter  Punktsysteme  I,  662. 

Schläfli'schc  Modulargleichungen  II,  149. 

8 -Functionen,  allgemein  I,  93  ff.,  als  Modulfunctionon  I,  584. 

Sigma-Function  I,  155  ff.,  -Teilwerte  II,  22  ff. 

Singulare  Coordinatenpolyeder  bei  elliptischen  Normalcurven  II,  251,  257. 

—  Correspondenzen  II,  533. 

—  Moduln  II,  174  ff.,  Gleichung  derselben  II,  190. 

—  Riemann'sche  Flächen  II,  630. 

Smith'sche  Curve  II,  167  ff.,  fünfter  Stufe  II,  205. 
Special functionen  auf  einer  Riemann'schen  Fläche  Ij  552. 
Spiegelung  einer  Ebene  an  einem  Kreise  I,  85. 
Stnfeneinteilung  der  Untergruppen  I,  388  ff. 

Substitutionen,  lineare  einer  Variabein,  allgemeine  Untersuchung  I,  164  ff. 
Symmetrieprincip  I,  88,  functionentheoretische  Bedeutung  1,  92. 
Symmetrische  Polygone  und  Flächen  1,300  ff.,  336,338,446,  functionentheoretische 
Erörterung  I,  595  ff. 
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Teilung  doppeltperiodiacber  Functionen  II,  7. 

TeilangHgleiclmng,  8i)pcielle  11,  11,  14  ff. 

Teihingspolygon  II,  20,  Baäis  desselben  II,  560. 

Teilweise  Kegularität  der  Fundamentalpolygone  I,  337,  Beispiele  I,  680,  68*2. 

Teilwerte  doppeltperiodischer  Functionen  II,  8,  der  a- Function  11,  22. 

Tetraeder- Gruppen  innerhalb  der  Primzahlgruppe  öi,  (a__i^  I,  476. 

—  -Irrationalität  imd  -Gleichung  1,  104. 
Thetafunctionen,  elliptische  I,  169,  allgemeine  II,  610. 
Thetarelationen  II,  168. 

Transformation,  eindeutige  einer  Rieniann'schen  Fläche  in  sich  I,  298,  334,  603  If. 
II,  654,  der  elliptischen  Normalcnrven  in  sich  II,  239  ff. 

—  der  Modnlsubstitutionen  I,  261,  der  Untergruppen  I,  315. 

—  n*^'  Ordnung  dor  elliptischen  Functionen  II,  37,  44,  84  ft'. 
Transforraationsgleichungen  II,  62  Ö'.,  99  tf. 
Transformationsketten,  Jacobi'sche  II,  111. 
Transformationspolygon  II,  40,  71. 

Umkehrtheorem,  für  beliebige  liiemann'sclie  Fläche  II,  512. 

Vertauschbarkeit  von  Parameter  und  Argument  bei    den    Integralen    dritter  Gat- 
tung II,  479. 
VerzweigungSc*atz  I,  346. 
Verzweigungsschema  ausgezeichneter  Congruenzgruppen  II,  416. 

Weierstrass'sche  Normalform  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung  I,  24. 
Wertigkeit  einer  algebraischen  Function  I,  497,  einer  Modulfunction   oder  Form 
I,  588,  II,  363. 

—  einer  algebraischen  Correspondt^nz  II,  521. 
Wertigkeitssatz  der  Modulformen  II,  363. 
Wiederholte  Trauufonnatiun,  Gruppe  derselben  11,  109. 


Znsätze  und  Verbcsserungen. 


Erster  Band. 

p.  155,  in  Formel  (4)  ist  im  letzten  Gliede  g.^  statt  (ß^  zu  setzen. 

p.  158,  in  Formel  (2)  ist  im  Kxponentialfactor  X  statt  Z,   zu  setzen. 

j).  161,  in  Formel  (5)  linker  Hand  überall  itm  an  Stelle  von  w  im  Argumeut  der 

^-Functionen  zu  setzen. 
p.  162,  in  Formel  (6)   linker  Hand   überall  ir  an  Stelle  von   1    im  Argument   der 

-9" -Functionen  zu  setzen, 
p.  251,  dor  nach  Stephen  Smith   durchgeführte  Krjsatz  einer  (luadratihchen  Form 

positiver  Determinante  durch  den  zngehurigon  Halbkreis  der  cj-Ilalbebenc 
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ist  dem  Wesen  nach  bereit«  früher  durch  Ilru.  Hermite  Jinfjrf\stellt  nud 
zu  vielfachen  Anwendun^^en  benutzt  worden.  Ilerinite  w»^ist  iiilmlich  d^;r 
einzelnen  Form  positiver  l>t'tenninante  unendlich  viele  Formen  d»T  pleichmi 
negativen  Determinante  als  harmonisch  zu,  und  zwar  sind  die  letzteren 
Formen  (um  ea  in  unserer  geometrischen  AusdruiKsweise  zu  sjip'n)  alle 
jene,  deren  reprUsentien.'nde  J 'unkte  auf  dem  in  .Sniith's  .Sinm^  zur  vor- 
gelegten Form  7^  >  0  gehörenden  Halbkreij?!'  liegen.  Wegen  der  Her- 
mite'rtchen  Behandlnngsweise  vergl.  man  z.  U.  die  bezüglichen  Aua- 
führunsjen  im  Verlaufe  der  Abhandlun'^  „.Sm/*  ViHtrodiiclUm  (ks  rariuhhs 
vontinurs  (Jans  la  tluorie  des  voinbrca"  Crelle's  Journal  lld.  41. 

p.  C21,  Zeile  C,  das  Komma  auf  der  recht<?n  Seite  der  Formel  ist  dur^li  ein 
Mnltiplieationszeichen  zu  ersetzen. 

p.  G.*i(>,  in  der  zweiten  Formel  (7)  muss  das  zweite  (.Mied     -«Ol-^^,*  laute.n. 

Zweiter   Baiul. 

• 

p.  1Ö7  sind  die  nuniorit-chen  Coeflicienten  der  Formeln  (8)  mehriaeh  falsch  anj:«'- 
geben,  was  nach  den  bezüglichen  Formeln  von  ]».  701  n.  f.  zu  corrigieren  i^^t. 

p.  187,  vorletzter  Absatz:  die  singuKlren  St4?llen  co  der  nicht- ambigeji  Clns.-en 
gehen  nicht  zu  vkr,  sondern  zu  :;wei  bei  den  Transformationen  1,  J,  ]]', 
-IIF  des  Polygons  J*\f,  in  einander  über,  insofern  jene  Stellen  Fixpunkto 
der  Transformation    II    sind. 

p.  189,  damit  die  Anzahl  der  Fixpunkte  der  Substitution  W  auf  dem  Transfor- 
mationsi»ol.ygon  JF',^,  gleich  der  a.  a.  0.  angegebenen  Classcnanzahl  ist. 
müssen  die  ambigen  Forniclassen  stets  und  nur  dann  dopptlt  gi/.rihlt 
werden,  wenn  ihre  rei»räsentieronden  Funkte  eo  im  Folygon  J'\,,  nicht  ;iut 
der  Symmetrielinie  der  Transformation  A  von  I*\y,  in  sich  gelegen  sind; 
■    vergl.  auch  p.  458. 

p.  213,  die  in  der  Note  namhalt  gemachte  Arbeit  von  Gierster  ist  im  17**"  nnd 
nicht  im  20*'"  Bande  <ler  .Mathem.  Aunalen  abgedruckt. 

]i.  214,  in  den  vier  ersten  t.-ougruenzen  (8)  i.^t  recht«?r  Hand  das  doppelte  Vor- 
zeichen +  zu  n«'hm«'n. 

p.  2;»8,  um  den  im  ersten  Absatz  mitgeteilten  Satz  ausführlich  zu  beweJM^n,  rnuss 
man   die  Classenanzahlen   H_i  ^(A),  H_,(A)   auf  recurrent^'ui  W<ge   dunh 

Inversion  der  (-lassfuzahlrelal innen  bereehnen. 
p.  29U,  im    ~ircitrn  (ilirde   des   KxpdUfnti'n   dt-r  Formel    (12/    muss   der  Neunter  2 
statt  H  stehen;  ef.  (1)  p.  21i7. 
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